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1 Wozu formale Methoden?

Reicht die Praxis nicht aus? Geniigt es nicht, sich in existierende Softwareentwiirfe einzuarbeiten, vielleicht die
Fahigkeit zu entwickeln, dies moglichst schnell zu tun und das dabei Erlernte ebenso schnell zur Losung neuer
Probleme einzusetzen? Die Frage 14t sich allgemein nicht beantworten, heute weniger denn je. Allen Behaup-
tungen zum Trotz, dass formale Methoden zur Erstellung zuverldssiger Software unumgénglich seien, hat sich
in den letzten dreifig Jahren vieles im software engineering getan, ohne dass der Einfluft formaler Methoden
dabei besonders sichtbar wire. Tatsdchlich ist das Verhéltnis von Mathematik und Informatik wohl weitaus
komplexer als z.B. das von Mathematik und Physik. Zumindest ist historisch nachvollziehbar, dass Informatik
in der Mathematik, genauer gesagt der formalen Logik, ihren Ausgangspunkt hat, sich dann im Rahmen ihrer
ingenieurwissenschaftlichen Entwicklung davon entfernt hat, aber gerade die sich ausweitenden ingenieurméifsi-
gen Anforderungen nach formalen Ansétze verlangt haben, was den Theoretikern wiederum sehr lieb war, sie
aber zwang, die neuen Anforderungen erst einmal auf ein fiir sie handhabbares Mafs zurechtzustutzen, womit
dann die Informatikingenieure wieder nicht so recht zufrieden waren. Das ging und geht immer noch so, nicht
weil Wissenschaftler engstirnig sind, sondern weil eine solche Entwicklung vielféltigen sozialen, politischen und
wirtschaftlichen Zwéingen unterworfen ist.

Theorie-orientierte Informatik hat daher dufserst verschiedene Zielsetzungen. Sie reichen vom Ringen um
grundlegende Begriffe von Berechenbarkeit und Komplexitit sowie semantische Modelle von Sprachen und
Maschinen bis hin zu solchen Entwurfs-, Auswertungs-, Losungs- und Beweismethoden, die selbst rechnerunter-
stiitzt, einzelne Probleme von Software- oder Hardwareentwicklern oder in bestimmten Anwendungsbereichen
arbeitenden Benutzern 16sen helfen sollen. Dementsprechend werden wir auch im engeren Bereich der Program-
mierung mit theoretischen Ansétzen zu tun haben, von denen einige grundlegende Fragen angehen wie:
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= Mit welchen mathematischen Modellen 14t sich die Bedeutung bestimmter Programmkonstrukte préazi-

sieren?

wahrend andere auf Sprachmittel und mehr oder weniger algorithmische Methoden zur Entwicklung korrekter
Programme abzielen. Auch bei dieser Klasse theoretischer Ansétze sind aber eher die fundamentalen Ideen,
Begriffe und Definitionen entscheidend als die “Kochrezepte”, die sich dauernd dndern und die man daher nur
verstehen und ggf. selbst entwickeln kann, wenn man die grundlegenden Konzepte kennt und erstaunt feststellt,
dass sie - unter wechselnden Namen - immer wieder neu erfunden werden.

Grundlegende Konzepte kann man auf zweierlei Weise einfiihren. Entweder man formalisiert die eierlegende
Wollmilchsau, die jedoch, da sie noch keiner gesehen hat, verdammt schwer zu modellieren ist. Oder man geht
exemplarisch vor und hofft auf ein intuitives Verstdndnisses des Konzeptes hinter den Beispielen. Ich bevorzuge
den zweiten Weg, weise aber schon mal darauf hin, dass “Beispiel” eine komplette Logik sein kann und das Kon-
zept hinter dem Beispiel die allgemeine Struktur eines logischen Systems, d.h. Formelsyntax, Giiltigkeitsbegriff
und Regelmenge zur Ableitung giiltiger Formeln.*

2 Programmiersprachen und -konzepte

An sich ist jede Programmiersprache selbst ein Formalismus, ja sogar ein logisches System im o.g. Sinne, wenn
man Programme als Formeln, Giiltigkeit als syntaktische und/oder semantische Korrektheit und Compiler oder
Interpreter als Regelmengen zur Ableitung und Transformation korrekter Programme ansieht. Diese Sichtweise
zu préazisieren ist das wesentliche Ziel bei der folgenden Auswahl theoretischer Ansitze. Jeder Abstraktion
sollte aber eine Klassifizierung des Untersuchungsgegenstandes, hier der Programmiersprachen, vorangehen,
hauptséchlich um spéter zu sehen, wieviel davon die einzelnen Ansétze erfassen (kénnen). Grob lassen sich drei
Klassen unterscheiden:

O imperative, prozedurale, objekt- und zustandsorientierte Sprachen wie Beta, C, C++, Eiffel, Java und
Modula,

@ logische, deklarative und relationale Sprachen wie Prolog und diverse Datenbanksprachen,

® funktionale und applikative Sprachen wie Haskell, Lisp oder ML.

Inzwischen werden auch Sprachen entwickelt, die Konzepte verschiedener Klassen in einer Sprache vereinen,
insbesondere solche aus @ und © oder aus ® und ©. Die Schwierigkeit dabei ist natiirlich der Bau von Com-
pilern, die unterschiedliche Konzepte mit gleicher Effizienz verarbeiten konnen. Das kommt daher, dass den
drei Klassen verschiedene Ausfithrungsmodelle zugrundeliegen, die wiederum auf die unterschiedlichen Klassen
von Problemen zuriickgehen, zu deren Losung Programme geschrieben werden. So werden zustandsorientierte
Sprachen vorwiegend benutzt, um Systeme der “realen Welt” zu steuern, Objekte zu erzeugen, deren Zustande
zu verdndern oder sie miteinander kommunizieren zu lassen. Demgegeniiber werden logische Sprachen in Infor-
mationssystemen verwendet, um Relationen herzustellen, Anfragen zu beantworten oder Lisungen zu suchen.
Funktionale Sprachen dienen der Auswertung von Ausdriicken, die i.a. statische Objekte darstellen.

Deklarativ bedeutet, dass - im Idealfall - ein Programm nur noch eine Aufgabe beschreibt und die Wahl des
geeigneten Losungsverfahrens ganz dem Compiler/Interpreter iiberlafit, wihrend funktionale Sprachen die ex-
plizite Programmierung i.a. deterministischer Algorithmen erfordern. Diese sind dort allerdings - im Gegensatz
zu @ - als Operationen auf abstrakten Daten, d.h. auf symbolischen Ausdriicken zu formulieren, was den mei-
sten rein rechnerischen Problemen sehr angemessen ist, fiir die oft dariiberliegende Aufgabe, reaktive Systeme

1Dieses - in der Theorie der Programmierung duRerst wichtige - Konzept (vgl. 4.2.4) hat tibrigens inzwischen mehrere eierlegende
Wollmilchsédue hervorgebracht, d.h. Logiken von Logiken, in denen fast alles in alles iibersetzt werden kann.
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dynamischer, kommunizierender Objekte zu steuern, jedoch vom Ansatz her weniger geeignet ist. Applikativ be-
deutet, dass Funktionen nicht als Objekte, sondern durch ihre Applikationen, d.h. Anwendungen auf Argumente,
definiert werden.

Welches sind nun die fiir @, & bzw. © charakteristischen Sprachkonstrukte? Was sind die wesentlichen Be-
standteile von Programmen der jeweiligen Klasse? Wir werden diese Fragen hier nur sehr grob beantworten und
einzelne Sprachkonstrukte erst spater und dann ausgehend von ihrer abstrakten Syntaz (vgl. Kap. 3) behandeln.
[102] und [112] liefern sehr empfehlenswerte Einfiihrungen und Gegeniiberstellungen aller aktuellen Konzepte,
ausgehend von konkreten Sprachen, das sind C, C++, Modula-2, Smalltalk, Lisp, ML, Prolog sowie Ada in
[102] und Pascal, Ada, Smalltalk, Eiffel, ML, Lazy ML, Haskell und Prolog in [112].

2.1 Der Zustandsbegriff

Ein imperatives Programm ist eine strukturierte Folge von Anweisungen, die Werte von dynamischen oder
Programm- oder Zustands-Variablen verandern. Friiher geniigte als Modellvorstellung fiir eine dynamische Va-
riable die Speicherzelle, die mit einfachen Werten, meist Zahlen gefiillt wird. In einer objektorientierten Sprache
steht die dynamische Variable fiir ein Objekt. Dies hat keinen Wert, sondern einen (verinderbaren) Zustand.
Dieser Begriff stammt aus der Theorie dynamischer Systeme und Automaten, die dlter ist als die objektorien-
tierten Sprachen, zur Modellierung “real existierender” physikalischer Systeme entwickelt wurde und iiber den
Hardware-Entwurf in die Informatik gekommen ist. Ein Zustand ist sozusagen nur ein halber Wert. Man kann
die Objekte physikalischer Systeme zwar benennen, ihre Struktur aber oft nur unvollstdndig erkennen. Also
beobachtet man ihr Verhalten, z.B. mithilfe von Messungen, um zumindest die Werte wichtiger Attribute von
Objekten festzustellen und daraus geniigend Information iiber die Objekte des Systems zu gewinnen, um es
erfolgreich in einer bestimmten Richtung steuern zu kénnen. Den Objekten werden Nachrichten geschickt, die
sie veranlassen, in Abhéngigkeit von ihrem jeweiligen Zustand ihnen inhérente Prozeduren, Methoden auszu-
fihren und damit ihre Zustédnde zu dndern. Der Zustand eines Objektes besteht also aus Werten der fiir den
geschilderten Prozefs entscheidenden Attribute.

Objektorientierte Sprachen iibertragen diese physikalische Begriffswelt auf den Software-Entwurf und damit
auf kiinstliche Systeme, die selbst der Abstraktion realer Systeme dienen. Dadurch kommt manches hinzu, wie
z.B. die Strukturierung objektorientierter Programme, wofiir man in der System- oder Automatentheorie keine
formale Begriindung finden wird. Es ist auch fraglich, ob der Begriff eines Zustands als Menge von Attributwerten
(in imperativen Sprachen iiblicherweise als record implementiert) ausreicht, um alle interessanten Objekttypen
zu erfassen. Aus seinem Zustand soll ja in gewisser Weise die Identitéit eines Objektes erschlossen werden.
Reichen dazu immer augenblickliche Attributwerte aus? Wann bestimmt eher die Geschichte des Objektes, d.h.
die Folge der Zusténde, die es bisher durchlaufen, seine Identitdt? Kann die Geschichte immer in eine endliche
Zustandsstruktur hineincodiert werden? Die klassische Automatentheorie ist inzwischen zu mehreren Theorien
kommunizierender Systeme erweitert worden, wo man gar nicht mehr von Objekten spricht, sondern nur noch
Prozesse, also Objektgeschichten, untersucht und als - manchmal unendliche - Strukturen darstellt.

2.2 Die klassische CPO-Theorie

Einige Konzepte objektorientierter Sprachen, insbesondere die &lteren imperativen Sprachen, werden klassischer-
weise in der Theorie vollstindiger Halbordnungen (CPOs = complete partial orders) modelliert. Ein CPO A ist
eine Menge, auf der eine Halbordnung < definiert ist. A definiert alle Ausdriicke eines Typs der Sprache, z.B. alle
Prozeduren. < beschreibt die Approximationsrelation zwischen den Ausdriicken. a < b bedeutet: a approzimiert
b. Wird z.B. Prozedur a im Zustand s aufgerufen und halt dann im Zustand s, dann tut dies auch Prozedur b,
aber nicht notwendigerweise umgekehrt: wenn a nicht terminiert, kann b, im selben Anfangszustand aufgerufen,
tun was es will, also auch in einem definierten Endzustand anhalten. Zum CPO gehort weiterhin die Eigenschaft,
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dass jede Kette, d.h. jede abzéhlbare Folge immer “besserer” Approximationen, ein Supremum besitzt. Suprema
modellieren auch “virtuelle Werte”, die Prozeduren liefern, wenn sie nicht terminieren. Tatséchlich lassen sich
in dieser Theorie nicht nur die einfachen Kontrollstrukturen imperativer Sprachen interpretieren, sondern auch
rekursive Prozedurdefinitionen, ja sogar rekursive und polymorphe Typdefinitionen. Die Interpretation von Typ-
definitionen heifst auch Bereichstheorie. Hier sind die Elemente der CPOs selbst Mengen, im Fall funktionaler
Typen wieder CPOs. Diese typmodellierenden Mengen-CPOs miissen noch zusétzliche Komponenten haben, die

sie zu w-Kategorien machen (s. Def. 11.2.6).

Leider ist die klassische Theorie imperativer Sprachen nicht besonders handlich. Das liegt daran, dass sie
dynamische Variablen, Prozeduren und Programmeigenschaften wie Termination in die Sprache der mathe-
matischen Logik (und Algebra) iibersetzt, also auf deren Grundkonzepte, namlich Ausdriicke, Funktionen und
Relationen, zuriickfithren muss. Demgegeniiber ist die Modellierung funktional-logischer Sprachen einfacher, weil
sie selbst (Teil-)Sprachen der mathematischen Logik sind, und zwar syntaktisch, semantisch und operationell.
Letzteres bedeutet, wir konnen Compiler und Interpreter fiir solche Sprachen direkt aus Regelsystemen ihrer
jeweiligen Logik herleiten. Deshalb werden wir mit diesen Sprachen beginnen und spéter imperative Konzepte
hinzufiigen. Tatséchlich liefert die Theorie funktional-logischer Sprachen Begriffe, mit denen auch imperati-
ve und objektorientierte Konzepte modelliert werden kénnen und in die Ideen der klassischen (CPO-)Theorie
eingehen, ohne dass diese selbst darin vorkommt. Man darf auch imperative Konzepte nicht mit imperativen
Sprachen verwechseln. Was letztlich in einer imperativen Sprache implementiert wird, kann (und sollte) auf
einer hoheren, abstrakteren Ebene des Entwurfs eher funktional-logisch formuliert werden, zumindest was die
- meist sehr groffen - Anteile der Problemstellung anbelangt, die einer solchen Formulierung angemessen sind
(s.0.). Programme lassen sich auf dieser Ebene weitaus leichter entwickeln und verifizieren als wenn die zugrun-
deliegenden Algorithmen sofort mit allerlei “Schmutz”’ der spéteren Implementierungssprache daherkommen.
Schliefslich steht bereits eine Reihe von Compilern zur Verfiigung, die funktional-logische Entwiirfe in effiziente

imperative Realisierungen, z.B. in C, iibersetzen kénnen.

» In Kapitel 2 bis 9 werden aufeinander aufbauende Begriffe entwickelt und Ergebnisse vorgestellt, die
insbesondere auf formale Methoden zur Verifikation und schrittweisen Synthese von Programmen abzielen. Sie
sind unabhéingig von den letzten beiden Kapiteln 10 und 11, wo die Grundlagen der klassischen CPO- und
Bereichssemantik von Programmen bzw. Datentypen préasentiert werden.

3 Konkrete und abstrakte Syntax

Die konkrete Syntax einer Programmiersprache ist i.a. durch eine kontextfreie Grammatik gegeben:

CF-Grammatik v

Definition 3.1 Eine kontextfreie oder CF-Grammatik ist ein Quadrupel G = (N,T,P,S),
bestehend aus einer Menge N von Nichtterminalen, einer Menge T von Terminalen, einer Menge

P von Produktionen oder Regeln der Form
A — w mitAe Nundwe (NUT)*
und einem Startsymbol S € N. Anstelle von n Produktionen mit derselben linken Seite:
A= w ,..., A— w,

schreiben wir eine:
A = wi ] ... | wy.

Die Menge
LG)={weT"|SS5qw)
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ist die von G erzeugte Sprache.?

A A

Sei Z die Menge der ganzen Zahlen.

Beispiel 3.2 (konkrete Syntax einer funktionalen Sprache) Eine funktionale Sprache mit verketteten
(geschachtelten) Listen als grundlegender Datenstruktur (wie in Lisp) und nicht-applikativen Funktionsaus-
driicken (wie in FP; vgl. [11]), wird durch folgende CF-Grammatik definiert:

* FPF3= (N,T,P,S)

* N = {const,constL, fun}

*x T =ZU{[],<,>,id, head, tail, num, +,*,=,=, 0, [,],if, then, else, ,, a, / }
% P besteht aus den Produktionen

+ const — i fiir alle i € Z*

4+ const — ||

4+ const — < constL >

4 constl, — const,constL

4 constL — const

4+ fun — id | head | tail | num | + | * | = | =const | funo fun | [fun,..., fun]

4+ fun — if fun then fun else fun | afun | /fun

*x S = fun

Also ist L(FPF) die Menge der syntaktisch korrekten FPF-Programme. Semantisch beschreibt jedes FPF-
Programm eine Funktion. Dateneingaben erfolgen iiber die Funktion =. So beschreibt z.B. das Wort

head o [= 3,=5,= 2]

die konstante Funktion, die den Kopf der Liste [3, 5, 2] liefert. ¥

Beispiel 3.3 (konkrete Syntax einer imperativen Sprache) Eine imperative Sprache mit den iiblichen
nicht-rekursiven Kontrollstrukturen ist durch folgende kontextfreie Grammatik gegeben: Sei V' der (Denotatio-
nen) von Zustandsvariablen (s. 2.1).

* IPF°= (N, T, P,S)

* N = {const,var, exp, boolexp, com}

*x T=ZUVU{+,=,and,:,;,if, then, else, while, do, repeat, until, skip, true, false, >}
% P besteht aus den Produktionen

4 const — 1 fir allet € Z

2Zur Definition von i)g vgl. Literatur iiber Formale Sprachen.

3“functional programming fragment”; vgl. [66], 1.3

4Diese Zeile steht fiir unendlich viele Regeln, was der iibliche Begriff einer Grammatik eigentlich verbietet. Da sich jedoch die
(z.B. Dezimal-) Darstellungen aller Elemente von Z aus endlich vielen Regeln ableiten lassen, betrachten wir die Zeile als Kurzform
fiir eine solche endliche Regelmenge.

5“imperative programming fragment”
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4 var — x firallex eV

4+ exp — const | var | exp + exp

4+ boolexp — true | false | exp = exp | exp > exp | boolexp and boolexp | — boolexp

4+ com — wvar :=exp | com;com | if boolexp then com else com | while boolexp do com

4+ com — repeat com until boolexp | skip

*x S =com

Also ist L(IPF) die Menge der syntaktisch korrekten IPF-Programme. Semantisch beschreibt jedes IPF-
Programm eine Relation zwischen Variablenbelegungen (s. Def. 4.1.6). Dateneingaben erfolgen iiber Variablen-
belegungen. So beschreibt z.B. das Wort

y:=1; whilex >0do (y:=yxx; z:=x—1)
die Relation {((z,y),(0,2!)) | z,y € N}. &

Die abstrakte Syntax erhélt man aus der konkreten, d.h. der CF-Grammatik, indem man alle Terminale aus
den Produktionen entfernt und fiir jede Produktion ein Funktionssymbol einfiihrt, das den Konstruktor eines
Datentyps (wie in Hakell) liefert.5 Abstrakte Programme sind dann aus Konstruktoren zusammengesetzte Terme
(= funktionale Ausdriicke). Jedem Nichtterminal der Grammatik entspricht ein Datentyp, zunéchst syntaktisch:
eine Sorte:

sortierte Menge] v

Definition 3.4 Sei S eine Menge von Sorten. Eine Mengenfamilie A = {A;}scs heiflt S-sortierte
Menge.” Ist w = 1 ...s, € ST, dann schreiben wir A,, anstelle von Ay, x ...x A, . Sind A und B
S-sortierte Mengen, dann heifit eine Familie R = {R; C A x Bs}scs von Relationen S-sortierte
(biniire) Relation.

Sind A und B S-sortierte Mengen, dann heifit eine Funktion f : A — B S-sortiert, wenn es fiir alle
s € S eine Funktion fs : Ay — B, existiert mit fs(a) = f(a) fir alle a € Ag. Ist s1,...,8, € S und
W = 81 ...8n, dann wird die Funktion f,, : A, — B, definiert durch f,,(a) = (fs,(a1),..., fs,(an))
fir alle a = (a1,...,a,) € Ay.

A A

Die Sortierung von Mengen und Funktionen nennt man auch Typisierung. Sorten sind allerdings zunéchst
nur unstrukturierte Namen und kénnen daher — im Gegensatz zu den Elementen vieler sortierter Mengen —

nicht zu Ausdriicken zusammengesetzt werden.
Signatu r] v

Definition 3.5 Eine (mehrsortige) Signatur ¥ = (S, F, R) besteht aus einer Menge S von
Sorten und zwei S*-sortierten Mengen F' von Funktionssymbolen und R von Priadikaten oder
Relationssymbolen®. Die Elemente von F, s € S, heifen Konstanten. Anstelle von

feF, bzw. g€ F, .5 bzw. 7€ R,

schreiben wir

fi—=se¥ bzw. g:s51...8, >s€X bzw. r:sy...s, €X oder
g:S1 X+ XS, —>sEXN bzw. T:85 X - X8, €.

6Durch | getrennte Alternativen einer Produktion stehen fiir mehrere Regeln, liefern also auch mehrere Funktionssymbole
"Eine Mengenfamilie ist eine Abbildung, die jedem Element einer Indexmenge (hier S) eine Menge zuordnet.
8In der Kiinstlichen Intelligenz spricht man auch von Konzepten.
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Ein Symbol =: ss heitt Gleichheitspriadikat. Andere Pridikate heifen logische Pradikate. r :
w € R hat ein Komplement, wenn das Symbol 7 :

anstelle von 7.

A

w zu R gehort. Bei r == schreiben wir #

A

Dies ist alles noch pure Syntax. .S, F und R werden erst spéter als Datenmengen, Funktionen bzw. Relationen

(auf den Datenmengen) interpretiert (s. Def. 4.1.2). Die abstrakte Syntax einer Programmiersprache wird als

Signatur definiert, die man wie folgt aus der CF-Grammatik der Sprache konstruiert:

abstrakte Syntax}

Definition 3.6 Sei G = (N, T, P,S) eine CF-Grammatik. Dann heifit die folgende Signatur ab-

strakte Syntax von G:

% N ist die Sortenmenge.

% Fiir jede Produktion p = (A — wiAjws ... wyApwyet) mit w; € T* und A; € N enthilt ¥

ein Funktionssymbol f,: 4;... 4, — A.

% X enthilt keine weiteren Symbole.

Beipiel 3.7 Die abstrakte Syntax von FPF (vgl. 3.2) lautet wie folgt:

Sortenmenge = {const, constL, fun}

Menge der Funktionssymbole = { i :— const  fiir alle i € Z,

[| :— const,

mkConst : constL — const,

single : const — constL,

app : const X constL, — constL,

id, head, tail, num, add, mul, eq :— fun,
C : const = fun,

comp : fun x fun — fun,

prod : fun x ... X fun — fun,

cond : fun x fun X fun — fun,

map, fold : fun — fun } &

Beispiel 3.8 Die abstrakte Syntax von IPF (vgl. 3.3) lautet wie folgt:

Sortenmenge = {const, var, exp, boolexp, com}

Menge der Funktionssymbole = { i :— const  fiir alle i € Z,

x:—wvar firallex eV,

C : const — exp,

V :var — exp,

add, mul : exp X exp — exp,

True, False :— boolexp,

eq, greater : exp X exp — boolexp,
and : boolexp X boolexp — boolexp,
not : boolexp — boolexp,

assign : var X exp — com,
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seq : com X com — com,

cond : boolexp X com X com — com,
loop : boolexp x com — com,

repeat : com X boolexp — com,
skip :—com } &

Die Namen der Funktionssymbole einer abstrakten Syntax kénnen auch aus mehreren Teilen bestehen (mizfiz-
Syntax), so dass hiufig schon die Terminale auf der rechten Seite einer Produktion den Namen des entsprechen-
den Funktionssymbols bilden: z.B. while _do__ : boolexp x com — com statt loop : boolexp x com — com.

Term, Atom v

Definition 3.9 Sei ¥ = (S, F, R) eine Signatur und X eine S-sortierte Menge von Individuen-
Variablen. Die S-sortierte Menge T5(X) der X-Terme und die Menge Ats(X) der X-Atome sind
induktiv definiert:

% Fiir alle s € S ist Xg C T5(X)s.
# Firallewe S*, s€ S, frw—seXund t e Tx(X),” ist f(t) € Ts(X)s.
& Firallew e ST, r:we X und t € Tx(X),, ist 7(t) € Atx(X).
Ein variablenfreier Term heifit Grundterm.!? Die Menge der >-Grundterme wird mit 7%, bezeichnet.

Ist X die abstrakte Syntax einer CF-Grammatik G, dann heifsen die 3-Grundterme auch Syntax-
bidume von G. Ein variablenfreies Atom heifft Grundatom oder Fakt.

A A

Abstrakte Syntax dient der Darstellung und Verwendung von Programmen als mathematische Objekte. Die
Ubersetzung von Quellprogrammen in Syntaxbiume gehdrt zum front-end eines jeden Compilers. Abstrakte
Syntax macht Programme zu baumartig-rekursiv aufgebauten Objekten, die von Ubersetzungsalgorithmen top-

down oder bottom-up attributiert und dann in Zielcode transformiert werden.

4 Mehrsortige Pradikatenlogik

4.1 Syntax und Semantik

Signaturen, Terme und Atome sind Grundbegriffe mehrsortiger Logik. Das vorhergehende Kapitel zeigt, wie
Programmiersprachen direkt in abstrakte Syntax tibersetzt werden. Es geht aber nicht nur um die Programme,
sondern auch um ihre Eigenschaften. Um die zu formulieren, gehen wir in der Syntax einen Schritt weiter und

bilden pradikatenlogische Formeln:

Formel] v

Definition 4.1.1 Sei ¥ = (5, F, R) eine Signatur und X eine S-sortierte Variablenmenge. Die Menge
der (pradikatenlogischen) 3-Formeln (iiber X) ist induktiv definiert:

#® True und Fualse sind X-Formeln.
#® Jedes Y-Atom ist eine YX-Formel.

9 .
vgl. 3.4
10Das Prifix “Grund” wird auch anderen Formelmengen vorangestellt und bedeutet immer “variablenfrei”.
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% Fiir alle 3-Formeln ¢, und x € X sind auch —p, p A, o VY, ¢ = ¥, ¢ < 9, Vop und Jzp
3-Formeln.

A A

Der néchste Schritt bei der Konstruktion einer Logik ist die Festlegung auf semantische Bereiche, in denen

Terme und Formeln interpretiert werden sollen.

[Struktur, Kongruenz, Homomorphismus]

Definition 4.1.2 Sei ¥ = (5, F, R) eine Signatur. Eine Y-Struktur ist ein Tripel (A, F, R), kurz:
A, bestehend aus einer S-sortierten Menge A, einer Menge F von Funktionen und einer Menge R
von Relationen derart, dass

# A, fiir alle s € S nichtleer ist,'!

# F fiir alle f : w — s € F eine Funktion f4 : A,, — A, enthilt,

& R fiir alle 7 : w € R eine Relation 74 C A,, enthiilt,

# die Interpretation =4 der Gleichheitspriidikate von X (siehe Def. 3.5) eine priidikatenvertrigli-

che ¥-Kongruenz ist (s.u.).

Die Menge Ag, s € S, heifit Tragermenge oder Datenbereich von s. Enthélt ¥ keine Pradikate,
dann heiflt A auch X-Algebra.

Sei A eine Y-Struktur. A heikt X-Struktur mit Gleichheit, wenn =4 die Gleichheit in A oder
Diagonale von A x A ist, d.h. == {(a,a) | a € A}.

A heifft X-Struktur mit Komplementen, wenn fiir alle Pradikate r : w € ¥, die ein Komplement
haben (siehe Def. 3.5), 74 das relationales Komplement von 74 ist, also 7 = A,, \rA gilt.

Sei ~ C A x A eine S-sortierte Relation (s. Def. 3.4). ~ ist funktionsvertréglich, wenn fiir alle
und Funktionssymbole f :w — s von ¥ und alle a = (ay,...,ay), b= (b1,...,b,) € A, gilt:

(V1i<i<n:a;~b) = f%a)~ f20).

Eine funktionsvertrigliche Aquivalenzrelation heift ¥-Kongruenz(relation). ~ ist priadikaten-
vertraglich, wenn fiir alle Pridikate r : w von ¥ und a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,) € Ay
gilt:

aETA/\(VlgiSn:aiNbi) = bert

Sei ~ C A x A eine X-Kongruenz. Der Quotient oder die Faktorisierung A/ ~ nach ~ die
folgendermafien definierte >-Struktur:

& Fiir alle s € S ist A/~ die Menge der Aquivalenzklassen [a].. von Elementen von Aj.

% Firalle f: w— s € X und (a1,...,a,) € Ay,
P (arlws s lanle)  =aer [fHan,. 0 an)]e
% Fir alle r: w € ¥ und (aq,...,a,) € Ay,

(cl,...7cn)€r‘4/~ > def Elalécl:...Elanecn:(al,...,an)erA.

" Entsprechend dieser Voraussetzung sei im Folgenden auch fiir alle s € S die Termmenge T s stets nichtleer. Man sagt: ¥ hat
keine leeren Sorten. Das erlaubt es, jede pradikatenlogische Formel so mit einer Grundsubstitution zu instanziieren, dass eine
Grundformel entsteht. Ohne diese Voraussetzung konnen ungiiltige Formeln abgeleitet werden, die nur deshalb ungiiltig sind, weil
sie Variablen mit leeren Sorten enthalten.
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Seien A und B Y-Strukturen. Eine S-sortierte Abbildung h : A — B heift Y-Homomorphismus,
falls fiir alle Funktionssymbole f : w — s € ¥ hyo f4 = fB o h,, gilt. h ist monoton, wenn fiir alle
Pridikate r : w von ¥ gilt: h(r?) C rB.

Sei h ein ¥-Homomorphismus. Gibt es einen Y-Homomorphismus g : B — A mit g o h = id* und
hog=1d?, dann ist h ein ¥-Isomorphismus und A und B sind isomorph, geschrieben: A = B.

Eine X-Struktur C heifst X-Unterstruktur von A, falls fiir alle Sorten s € X C eine Teilmenge von
Ay ist, fiir alle Funktionssymbole f : w — s € ¥ und ¢ € C,, f€(c) = f4(c) und fiir alle Pridikate
rrweXr=r4nQC, gilt. Die kleinste 3-Unterstruktur von A bezeichnen wir mit Ay.

Die S-sortierte Menge 7% (X) der X-Terme tiber X wird wie folgt zur ¥-Termalgebra erweitert:
® Fiir alle f:w — s € Y und t € Tx(X),, ist f7=E)(t) = f(1).

Durch eine Interpretation jedes Préadikates r : w € ¥ als Teilmenge von Tx(X),, wird T (X) zu einer
3-Struktur, die Herbrandstruktur genannt wird. Ist X die leere Variablenmenge, dann schreiben

wir Ty, anstelle von T (X).

A A

= Zeigen Sie, dass die Zeile

(cl,...,cn)erA/N = gef Elal661:...Elan€cn:(al,...,an)erA

in der Definition von A/~ durch

(Jaa)s-- - lan]) € 747 = uer (a1,...,a,) €72

ersetzt werden kann, wenn ~ mit r : w vertréglich ist!

15 Zeigen Sie, dass eine Aquivalenzrelation ~ C A x A genau dann mit r : w vertriglich ist, wenn ~ mit
dem Funktionssymbol f,. : w — bool vertréglich ist, wobei bool und f, wie folgt interpretiert und ~ wie folgt

auf {0,1}? erweitert wird:
Apoot  =def  {0,1}, B
1 fallsaer
) —def { 0 sonst,

bt =g b=V

1w Zeigen Sie, dass sich zu jedem ¥-Homomorphismus h : A — B die Bildmenge h(A4) =45 {h(a) | a € A}
zu einer L-Struktur fortsetzen 1a£t, d.h. es gibt eine X-Struktur C' mit Cs = h(Ay) fiir alle Sorten von X!

= Zeigen Sie, dass eine Y-Struktur A genau dann Y-Unterstruktur einer X-Struktur B ist, wenn fiir alle
Sorten s € ¥ A, eine Teilmenge von Bj ist und die Inklusionen A; C B einen Y-Homomorphismus bilden!

= Zeigen Sie, dass ein Y-Homomorphismus genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er bijektiv ist!

Homomorphismen liefern Kongruenzen und umgekehrt:

[Aquivalenzkern und —abschlussj v

Definition 4.1.3 Sei ~ eine X-Kongruenzrelation auf A, dann ist die natiirliche Abbildung
nat : A — A/ ~ mit nat(a) =g4¢f [a]~ fiir alle @ € A ein X-Homomorphismus. Ist umgekehrt
h: A — B ein X-Homomorphismus, dann ist die durch

a~pb <def h(a) = h(b)

definierte Aquivalenzrelation ~j,, der Aquivalenzkern von h, eine (in der Regel nicht priadikaten-
vertriigliche!) ¥-Kongruenz. Umgekehrt spricht man vom Aquivalenzabschluss R? einer biniren
Relation R C A x A als der kleinsten Aquivalenzrelation, die R umfasst.
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A A

iz Wie wird R®? konstruiert?

= Zeigen Sie durch Induktion iiber die Konstruktion von R¢? aus R, dass R°? eine Kongruenzrelation ist,
wenn R funktionsvertriglich ist!

Dieses Ergebnis impliziert, dass die Funktionsvertréglichkeit von ~C A x A geniigt, um einen Quotienten
von A zu bilden: Ist ~ keine Aquivalenz, dann faktorisiert man eben nach ~°? und nicht nach ~.

Homomorphismen liefern Unterstrukturen und umgekehrt: Ist C' eine %-Unterstruktur von A, dann ist die
Einbettung inc : C — A mit inc(c) =g c fiir alle ¢ € C ein X-Homomorphismus. Ist umgekehrt h: B — A
ein ¥-Homomorphismus, dann ist h(B) eine Y-Unterstruktur von A (Ubung; siehe oben).

Diese Dualitét flihrt zu den Homomorphiesétzen:

Satz 4.1.4 (Homomorphiesétze)
(1) Zu jedem Y-Homomorphismus h : A — B gibt es eindeutig einen ¥-Homomorphismus h* : A/ ~,— B
mit h* o nat = h. h* ist injektiv. Ist h surjektiv, dann ist A* bijektiv.
(2) Zu jedem Y-Homomorphismus h : B — A gibt es eindeutig einen ¥-Homomorphismus h* : B — h(B) mit
inco h* = h. h* ist surjektiv. Ist h injektiv, dann ist h* bijektiv.
Beweis. v Ubung. O

Prinzipiell kann man die Zugehorigkeit von Daten zu verschiedenen Datenbereichen von A auch durch einstel-
lige Priadikate ausdriicken, die ja auch als Teilmengen von A zu interpretieren wéren. S kénnte dann einelementig
sein. Die meisten Funktionssymbole miifsten dann aber als partielle Funktionen interpretiert werden. Die Aus-
wertbarkeit von Termen (s.u.) wére nicht mehr syntaktisch entscheidbar. Sortierung und Typisierung wurden
in Programmiersprachen gerade deshalb eingefiihrt, weil dadurch ein grofter Teil der Korrektheit syntaktisch,
zur Ubersetzungszeit, abpriifbar wird.

Weit verbreitet hat sich inzwischen auch das Konzept der Untersorten, das auf der Ebene abstrakter
Syntax dem objektorientierten Konzept der Vererbung entspricht. Man schreibt z.B. nat < int und legt damit
fest, dass jede X-Struktur A nat als Teilmenge von A;,; interpretiert. Der Beziehung nat < int entspricht
eine Einbettungsfunktion in : nat — int, die in A als Inklusion interpretiert wird: in(n) =4.; n. Partielle

Funktionen lassen sich genausogut mithilfe von Obersorten spezifizieren (s. §§5.1 und 6.4).

Beispiel 4.1.5 (Semantik von FPF) Sei X die abstrakte Syntax der funktionalen Sprache FPF (Bsp.
3.7). Die intendierte Semantik von FPF laft sich als eine ¥-Algebra A formulieren:

Aconst = Menge der geschachtelten, in eckige Klammern eingeschlossenen Listen ganzer Zahlen

AconstL = Aconst \ {H}

Agyn = Menge der partiellen Funktionen von Aconst nach Aconst

i4=[i] fiiralleicZ

mkConst*(L) = L fiir alle L € Aconsir
single*(L) = [L] fiir alle L € Acopst

app®(L,[L1,...,Ly)) = [L,Ly,...,L,] fiirallen >1und Li,...,L, € Aconst

L N T
=
I

idA(L) = L fiir alle L € Agonst
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* head®([L1,...,Ly,]) = Ly und tail*([Ly,...,L,]) = [La, ..., Ly,] fiirallen>1und Ly,...,L, € Aconst
head?(]]) und tail“([]) sind undefiniert

* numA([i]) = [[]] fiir alle i € Z'?
numA (L) =] fiir alle anderen L € Acopnst

* add([i,j]) = [i +j] firallei jecZ
add(L) ist undefiniert fiir alle anderen L € Aonst

* mul?([i,j]) = [i*j] fiiralled,j€Z
mul® (L) ist undefiniert fiir alle anderen L € Agppss

A ) ] falls L=1L' . ,

* eq?([L,L]) = { | sonst fir alle L, L’ € Aconst
eq? (L) ist undefiniert fiir alle anderen L € Aopnst

* CA(L)(L')=L fiir alle L € Aconst

* comp?(f,g) = foyg fiiralle f,g € Apun

A _ [ TA@), - fa(D)] falls fi(L),..., fa(L) definiert sind
* prod®(fi,..., fa)(L) = undefiniert sonst
fir alle f1,..., fn € Afun, n > 1, und L € Aconst
g(L) falls f(L) = [[]]
* cond?(f,9,h)(L) =4 B(L)  Ralls f(L)=[ ¢ ficalle f9.h € Ay und L€ Aoy

undefiniert sonst

* map(F)([) =1 i alle f € Apyn

mapA(F)([Ln, - Ln]) = Lj;((felﬁ)l,nert, f(Ln)] Zz:)llllsstf(Ll), ..., f(Ly) definiert sind }

fir alle f € Apup und Ly, ..., Ly € Aconst, n > 1

* foldA(f)([)) = fiir alle f € Apun
foldA(f)([L]) = [L] fiir alle f € Afy, und L € Aconst

FUL1, f([La, ..., f([Ln-1,Ly])...])]) falls f auf allen
foldA(f)([Ly,...,Ly)) = zweielementigen Listen definiert ist

undefiniert sonst
fir alle f € Apun und Lq,..., Ly € Aconst, n > 2 &

Auf dhnliche Weise kénnte auch die Semantik von Teilen der imperativen Beispielsprache IPF definiert wer-
den. Eine entsprechende Y-Algebra A ist aber erheblich komplizierter als die Semantik von FPF (s. Beispiel
10.1.10). Die entscheidenden Datenbereiche von A sind bereits Funktionenriume zweiter Ordnung. Die Interpre-
tation von Funktionssymbolen von ¥ liefert demzufolge Funktionen dritter Ordnung. Der Umgang mit solchen
Strukturen erfordert spezielle Rechenregeln, die weit entfernt sind von dem auf abstrakter Syntax und mehrsor-
tiger Prédikatenlogik basierenden Ansatz, den wir hier verfolgen. Die Grundidee dieses Ansatzes besteht in der
Beschrinkung aller Semantikdefinitionen auf Herbrandstrukturen und deren Quotienten (s. Def. 4.1.2). Wie wir
sehen werden, lassen sich geeignete Herbrandstrukturen direkt aus der Syntax gegebener Spezifikationen ablei-
ten und erfordern deshalb keine spezielle Modellsprache oder -logik. Modelle liefern die semantische Grundlage
fiir Rechenregeln. Die Regeln selbst sind jedoch rein syntaktische Gebilde, deren Korrektheit und Méachtigkeit
umso einfacher zu begreifen ist, je enger die Sprache der Modelle der Sprache der Regeln angenéhert ist.

Wir fahren zunéchst mit den allgemeinen semantischen Begriffen fort.

[Belegung, Auswertung] v

12Dje Listen [[]] und [] dienen hier der Darstellung der Booleschen Werte true bzw. false.
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Definition 4.1.6 Sei ¥ = (S, F, R) eine Signatur, A eine X-Struktur und b : X — A eine S-sortierte
Funktion (vgl. 3.4), genannt Belegung von X in A. Die S-sortierte Auswertungsfunktion b* :
T5(X) — A ist induktiv definiert iiber dem Aufbau von Tx(X) (vgl. 3.9):

% Fiir alle z € X ist b*(z) = b(x).
# Fiir allew € S*, s € S, f € Fy, und t € Ts(X),, ist b*(f(t)) = fA(b*(t)).

Fiir x € X und a € A ist die Belegung b[a/x] (“b bis auf a fiir 2”) definiert durch:

a falls y =z

afeltn = { ) e

Sei s € S, t € Tx(X)s, {1,...,2,} die Menge der Variablen von ¢. Ist z; € X, fiir alle 1 < i < n,
dann definiert ¢ eine aus den Funktionssymbolen von ¢ abgeleitete Funktion ¢4 : A, — Aj:

tA(al, PN an) —def b*(t)a

wobei b(x;) =g4er a; fiir alle 1 < ¢ < n. Ist t ein Grundterm, dann ist t4 nullstellig, also t4 € A,. A
heifit erreichbar oder termerzeugt, wenn fiir alle a € A ein t € Ty, mit t4 = a existiert.

A A

5 Zeigen Sie, dass fiir die kleinste X-Unterstruktur Ay, einer X-Struktur A (vgl. Def. 4.1.2) und alle s € S
AE,S = {tA | te TE}

gilt. Folgern Sie daraus, dass Ay erreichbar ist und genau dann mit A {ibereinstimmt, wenn A erreichbar ist!
1 Zeigen Sie, dass jede Herbrandstruktur erreichbar ist!

= Zeigen Sie, dass es zwischen je zwei erreichbaren -Strukturen hichstens einen X-Homomorphismus gibt!
Substitution} v

Definition 4.1.7 Eine S-sortierte Funktion o : X — Tx(X) heift Substitution. Der Domain
von o, dom(o), ist die Menge aller Variablen x mit o(z) # x. o ist eine Grundsubstitution, wenn

o(x) € Tx, fiir alle z € dom(o) gilt. Fiir alle Mengen T von Termen bezeichnet o : X — T eine
Substitution, die alle Variablen ihres Domains durch Terme von T ersetzt. Enthélt ¢ € Tx(X) genau
n Variablen z1,...,x,, dann heiRt der Term to =g4.p t7=(X)(0(21),...,0(z,)) o-Instanz von t. to
ist eine Grundinstanz von ¢, wenn to ein Grundterm ist.

A A
Ist dom(o) endlich, also z.B. dom(o) = {z1,...,z,} und o(z1) = t1,...,0(xn) = t,, dann schreibt man
auch [t1/x1,...,tn/xs] oder [t;/x; | 1 < i < n] (“¢; fiir 2;”) anstelle von o. Diese Schreibweise wird nicht nur

fiir zu ersetzende Variablen, sondern ganze Terme oder Teilformeln verwendet (wie z.B. unten in der Regel der
Fixpunktinduktion).

Hier ist eine Haskell-Implementierung von Termen und Substitutionen:

data Term = V String | F String [Term] -- Datentyp fuer Terme
instance Eq Term where

(==) :: Term -> Term -> Bool -- Gleichheit auf Termen als
-- Instanz der Typklasse Eq
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Vx==Vy =x ==y
V_==F__ = False
F__=V_ = False
Fxts==F yus =x ==y && ts == us
isin :: String -> Term -> Bool --

x ‘isin¢ V y
x ‘isin® F _ ts =

= x ==
any (x ‘isin®) ts

any :: (a -> Bool) -> [a] -> Bool --
any £ [] = False --
any £ (a:s) =f a || any £ s --
domain :: (String -> Term) -> [String] -> [String]

domain f xs = [x | x <- xs, f x /= V x] --

4 Mehrsortige Pradikatenlogik

Kommt x in t vor?

Test, ob ein Praedikat fuer
(Boolesche Funktion) fuer
mindestens ein Listenelement
gilt

Liste der Variablen von xs,
die im Domain der Substitution
f vorkommen

Erzeugung einer Substitution
mit einelementigem Domain

for :: Term -> String -> String -> Term --
t ‘for‘ x =upd Vx t
except (String -> Term) -> String -> String -> Term

f ‘except® x = upd f x (V x)

upd :: (a ->b) ->a ->b ->a ->b --

upd f aba’> | a==2a’>=>b N
| True =f a’

(>>>) :: Term -> (String -> Term) -> Term --

Vx>>>f =f x h

Fxts>>f=Fx (map (>>> £) ts)

map :: (a -> b) -> [a] -> [b] --
map f [] =0

map f (a:s) = f a:map f s

andThen :: (String -> Term) -> (String -> Term) ->

(f ‘andThen‘ g) x = f x >>> g -

Reduktion des Domains einer
Substitution um eine Variable

Update einer Funktion an
einer Stelle

Anwendung einer Substitution
auf einen Term

Anwendung einer Funktion auf
alle Elemente einer Liste

String -> Term
sequentielle Komposition von
Substitutionen

Der Wert eines Terms ¢ hingt also ab von der Interpretation der Funktionssymbole von ¢ und einer Belegung

der Variablen von t. Substitutionen sind Belegungen in Termalgebren. Die aus o : X — Tx(X) gebildete Aus-

wertungsfunktion o* : T5(X) — Tx(X) liefert gerade die o-Instanzen: o*(t) = to. Komponiert man o mit einer

Auswertungsfunktion b* : Tx;(X) — A, so entsteht die Belegung b* oo : X — A, die das Substitutionslemma

(b*o0)*

erfiillt (s. Fig. 1).

= Zeigen Sie das Substitutionslemmal

=b"oo*

[Gijltigkeit, logische Aquivalenz}
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inc

Figure 1. Auswertung und Substitution

Definition 4.1.8 Sei ¢ eine YX-Formel iiber X, A eine 3-Struktur und b eine Belegung von X in
A. Die Eigenschaft b 16st ¢ in A oder b erfiillt ¢ in A, geschrieben: A |=, ¢, ist induktiv definiert
iiber dem syntaktischen Aufbau von ¢:

®

A Ep True gilt immer.

A = False gilt niemals.

Ay r(t) g b (t) € 4 fiir alle ©-Atome 7(t).
Ay~ <=4 Al=p e gilt nicht.

AEp ANy <=4 AlEppund A= 9.

Ay oV ag Al poder Ay 9.

Ay o =1 <=a A e impliziert A = 9.
AR ey ay AR (=) AW =)
Ay Voo <= A Fplajq) w fiir alle a € A.

® K B H B * B B

®

A ‘:b ngp = def A ':b[a/cc] ) fir ein a € A.

A erfiillt eine X-Formel ¢ oder A ist ein Modell von ¢ oder ¢ gilt in A, geschrieben: A = ¢, wenn
alle Belegungen von X in A ¢ 16sen. ¢ gilt in einer Klasse K von YX-Strukturen, wenn ¢ in allen
ihren Strukturen gilt.

 ist allgemeingiiltig, wenn ¢ in allen X-Strukturen mit Komplementen gilt. ¢ folgt aus bzw. ist
logisch dquivalent zu ¢, wenn ¢ = ¢ bzw. ¢ & ¢ allgemeingiiltig ist.

Eine ¥-Struktur B ist monoton bzgl. einer X-Struktur A, wenn B alle in A giiltigen Grundatome
erfiillt.

A A

= Sei b: X — A eine Belegung und h : A — B ein monotoner YX-Homomorphismus. Zeigen Sie, dass fiir alle
Y-Formeln ¢ gilt:

Ay = Bl ¢ (1)
Aus (1) folgt die elementare Aquivalenz isomorpher Strukturen A und B, d.h. fiir alle ¥-Formeln ¢ gilt:

AEF¢ < BEe. (2)
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Ist ndmlich h : A — B ein monotoner Isomorphismus, dann gibt es einen monotonen Homomorphismus
g:B — Amit goh =id* und h o g = id®. Daraus folgt zuniichst, dass es zu jeder Belegung ¢ : X — B eine
Belegung b : X — A mit h o b = ¢ gibt, ndmlich b = g o ¢, und umgekehrt zu jeder Belegung b : X — A eine
Belegung ¢ : X — B mit g o ¢ = b gibt, ndmlich ¢ = h o b. Ausserdem folgt

BlEcy = Algoce (3)
aus (1), weil g homomorph und monoton ist. (1) und (3) liefern (2):

AbEg e Vb:X s A: A g =2 Vbo:X 5 A:B g

— V¢: X5 B:BlF.p < BlFEyp < Vc:X—>B:Bl.yp

8, Ve:X 59B:iAEpcy = VXA A ¢ <= AEo

= Gilt auch die Umkehrung von (2), d.h. sind alle elementar dquivalenten Strukturen isomorph?

Lemma 4.1.9 (Monotonie und Homomorphie) Sei A eine erreichbare X-Struktur und B eine X-
Struktur mit Gleichheit (siehe Def. 4.1.2). B ist genau dann monoton bzgl. A, wenn es einen monotonen
Y-Homomorphismus h : A — B gibt.

Beweis. “=": Sei B monoton bzgl. A. Da A erreichbar ist, gibt es fiir alle a € A ein t € Ts, mit t4 = a.
Wir definieren h durch h(t?) = tZ. h ist wohldefiniert: Sei t4 = u”t. Da =4 reflexiv ist, folgt t* =4 w4, also
A |= t = u. Da B monoton bzgl. A ist, gilt auch B |= t = u, also t? =8 4P und daher h(t?) = t¥ = u? = h(u?),
weil B eine Struktur mit Gleichheit ist. Sei f : w — s ein Funktionssymbol von ¥ und ¢4 € A,,. Dann gilt

h(fAEY) = h(f(t)*) = f(1)2 = fP(t7) = P (h(tY)).

Sei r ein Pridikat von ¥ und ¢4 € 4. Dann gilt A = r(t), also auch B |= r(t) wegen der Monotonie von B
bzgl. A. Daraus folgt h(t4) = t& € rB. Damit haben wir h(r4) C r? gezeigt.

“<" Sei h : A — B ein monotoner ¥-Homomorphismus und ¢ € Tx. Durch Induktion iiber die Gréfe von ¢
zeigt man h(t4) = tB. Sei r(t) ein Grundatom mit A |= 7(t). Dann ist t* € r4, also t8 = h(t4) € h(rd) C rB.
Daraus folgt B E=r(t). Q

Seien ¢ und @ Formeln oder Terme. var(p) bezeichnet die Menge der in ¢ vorkommenden Variablen. Jedes
Auftreten von x € var(y) in einer Teilformel Vzy oder 3z von ¢ nennt man ein gebundenes Vorkommen

von z in ¢. Andere Vorkommen von z in ¢ heifien frei. z ist eine freie Variable von ¢, wenn z in ¢ frei

vorkommt. ¢ ist geschlossen, wenn ¢ keine freien Variablen enthélt.

Substititutionen werden entlang der Syntax von 3-Formeln auf diese fortgesetzt:

r(t)o =qef r(to)
(mp)o =aer  —(p0)
(pAY)o =4 o Ntpo
(pV)o =g o Vipo
(p =)o =ae wo =10
(p =)o =4 woe Yo
(Vxp)o =qef Vapolz/xz] falls fir alle y € var(e) \ {z} = & var(c(y)) gilt
(Fzp)o =gqep Frpo[z/x] falls fir alle y € var(p) \ {z} = € var(o(y)) gilt

M.a.W. wird die o-Instanz o einer Formel ¢ induktiv {iber dem Formelaufbau definiert, so wie die o-Instanz
to eines Terms t induktiv iiber dem Termaufbau definiert ist. Die Nebenbedingung bei der Instanziierung quan-
tifizierter Formeln stellt sicher, dass o keine zusétzlichen Vorkommen der gebundenen Variable x im Scope des
Quantors erzeugt. Sie ldsst sich herstellen, indem man diese Variable vor der Anwendung von o ggf. so umbe-

nennt, dass sie fiir kein y € var(p) \ {z} in var(o(y)) vorkommt.
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Ist z.B. ¢ = Vz : r(z,y) und o eine Substitution mit o(y) = f(z), dann ist die Nebenbedingung nicht erfillt
und wir erhalten ohne Umbennung von x die—inkorrekte—o-Instanz Vz : r(f(z),z), mit Umbenennung—von
z in z—jedoch Vz : r(f(x), z). Semantisch garantiert die Nebenbedingung bei der Instanziierung quantifizierter
Formeln, dass fiir alle ¥-Formeln ¢ die Aquivalenz

Ay po = Alpos ¢ (4)

gilt, die das Substitutionslemma (s.0.) von Termen auf Formeln fortsetzt.
= Zeigen Sie (4)!

Die Schreibweise ¢(z1,...,z,) fiir eine Formel ¢ deutet an, dass die Variablen z1,..., 2, in ¢ vorkommen
kénnen. (t1,...,t,) bezeichnet dann die Instanz ¢[t;/x; | 1 < i < n] von ¢.

Nach Definition von = gilt ¢ in A genau dann, wenn A die geschlossene Formel VY : ¢ erfiillt, wobei Y die
Menge der freien Variablen von ¢ ist.

So wie ein Term mit n Variablen eine n-stellige Funktion definiert, so liefert eine 3-Formel ¢ mit freien
Variablen z1, . ..,z, eine n-stellige abgeleitete Relation ¢* C A™: Sei b: X — A.

(b(xl)vvb(mn)) € SOA <:>def A ':b @.

Die Analogie zwischen der Auswertung von Termen und der Giiltigkeit von Formeln wird auch deutlich,
wenn man sich klarmacht, dass beide dem gleichen universellen Schema zur induktiven Definition von Urteilen

state - expression : value

(“der Ausdruck ezpression hat im Zustand state den Wert value’) folgen, dessen definierende Regeln die Form

state b f(expy,...,expy,) : h(valy,. .. valy,)

g1 (state) b expy s valy, ..., gn(state) F exp, : val,

haben.'® Wihrend f der Operator ist, den die Regel definiert, sind g¢1,...,g, und h von der jeweiligen An-
wendung dieses Regelschemas bestimmte Funktionen, die aus einem gegebenen Zustand bzw. Wert einen neuen
berechnen.

Die Definitionen der Termauswertung und der Formelgiiltigkeit lassen sich 1:1 in solche Regeln iiberfiihren,
wenn man sie wie folgt als Urteile definiert:

A,b#t:a <~ def b*(t):a

bzw.

AbE @ True = gef Ay o

A, bF ¢ : False = gef Ay o
Was als Wertemenge angesehen wird (hier sind es Elemente von A bzw. {True, False}), hingt vom jeweiligen
Kontext ab und kann deshalb auch bei derselben Zustands- oder Ausdrucksmenge variieren. So kénnte man z.B.

auch die Sorten von Termen mit diesem Schema definieren:!*

Xbkt:s > def teTs(X)s

Das entsprechende — auf strukturierte Sorten fortgesetzte — Regelsystem bildet die Grundlage von in Com-
pilern eingesetzten Typinferenzalgorithmen (siehe [78], §6.1).

3Der Aufwirtspfeil f deutet an, dass die Konjunktion der unter dem waagrechten Strich stehenden Aussagen die dariiberstehende
Aussage impliziert.
Dieses Beispiel begriindet die Verwendung des Doppelpunkts in state - expression : value.
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4.2 Logische Programme, Kalkiile und Herbrandmodelle

Wir schauen uns jetzt an, aus welchen Signaturen und prédikatenlogischen Formeln logische Programme zu-
sammengesetzt sind und in welcher daraus abgeleiteten Struktur sie interpretiert werden.

Goal, Hornformelj v

Definition 4.2.1 Eine Konjunktion von X-Atomen heifst X-Goal (Anfrage, Zielformel). Die Formel
True ist ebenfalls ein Goal. Sei 7(¢) ein Atom und G ein Goal. Die Formel

p = (rt) « G)

heift Y-Hornformel's. r(t) heift Kopf oder Konklusion, G Rumpf oder Primisse von ¢. Ist
G = True, dann schreiben wir r(t) anstelle von r(t) < G.

Eine Menge von Hornformeln mit demselben Kopfpradikat  nennen wir logisches Programm fiir

r oder Menge der Axiome fiir r.

A A

In der Syntax von Prolog schreibt man r(¢) : — ri(t1),...,7r,(t,) fiir die Hornformel

r(t) < ri(t) A Ara(ts).

Dieser Programmbegriff weicht ab von dem in Kapitel 3 verwendeten, der (abstrakte) Programme als Terme
und nicht als Formeln definiert. Dort ging es auch eher um die Einbettung konkreter Programmiersprachen in
die Sprache der Pradikatenlogik. Das kann man auch mit logischen Programmiersprachen wie Prolog machen,
wenn es darum geht, die Konstrukte der Sprache — auch die imperativen — in abstrakter Syntax und dar-
auf aufbauender Semantik formal zu erfassen. Dann ist auch ein logisches Programm ein Term, der in einer
geeigneten Struktur als funktionales oder relationales Objekt interpretiert wird. Wir wollen hier jedoch keinen
Datentyp “Programme” behandeln, sondern die (abstrakten) Objekte, die von Programmen erzeugt, benutzt
und verdndert werden, sowie die Ein/Ausgabe-Relationen, die die Programme herstellen. Die Pradikatenlogik
ist unsere (abstrakte) Programmiersprache. Sie dient — im Gegensatz zu den Beispielen aus Kapitel 3 und §4.1

— im folgenden vorwiegend nicht dazu, dber Programmiersprachen zu reden.

Beispiel 4.2.2 Sei X eine Signatur mit drei Sorten: entry, list und list(list), vier Funktionssymbolen:

[ :— list,

| :— list(list),

1 rentry x list — list,

ot list x list(list) — list(list),

und folgenden Pradikaten:

<,>:entry X entry,
append : list X list X list,
sorted : list,

quicksort, perm : list X list,
part : list x list(list),

filter : entry x list x list x list,

15In der Terminologie des Automatischen Beweisens werden disjunktive Normalformen als Klauseln bezeichnet und solche, die
zu Hornformeln im obigen Sinne oder zu negierten Goals dquivalent sind, als Hornklauseln.
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insert : entry x list x list,

glue : entry x list(list) x list(list).
Eine ¥-Struktur A sei wie folgt definiert:

Aentry ist eine beliebige Menge,
Alist = {[ah...,an] | alwuvanEAentry}a
Alist(list) = {[Lh»Ln] ‘ L17~~~7Ln eAlist}-

[4 = leere Liste,

a:?al,...,ay] = [a,aq,...,a6,)]

<4 ist eine beliebige totale Ordnung auf Acntry,

A ist das Komplement von <4,
([a1, ... an), [b1,...,br], L) € append® <=g4ep lai,...,an,b1,...,by] =L,
L € sorted? <=>g4er L ist eine bzgl. <4 aufsteigend sortierte Liste,

(L, L") € quicksort® <=4 L' ist eine bzgl. <# aufsteigend sortierte Permutation von L,

(L,L") € perm® <=4 L' ist eine Permutation von L,

(L,P) € part? <=4 P ist eine Partition von L,

(a, L,low, high) € filter® <=4y low={x€L|xz<a} A high={x €L |x>al,
(a,]], L) € insert? <=4 [a] =L,

(a,[a1,...,a,), L) € insert? <=4 31 <i<n:la1,...,ai,a,a;41,...,0,) = L,

(a, ], ) € glueA —4er [[a]] = P,

(,[Ll,..., ]P)E glueA <:>def ngign:[Ll,...,Li_l,a:ALi,...,Li_,_l,...,Ln]:P.

Seien X,Y,Z L, L1, L2, L3, Low, High, P, sind Variablen. Dann bilden die folgenden Hornformeln logische
Programme fiir die Pradikate von X:

append([]1,L,L)
append(X:L,L1,X:L2) <== append(L,L1,L2)

sorted([])
sorted(X: []1)
sorted(X:Y:L) <== X <= Y /\ sorted(Y:L)

quicksort ([]1, [1)
quicksort(Z:L,L3) <== filter(Z,L,Low,High) /\ quicksort(Low,L1) /\
quicksort(High,L2) /\ append(L1,Z:L2,L3)

filter(z,[1,01,01).
filter(Z,X:L,X:Low,High) <== X <= Z /\ filter(Z,L,Low,High)
filter(Z,X:L,Low,X:High) <== X > Z /\ filter(Z,L,Low,High)

perm([1, [1)
perm(X:L,P) <== perm(L,Q) /\ insert(X,Q,P)

insert (X,Q,X:Q)
insert(X,Y:Q,Y:P) <== insert(X,Q,P)

part ([1,[1)
part(X:L, [X]1:Q) <== part(L,Q)
part (X:L,P) <== part(L,Q) /\ glue(X,Q,P)
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glue (X, [1,[X]:01)
glue(X,L:Q, (X:L):Q)
glue(X,L:Q,L:P) <== glue(X,Q,P)

1 Zeigen Sie, dass A die angegebenen Hornformeln erfiillt. &

Ahnlich der oben erwihnten Semantik von IPF liefert die Struktur A ein spezielles Modell, bzgl. dessen
Anforderungen an die logischen Programme verifiziert werden kénnten. Das Beispiel ldft aber vermuten, dass
ein zu A isomorphes Modell direkt aus den logischen Programmen und ihrer Signatur ableitbar ist. Dieses wird
Herbrandmodell genannt (siehe Def. 4.2.6). Als Herbrandstruktur erfordert es im Gegensatz zu A zu seiner
Definition keine iiber die oben eingefiihrten syntaktischen Begriffe hinausgehenden Notationen.

Bevor wir auf die aus logischen Programmen gebildeten Modelle eingehen, wollen wir jedoch ein Beispiel
einer Berechnung mit logischen Programmen geben. Solche Berechnungen setzen sich aus Anwendungen der Re-

16

solutionsregel (siche Def. 4.2.12) zusammen.'®. Korrekt sind die Berechnungen beziiglich des eben erw&hnten

Herbrandmodells. All das wird im Rest des Kapitels genau definiert.

Beispiel 4.2.3 Ein logisches Programm berechnet Substitutionen der Variablen eines Goals (siehe Def.
4.2.1), die es l6sen. Wir wihlen das Goal

3 q: (perm([1,2,3],p) A append(q, [2],p)). (1)

Hier wird nach Permutationen der Liste [1,2,3| gesucht, die mit einer 2 enden. Der eingefiigte Existenzquantor
bewirkt, dass nur die Substitution der Variablen p in die endgiiltige Losung des Goals aufgenommen wird.
Dazu muss zwar auch eine Losung von ¢ berechnet werden. Die wird aber am Schluss wieder vergessen. Die
entscheidende Regel, mit der solche Berechnungen durchgefiihrt wird, ist die Resolution (Def. 4.2.12). &

Berechnungen logischer Programme sind nichts anderes als logische Ableitungen. Diesen Begriff gilt es
zunéchst genauer zu definieren.

(Kalkill, Ableitung)

v
Definition 4.2.4 Ein Kalkiil (Ableitungs-, Deduktions- oder Inferenzsystem) ist eine endliche
Menge K von Beweis-, Deduktions-, Ableitungs- oder Inferenzregeln der Form
@17 et (pm
77211, cee 7wn ’
die festlegen, aus welchen Antezedenten ¢1,..., @, welche Sukzedenten 1, ..., ¥, geschlossen
werden kann. Ein leerer Antezedent steht fiir die Formel True, ein leerer Sukzedent fiir False.
Eine Folge 94, ..., von Formeln heifst -Beweis oder -Ableitung von J;, aus ¢4, falls es fiir alle
1 <i <k K eine Regel
8017 MR Spm
wla s ﬂl)n
glbt mit D1y Pm € {191, - 719,‘_1} und ’l% € {wla - ,wn}.
Die Ableitungs- oder Inferenzrelation x von K ist definiert durch:
phFiv <=4qe es gibt einen K-Beweis von ¢ aus .
A A

I.a. bestehen die Antezedenten und Sukzedenten von Inferenzregeln aus Formelschemata mit Formelvariablen,
die erst bei der Anwendung einer Regel durch komplexe Formeln ersetzt werden, analog der Substitution von

16Tm folgenden Beispiel ist von Narrowing und nicht von Resolution die Rede, weil Resolution eine Regel des Narrowing-Kalkiils,
der neben dieser zwei weitere Regeln zur Anwendung von Hornformeln enthélt (siche Def. 5.1.22)
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Variablen durch Terme (s. 4.1.7). Beweisen bestehen demzufolge aus Instanzen von Ante- oder Sukzedenten

angewendeter Regeln.

Kalkiile werden benutzt, um Rechenregeln zu formulieren, Ubersetzungsschritte zu prézisieren oder die ope-
rationelle Semantik einer Programmiersprache zu beschreiben. Im letzten Fall représentiert jede abgeleitete
Formel einen Zustand (auch Konfiguration genannt) eines Interpreters der Sprache. Konfigurationen enthalten
neben Programmstiicken i.a. weitere Attribute, die der Interpreter zur Ausfiihrung der Programme bendotigt.
Ein Kalkiil ist korrekt bzgl. einer gegebenen Semantik (= Struktur oder Menge von Strukturen) A, wenn
die Antezendenten seiner Regeln zu den jeweiligen Sukzedenten in einer bestimmten semantischen Beziehung
stehen. Generell gibt es drei Moglichkeiten:

Ply---5Pm

1
1/’17~"71/)nu ()
P15 Pm

2
w17~-~7¢nﬂ ()
901)"'790m
—_— 3
wlw"?wnﬁ ()

Seien Y und Z die Mengen der freien Variablen von @1, ..., @ bzw. ¥1,...,%,. (1), (2) bzw. (3) ist korrekt
bzgl. A, falls in A

e im Fall (1) 3Z(¢1 V -+ -V by,) aus VY (01 A -+ A @y folgt,

e im Fall (2) VY (p1 A~ Awy) aus 3Z(¢y V -+ - V 4y, folgt,

e im Fall (3) diese beiden Formeln dquivalent sind.

[Spezifikation, Schnittkalk'LiD

v
Definition 4.2.5 Sei ¥ eine Signatur und AX eine Menge von Y-Hornformeln. Das Paar SP =
(X, AX) nennen wir Spezifikation. Der Schnittkalkiil fiir SP besteht aus folgenden Regeln zur
Ableitung von X-Formeln:
T
Axiome rue | flralle p € AX
.s 2 ..
Instanziierung —_— fir alle t € T (X)sort(a
A/ (Kloorse
Modus Ponens W [}
- @,
A-Einfiihrung [k
pAY
Fcut bezeichnet die Inferenzrelation des Schnittkalkiils (fiir SP).
A A

w Zeigen Sie, dass der Schnittkalkiil fir SP bzgl. jeder X-Struktur, die AX erfiillt (s. Def. 4.1.8), korrekt
ist!

Herbrandmodell v

Definition 4.2.6 Sei ¥ = (S5, F, R) eine Signatur und SP = (X, AX) eine Spezifikation. Durch
folgende Interpretation von R wird die Termalgebra Ts zu einer Herbrandstruktur (s. Def. 4.1.2),
dem Herbrandmodell Her(SP) von SP:

* Fiir alle r € R, rHer(SP) =gef {t € T | True ey (1)}
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A A

Satz 4.2.7 Fiir alle Grundgoals G gilt:
Her(SP) =G < Truetqu G. (1)
Fiir alle pradikatenlogischen Formeln ¢ gilt:

Her(SP)=¢ <= Vo:X =T :Her(SP) E go. (2)

Beweis. v Ubung. O

Wegen des induktiven Aufbaus von Ty 14t sich Vo : po i.a. durch Induktion zeigen. Wegen (2) nennt man
eine im Herbrandmodell von SP giiltige Formel deshalb auch induktives Theorem von SP.

Her(SP) interpretiert die Pradikate von X als kleinste Relationen, die alle ¥-Formeln von AX erfiillen:

Satz 4.2.8 Sei AX eine Menge von Y-Hornformeln.

O Her(SP) ist ein Modell von AX.

@ Her(SP) ist das kleinste Modell von AX, d.h. fiir alle X-Herbrandstrukturen A, die AX erfiillen, und
alle Pridikate r € X gilt rHe7(5P) C p4,

® Fiir alle Modelle A von AX existiert eindeutig ein monotoner ¥-Homomorphismus h : Her(SP) — A.

Beweis. @ Sei ¢ = (r(t) <« H) € AX, H = r1(t1) A -+ Arp(ty) und b : X — T% eine Belegung mit
Her(SP) = H. Dann gilt b*(¢;) € r?CT(SP) fir alle 1 <4 < n. Da Her(SP) Funktionssymbole genauso wie
T, interpretiert, gibt es eine Substitution o mit uo = b*(u) fiir alle u € Tx(X). Also gilt True Feyut 7:(t;0) nach
Definition von riHer(SP) fiir alle 1 < ¢ < n. Eine Anwendung der Instanziierungsregel des Schnittkalkiils auf ¢
liefert True oyt @o. n-1 Anwendungen der A-Einfithrung liefern True ey 71 (t10) A+« Arp(tn0). Wendet man
den Modus Ponens auf go und 71 (t,0) A+ - - ATy, (t,0) an, erhilt man True b 7(to), also b*(t) = to € rHer(SP)
und damit Her(SP) = r(t). Deshalb ist ¢ in Her(SP) giiltig.

® Nach Definition von r¢"(5P) ist @ #quivalent zu folgender Bedingung. Fiir alle X-Herbrandstrukturen A
und alle Grundatome r(¢) gilt:

AEAX A Trueteur(t) =  AEr(d).
Das folgt aber aus der Korrektheit des Schnittkalkiils (s.o.).

® Sei HA die folgendermafen definierte Y-Herbrandstruktur. Fiir alle Pridikate » € ¥ besteht r#4 aus
allen ¢t € T, mit ¢4 € r4. Mit A ist auch HA ein Modell von AX. Da Her(SP) nach @ das kleinste Modell von
AX ist, folgt, dass A monoton bzgl. Her(SP) ist (s. 4.1.2):

Her(SP) =r(t) = terferSP) o peplld o A et = AEr(t).

Demnach liefert Lemma 4.1.9 die Behauptung. Aus dem Beweis des Lemmas folgt auch die Eindeutigkeit von
h. O

Beispiel 4.2.9 Seien SP = (X, AX) und A wie in Bsp. 4.2.2. Es ist leicht zu sehen, dass es eine Bijektion h
von Her(SP) nach A gibt. Der Liste [a1,...,an] € Ajist entspricht z.B. der 3-Term ¢1 : (to : -+ (tn 2 []) .-+ ),
wobei t1,...,t, geeignete Grundtermdarstellungen der Listenelemente a1, . .., an € Aeptry sind. Da A ein Modell
von AX ist, folgt aus @ , dass h(r¢"(SP)) C ¢4 fiir alle sicben Pridikate r € ¥ gilt. Tatséchlich gilt auch die
Umkehrung r4 C h(r#¢7(5P)) | was gleichbedeutend ist mit:

Vaer? 3teTs:h(t)=aA True by r(t). (1)



4.2 Logische Programme, Kalkiile und Herbrandmodelle 25

Zeigen Sie (1) durch Induktion iiber die Lénge von Listen. &

Die Regeln des Schnittkalkiils sind zwar sehr einfach, aber zur praktischen Verifikation wenig geeignet.
Die Charakterisierung von Her(SP) als kleinstes Modell von AX hingegen liefert Inferenzregeln, mit denen
Anforderungen an AX zum Teil sehr schnell bewiesen werden kénnen. So impliziert Satz 4.2.8, dass die folgende
Beweisregel bzgl. Her(SP) korrekt ist. Sei r ein Prédikat von ¥ und AX, = {¢ € AX | r kommt in ¢ vor}

: : P r(z) = P(x)
Fixpunktinduktion iiber r - I
L j Npeax, el¥(u)/r(u) | r(u) kommt in ¢ vor]
= Begriinden Sie diese Behauptung]!
In der Literatur iiber logische Programmierung ([59],[1]) wird Her(SP) als deklarative Semantik be-

zeichnet und nicht iiber ein Inferenzsystem, sondern als Supremum approximierender Modelle konstruiert. Die

Modelleigenschaft ergibt sich aus dem Fixpunktsatz von Kleene!” (4.2.11), der eine Spezialisierung des Fix-

punktsatzes von Knaster-Tarski ist:'®

Satz 4.2.10 (Fixpunktsatz von Knaster-Tarski) Sei A ein vollstindiger Verband, d.i. eine Menge
mit Halbordnung <, beziiglich der A ein kleinstes Element L, ein grofites Element T sowie ein Supremum LB
und ein Infimum MB fiir jede Teilmenge B von A enthilt. Weiterhin sei ® : A — A eine beziiglich < monotone
Funktion. a € A ist ein Fixpunkt von ®, wenn ®(a) = a gilt.

Up(®) =ay Ma€ A]®B(a) < a)

und
9fp(®) =4 UW{a€ A a<P(a)}
sind der kleinste bzw. grofte Fixpunkt von ®. QO

Satz 4.2.11 (Fixpunktsatz von Kleene) Sei A wieder ein vollstindiger Verband. ® : A — A ist auf-

wirtsstetig, wenn fiir alle aufsteigenden Ketten a; < as < a3 < ... von Elementen aus A

P(Uiena;) < Uien®(a;)
gilt. @ ist abwértsstetig, wenn fiir alle absteigenden Ketten a; > as > a3 > ... von Elementen aus A
Mien®(a;) < ®(Miena;)
gilt. Ist ® monoton und aufwirtsstetig, dann ist der obere Kleene-Abschluss
P =4 Uien®'(L)
der kleinste Fixpunkt von ®. Ist ® monoton und abwértsstetig, dann ist der untere Kleene-Abschluss
Do =def Mien®(T)

der grofste Fixpunkt von ®. O
w Zeigen Sie, dass ¢ genau dann monoton ist, wenn U;en®(a;) < ®(U;ena;) gilt.
5 Zeigen Sie, dass ® genau dann monoton ist, wenn ®(M;ena;) < Mien®(a;) gilt.
= Beweisen Sie die Séitze 4.2.10 und 4.2.11!

= Sei @ monoton. Zeigen Sie ° < [fp(P) und gfp(P) < P!

7sprich: Klini
18Daher kommt auch die Bezeichnung “Fixpunktinduktion”.
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= Sei ® monoton. Folgern Sie Ifp(®) = &> aus ®(P>) < &> sowie gfp(P) = Py aus (D) < P !?

= Sei & monoton. Zeigen Sie, dass Ifp(®P) das bzgl. < grofte Element a € A mit ®(a) < a ist! Zeigen Sie,
dass gfp(®) das bzgl. < kleinste Element a € A mit a < ®(a) ist!

Mithilfe von Satz 4.2.10 14t sich das Herbrandmodell einer Spezifikation SP als kleinster Fixpunkt konstru-
ieren. Dazu machen wir die Menge H aller Y-Herbrandstrukturen zum vollsténdigen Verband: Seien B, C € H.

B <C <=g4e fiir alle Pradikate r: w € 3, rB cyC,
Sei r:w € ¥ ein Pradikat.

uB B € nB B T
r =def U T, T =def @7 r =def m T, r =def TE,w'
BeB BeB

Da Sorten und Funktionssymbole in jeder ¥-Herbrandstruktur gleich interpretiert werden, unterscheiden
sich ¥-Herbrandstrukturen nur in der Interpretation der Pradikate von Y. Dementsprechend ist eine Funktion
® : H — H vollstindig definiert, wenn man fiir alle B € H die Priadikate von ¥ in der Bildstruktur ®(B)
interpretiert.

Sei r : w ein Priadikat von X, r(t1) < ¢1,...,7(tn) < ¢, die Hornformeln von AX mit Kopfpradikat r und
X;, 1 <i<mn, die Menge der Variablen von r(t;) < ;. Wir nennen die X-Formel

@r,AX($) =def \/HXZ' (=t A,
=1

die AX-Definition von r.

w Zeigen Sie, dass die Hornformel r(z) < ¢, 4x () zur Konjunktion der Hornformeln r(¢;) < ¢;, 1 <i < mn,
logisch dquivalent ist!

Die fiir alle B € H durch

r®B) =g oPax (1)

definierte Funktion ® : H — H heifit von AX induzierte Schrittfunktion.?’

Nach Definition von ® und < ist ® monoton bzgl. <, wenn fir alle B,C € H, X-Goals G und b : X — Tx,
gilt:
B<CABE,G = (CkG. (2)

> Zeigen Sie (2) (durch Induktion iiber den Aufbau von G)!

ww Zeigen Sie, dass [fp(®) = ®*° fir die von AX induzierte Schrittfunktion & gilt, wenn AX terminiert,
d.h. wenn es n € N mit 7(L) = &"1(L) gibt.

Nach Definition von @ ist eine Herbrandstruktur B genau dann ein Fixpunkt von ®, wenn fiir alle Pradikate

riweE N
r? = @fAX’ (3)

m.a.W. B erfiillt r(z) <= ¢, ax (). Da r(z) < ¢, ax(x) logisch dquivalent zur Konjunktion der Axiome fiir
r ist, bedeutet rZ C (pfAX, dass B ein Modell von AX ist. Also ist jeder Fixpunkt von ® ein Modell von
AX. Da ® monoton ist, hat ® nach Satz 4.2.10 den kleinsten Fixpunkt Ifp(®). Dieser ist also ein Modell von

AX. Da Her(SP) nach Satz 4.2.8@ das kleinste Modell von AX ist, folgt r#¢7(SP) C r¥?(®) Die Umkehrung

9Demnach ist es fiir die Fixpunkteigenschaft eines Kleene-Abschlusses hinreichend, wenn ® monoton ist und auf- bzw. abwérts-
stetig bzgl. der Kette, aus dem er gebildet ist! Interessante Beispiele, die nur diese eingeschriankte Stetigkeit haben, sind aber nicht
bekannt.

QopfAX ist die aus ¢, 4x abgeleitete Relation auf B (siche §4.1).
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rie(®) C pHer(SP) gilt wenn Her(SP) selbst ein Fixpunkt von ® ist, also (3) fiir B = Her(SP) gilt, was im
Folgenden gezeigt wird.

Sei t € re7(SP) Dann gibt es einen Schnittkalkiil-Beweis von r(t) aus True, also ein Axiom r(u) < G
und eine Substitution o : X — T% mit uoc = ¢t und True b, Go. Daraus folgt Her(SP) = Go und damit
Her(SP) = ¢ ax[t/z] nach Definition von ¢, ax. Also ist t € @fjg((sp). Die Umkehrung gofjr)((sp) C pHer(SP)

gilt, weil Her(SP) ein Modell von AX und damit von r(x) < ¢, ax(z) ist.
Also ist der kleinste Fixpunkt von ¢ tatséchlich das Herbrandmodell von SP.

Da ® aufwirtsstetig ist?!, wendet man hier oft auch Kleene’s Fixpunktsatz an. Die Eigenschaften von &
werden natiirlich von der Syntax der Formeln von AX bestimmt. Nicht-Hornformeln kénnen die Stetigkeit
verletzen. So bemiiht man in der Modallogik eher den allgemeineren Satz von Knaster-Tarski, um Fixpunkte
einzufiihren. Kann man Kleene’s Satz anwenden, dann erhélt man jedoch eine iterative Konstruktion der Fix-
punkte, aus der sich ein induktives Beweisprinzip ergibt. Diese Induktion stimmt im Fall der Schrittfunktion ®

mit der Induktion iiber die Lénge von Schnittkalkiilableitungen iiberein.

= Um die letzte Behauptung zu prézisieren, zeigen Sie, dass fiir alle Pradikate » € ¥ und i € N eine
Grundterm(tupel) ¢ genau dann zur Interpretation von r in ®¢()) gehort, wenn es eine Schnittkalkiilableitung

von r(t) aus True mit ¢ Anwendungen des Modus Ponens gibt.

Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie logische Programme zu funktional-logischen Programmen erwei-
tert werden koénnen und zwar so, dass immer noch ein Herbrandmodell mit den Eigenschaften von Satz 4.2.8

existiert.

Sowohl fiir die Definition des Herbrandmodells als auch fiir Satz 4.2.8 ist die Beschrankung von AX auf
Hornformeln entscheidend. Waren Negationen in AX zugelassen, dann konnte AX Widerspriiche enthalten, z.B.
r(x) A —r(z), woraus folgen wiirde, dass AX {iberhaupt kein Modell hat. Waren Disjunktionen moglich, z.B.
r(z) V =r(x), dann kann es mehrere minimale Modelle, aber kein kleinstes geben. “Kleinstes Modell” bedeutet
auch, dass die Interpretation der Pradikate ausschlieflich durch ihre Programme bestimmt ist. Das nennen
Logik-Programmierer die closed world assumption. Sie erlaubt uns, Aussagen iiber SP zu widerlegen: Ist
ein Fakt r(t) nicht aus AX ableitbar, dann gilt —r(¢) im Herbrandmodell von SP (negation as failure).
Erlaubt man in den Pramissen von Hornformeln neben Atomen auch Literale der Form —r(t), dann kommt man
zu default-Logiken [15]. Eine Alternative bilden Coprédikate, mit deren Hilfe sich Komplementpradikate

axiomatisieren lassen, so dass explizite Negation {iberfliissig wird (siehe §6.1).

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen der oben definierten deklarativen Semantik logischer Pro-
gramme und ihrer operationellen Semantik herstellen. Wie wird AX ausgefiihrt und in welchem Sinne ist die
Ausfithrung korrekt bzgl. Her(SP)?

Ein ¥-Goal G (s. 4.2.1) stellt einen Aufruf der in G vorkommenden Pradikate dar und ist gleichzeitig eine
Eingabe fiir AX. Die zugehorige Ausgabe ist eine Losung von G in Her(SP), d.h. eine Substitution 7 mit
True Feye GT (s. 4.1.8). Berechnet wird 7 mithilfe der folgenden Regel, die sog. Constraints transformiert:

[Constraint, Resolution]

Definition 4.2.12 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation. Ein Constraint ist ein Paar (G,o),
bestehend aus einem Goal G und einer Substitution o derart, dass keine Variable des Domains von
o in G vorkommt (s. 4.1.7). Sei 0 : X — Tx(X).

(GArt),T)
Resolution (Go N Ho,T0)%

12 falls to = uo, r(u) < H € AX und

der Sukzedent wieder ein Constraint ist

21Das ist der Fall, weil die Pramisse einer Hornformel keine Allquantoren enthélt.
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Fsp bezeichnet die Inferenzrelation der Resolution mit AX.

A A

Die folgende Regel optimiert die Resolutionsregel insofern, als r(t) nur dann ersetzt wird, wenn ein Teil von
H, der sog. Wiachter des angewendeten Axioms, losbar ist:

(G Ar(t),T)

bewachte Resolution m Tr falls to = uo, T(U) = HO AN H1 € AX7 HeT(SP) ): H()U

und der Sukzedent wieder ein Constraint ist

Um deutlich zu machen, welcher Teil der Priamisse einer Hornformel als Wéachter vor deren Anwendung
gelost werden soll und welcher die Konklusion ersetzt, schreiben wir auch

Hy = (r(u) < Hy)  anstelle von  r(u) < Ho A Hy.

Die logische Programmiersprache PARLOG [40] trennt Hy durch einen Doppelpunkt von Hj.

Grob gesagt ist Resolution ein umgekehrter Modus Ponens: Aus Go und (einem Axiom) G < H leitet man
Ho ab. Im Gegensatz zu Schnittkalkiilableitungen gibt es keine beliebigen Instanziierungsschritte.

Das Constraint (G, o) entspricht semantisch dem Goal

1Z:GA /\ T = x0,

xedom(o)

wobei Z die Menge aller in der Formel vorkommenden, aber nicht zum Domain von ¢ gehérenden Variablen und
= das Gleichheitspradikat ist (vgl. §5.1). Beim Beweis von Eigenschaften der Resolution (und des Narrowing;
siehe §5.1) ist es jedoch vorteilhaft, die kompaktere Constraint-Notation zu verwenden.

Beispiel 4.2.13 Wir geben die Berechnung der Losungen des Goals aus Beispiel 4.2.3 so wieder, wie sie mit
dem Beweiseditor Expander2 [31] erstellt wurde. Hier steht Any fiir den Existenzquantor, & fiir die konjunktive
und | fiir die disjunktive Verkniipfung. Letztere verbindet die Zwischengoals verschiedener Berechnungszwei-
ge, die zu verschiedenen Losungen filhren kénnen. Eine Aufspaltung der Berechnung in mehrere Fille erfolgt
immer dann, wenn mehrere Hornformeln auf dasselbe Atom des jeweiligen Zwischengoals anwendbar sind. Al-
le moglichen Anwendungen werden dann in einem Schritt parallel ausgefiihrt. Jedem Resolutionsschritt (hier
Narrowing genannt) folgen Simplifikationsschritte, die das jeweilige Redukt soweit wie moglich vereinfachen.
Ohne Simplifikationen wiirde sich das das zu l6sende Goal gewaltig aufbldhen und, da tautologische oder wi-
derspriichliche Teilformeln viel zu spét erkannt wiirden, wire nicht nur der Platzverbrauch erheblich, sondern
auch der Zeitaufwand inakzeptabel.

Simplifikationen bestehen nicht nur in der Eliminierung logischer Operatoren, sondern auch in der partiellen
Auswertung von Termen und Atomen, also der Anwendung von Gleichungen bzw. logischen Aquivalenzen, die
im Herbrandmodell immer wiederkehrender Basistypen gelten.?*. In Beispiel 4.2.2 bietet es sich z.B. an, Atome
mit dem Pridikat append nicht durch Resolution mit seinen beiden Axiomen

append([],L,L)
append(X:L,L1,X:L2) <== append(L,L1,L2),

sondern durch Simplifikation der zum Atom append(t,u,v) dquivalenten Gleichung ¢ +4+u = v auszuwer-
ten. Damit entsprechende Simplifikationsschritt automatisch auf die Zwischenformeln des Beweises von 3 ¢ :

22Die Komposition von Substitutionen ist von links nach rechts zu lesen: 7o bedeutet o* o 7.
23Die Bedeutung der Implikation zwischen Constraints ergibt sich aus Satz 4.2.140 .
24Mehr iiber Simplifikationen findet sich in §7.1
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(perm([1,2,3],p) A append(q, [2],p)) angewendet werden, 16sen wir nicht diese Goal, sondern das logisch dquiva-
lente 3 g : (perm([1,2,3],p) Aq++[2] = p). Es bleiben die Axiome fiir das Pradikat perm und sein Hilfspradikat
insert:

perm([1, [1)
perm(X:L,P) <== perm(L,Q) & insert(X,Q,P)

insert (X,Q,X:Q)
insert(X,Y:Q,Y:P) <== insert(X,Q,P)

Die Resolutionsschritte in der folgenden Ableitung wenden also ausschlieflich diese vier Axiome an.

Any q:(perm([1,2,3],p) & g++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any q:(Any qO: (perm([2,3],q0) & insert(1,q0,p)) & g++[2] = p)
Simplifying the preceding formula (2 steps) leads to
Any qO: (perm([2,3],90) & insert(1,q0,p)) & Any q:(g++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any qO: (Any qi1:(perm([3],ql) & insert(2,q1,q90)) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any qO: (Any qi:(Any q2:(perm([],q2) & insert(3,q2,q1)) & insert(2,q1,q0)) &
insert(1,q90,p)) &

Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any qO: (Any gi:(Any q2:(q2 = [] & insert(3,q92,q1)) & insert(2,q1,q0)) &
insert(1,q0,p)) &

Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (2 steps) leads to

Any qO: (Any qil:(insert(3,[],ql) & insert(2,q1,90)) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any qO: (Any q1:(q1 = 3:[] & insert(2,q1,90)) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (3 steps) leads to
Any qO: (insert(2,[3],90) & insert(1,q0,p)) & Any q:(q++[2] = p)
Narrowing the preceding formula leads to

Any q0:((q0 = 2:[3] | Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5)) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(g++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (6 steps) leads to
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insert(1,[2,3],p) & Any q:(g++[2] = p) |
Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

(p = 1:[2,3] | Any p6:(insert(1,[3],p6) & p = 2:p6)) & Any q:(gq++[2] = p) |
Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (9 steps) leads to

Any p6:(insert(1,[3],p6) & p = 2:p6) & Any q:(q++[2] = p) |

Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &

Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any p6:((p6 = 1:[3] | Any p7:(insert(1,[],p7) & p6 = 3:p7)) & p = 2:p6) &
Any q:(gq++[2] = p) |

Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &

Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (14 steps) leads to

Any p6: (Any p7:(insert(1,[],p7) & p6
Any qO: (Any p5: (insert(2,[],p5) & qO
Any q:(q++[2] = p)

3:p7) & p = 2:p6) & Any q:(q++[2] = p) |
3:p5) & insert(1,q0,p)) &

Narrowing the preceding formula leads to

Any p6:(Any p7:(p7 = 1:[] & p6 = 3:p7) & p = 2:p6) & Any q:(q++[2] = p) |
Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &

Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (17 steps) leads to

Any qO: (Any p5:(insert(2,[],p5) & q0 = 3:p5) & insert(1,q0,p)) &
Any q:(g++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

Any qO0:(Any p5:(p5 = 2:[] & q0 = 3:pb) & insert(1,q0,p)) & Any q:(q++[2] = p)
Simplifying the preceding formula (9 steps) leads to

insert(1,[3,2],p) & Any q:(gq++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

(p = 1:[3,2] | Any p10:(insert(1,[2],p10) & p = 3:p10)) & Any q:(q++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (7 steps) leads to

p = [1,3,2] | Any p10:(insert(1,[2],p10) & p = 3:p10) & Any q:(q++[2] = p)
Narrowing the preceding formula leads to

p = [1,3,2] |

Any p10:((p10 = 1:[2] | Any pii:(insert(1,[],p11) & pl0 = 2:p11)) & p = 3:p10) &

Any q:(q++[2] = p)
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Simplifying the preceding formula (13 steps) leads to

p = [1,3,2] | p = [3,1,2] |
Any p10:(Any pl1l:(insert(1,[],p11) & pl10 = 2:p1l) & p = 3:p10) &
Any q:(q++[2] = p)

Narrowing the preceding formula leads to

p = [1,3,21 | p = [3,1,2] |
Any p10:(Any pl1:(p11 = 1:[] & pl0 = 2:pll) & p = 3:p10) & Any q:(g++[2] = p)

Simplifying the preceding formula (17 steps) leads to
p = [1,3,2] | p = [3,1,2]

Number of proof steps: 24

p=11,3,2] und p = [3, 1, 2] sind tatséchlich die beiden einzigen Losungen des Goals aus Beispiel 4.2.3. §
Resolution ist korrekt in folgendem Sinne:

Satz 4.2.14 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation. Die Resolution mit AX ist 16sungskorrekt bzgl.
Her(SP), d.h. fiir alle ¥-Goals G und die identische Substitution id (dom(id) = 0) gilt:

(G,id) Fsp (True, ) impliziert Her(SP) E GT.
Beweis. Die Behauptung léft sich in zwei Bedingungen zerlegen:

@ Fiir jeden einzelnen Resolutionsschritt (G,7) Fsp (G',7') gilt Her(SP) = G’ = G7’ und 7’ ist eine
Spezialisierung von 7, d.h. es gibt eine Substitution p mit 7p = 7'.

@ Transitiver Abschluf: Sei (G,7) Fp (G',7') Fgp (G, 7"), Her(SP) = G’ = G7’/, 7’ eine Spezialisierung
von 7, Her(SP) = G” = G'7" und 7" eine Spezialisierung von 7/. Dann gilt Her(SP) E G" = G7”
und 7" ist eine Spezialisierung von 7.

0 Seci (Go A Ho, 7o) mit einem Resolutionsschritt aus (G A r(t), 7) ableitbar und b erfiille Go A Ho. Dann
erfilllt b auch r(t)o = r(u)o, weil die angewendete Hornformel r(u) < H in Her(SP) giiltig ist. Wegen
var(G) Ndom(r) = 0 stimmt Go mit Gro iiberein. Also gilt Her(SP) =, (G A r(t))7o.

@ Nach Vor. gibt es Substitutionen p, p’ mit 7p = 7/ und 7'p’ = 7”. Sei Her(SP) | G. Nach Vor. folgt
Her(SP) =, G'7" = G'1'p'. Wegen var(G') Ndom(7") = 0 erhélt man Her(SP) =, G'p’, also Her(SP) oy
G'. Nach Vor. folgt Her(SP) =p+op GT', also Her(SP) =, GT'p' = G7”. Damit ist Her(SP) = G = G1”
gezeigt. Wegen Tpp’ = 7/p’ = 7" ist 7" eine Spezialisierung von 7. O

Resolution ist auch 186sungsvollsténdig: Fiir alle Grundsubstitutionen o mit Her(SP) = Go gibt es eine
Substitution 7 mit (G, id) Fgp {True,7) und 7 1aft sich zu o fortsetzen, d.h. es gibt p mit 7p = 0.

Um die Resolutionsregel anzuwenden, muss man in AX nach einer Hornformel suchen, deren Kopf r(u) mit
einem Atom r(t) des zu l6senden Goals unifizierbar, d.h. es gibt eine Substitution o mit tc = uo. Voraussetzung
dabei ist, dass ¢ und u keine gemeinsamen Variablen haben. Das 14t sich immer sicherstellen, weil £ und u aus
verschiedenen, durch keine gemeinsamen Quantoren verkniipften Formeln stammen: ¢ gehort zum Goal, v zu AX .
Nach einem Resolutionsschritt gelangen evtl. Variablen von AX in das Goal. Diese miissen dann in Variablen
umbenannt werden, die in weder in AX noch dom(ro) vorkommen, damit auch die Constraint-Bedingung
wiederhergestellt ist (s. 4.2.12).

Der durch das folgende Haskell-Programm definierte Unifikationsalgorithmus von Robinson berechnet

fiir zwei beliebige Terme ¢ und v mit disjunkten Variablenmengen gleich den allgemeinsten Unifikator o,
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d.h. fiir jeden Unifikator 7 gibt es eine Substitution p mit op = 7.

unify :: Term -> Term -> Maybe (String -> Term)

unify (V x) (V y) = if x == y then Just V else Just (V y ‘for‘ x)
unify (V x) t = if x ‘isin® t then Nothing else Just (t ‘for‘ x)
unify t (V x) = unify (V x) t

unify (F x ts) (F y us) = if x == y then unifyall ts us else Nothing

unifyall :: [Term] -> [Term] -> Maybe (String -> Term)

unifyall []1 [] = Just V

unifyall (t:ts) (u:us) = do f <- unify t u
g <- unifyall (map (>>> f) ts) (map (>>> f) us)
Just (f ‘andThen‘ g)

Nothing

unifyall

x ‘isin‘ t stellt fest, ob x in ¢ vorkommt. Wenn ja, sind z und ¢ nicht unifizierbar. Auf diesen sog.
occurs check kann man nicht verzichten, auch wenn unify am Anfang immer auf Terme mit disjunkten
Variablenmengen angewendet wird. Selbst dann kann es ndmlich vorkommen, dass spétere rekursive Aufrufe
von unify auf Paare von Termen mit nicht-disjunkten Variablenmengen angewendet werden. Sollen z.B. f(z, x)
und f(y, g(y)) unifiziert werden, dann wird zunéchst x durch y ersetzt, so dass ein rekursiver Aufruf von unify
y und ¢(y) zu unifizieren versucht, was beim occurs check erkannt und verhindert werden muss.

= Rekapitulieren Sie die Ableitung in Beispiel 4.2.3 als Folge von Anwendungen der Resolutionsregel und

bekannter logischer Aquivalenzen!

5 Funktional-logische Spezifikation und Termersetzung

5.1 Konstruktorbasierte Spezifikationen

Die in logischen Programmen auftretenden Funktionssymbole werden in der Termalgebra Ty interpretiert. Je
zwei syntaktisch verschiedene Y-Terme sind also auch semantisch verschieden: 3 + 5 ist nicht dasselbe wie 8.
Funktionsaufrufe stellen nur sich selbst dar. Funktionen werden nicht ausgewertet. Einigen Funktionen, ndmlich
den Konstruktoren, aus denen Daten gebildet werden, ist diese Semantik durchaus angemessen. Z.B. be-
schreibt der Term 3 :5:9 : [] mit den Konstruktoren : (“append”), [], 3, 5 und 9 die Liste [3,5,9]. Jeder andere
aus diesen Konstruktoren zusammengesetzte Term bezeichnet eine andere Liste. Ein impliziter Konstruktor ist
z.B. die n-Tupel-Bildung

(L yevey ) iS81.v.8p = 81 X o+ X Sp.

§1 X -+ X 8, bezeichnet hier eine Sorte, die standardméfig als kartesisches Produkt der s1, ..., s, zugeordneten

Datenmengen interpretiert wird (s. auch §6.5).

Auf der anderen Seite nennt man z.B. + eine definierte Funktion, weil sie durch eine Menge von Axiomen,
ein funktionales Programm o.4. definiert wird. Deshalb wird von jetzt an jedes Funktionssymbol entweder als
Konstruktor oder als definierte Funktion deklariert. Konstruktoren werden weiterhin wie in der Termalgebra
frei interpretiert. Die Bedeutung definierter Funktionen hingegen ergibt sich aus Gleichungen zwischen Termen,
die die jeweiligen Funktionen enthalten.

Eine Hornformel der Form ¢; = t5 < G heift (bedingte) Gleichung mit linker Seite ¢; und rechter

Seite t;. Atome, die keine Gleichungen sind, nennt man logische Atome.?>

25Wenn keine Verwechslung mit der Identitsit von Termen oder Formeln moglich ist, schreiben wir auch = anstelle von =.
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Hier stellt sich die Frage, warum man logische Préadikate iiberhaupt noch zulafst und diese nicht auf Boolesche
Funktionen reduziert, so dass auch keine logischen Atome, sondern nur Gleichungen vorkommen. Wir tun das
nicht, weil Priadikate ein allgemeineres Konzept als Boolesche Funktionen darstellen. Intuitiv gesprochen sind
Pridikate partiell definierte Boolesche Funktionen: Man definiert ihren Giiltigkeitsbereich (die “true”™-Falle), aber
nicht dessen Komplement (die “false”-Félle). Logik-Programmierung wird hauptsichlich im Datenbankbereich
angewendet, wo ein Pradikat r bestimmte Beziehungen zwischen Daten beschreibt. Wer die Datenbank fiittert,
muss sagen, fiir welche Daten r gilt, wiirde sich aber i.a. schwertun, alle Daten aufzuzéhlen, fiir die r nicht
gilt. Selbst wenn das gelinge, miite diese negative Information bei jeder Anderung der Datenmenge tiberpriift
und ggf. modifiziert werden, um die Konsistenz des Systems zu erhalten. Es wére nicht monoton, d.h. neue
Information kann die Giiltigkeit alter Information beeinflussen.

Natiirlich muss es moglich sein, negative Anfragen zu stellen und beantwortet zu bekommen. Dazu macht man
die closed world assumption, was nichts anderes bedeutet als dass die Semantik des Systems als Herbrandmodell
der logischen Programme definiert wird: Eine pradikatenlogische Formel ist genau dann giiltig, wenn sie im
Herbrandmodell gilt. Folglich ist ein negiertes Goal =G genau dann giiltig, wenn keine Instanz von G mit dem
Schnittkalkiil ableitbar ist, oder, wegen der Loésungsvollstandigkeit der Resolution, keine Substitution 7 mit
(G,id) Fgp (True, 7) existiert (vgl. §4.2).

Fiir die Verkniipfung von funktionalen mit logischen Konzepten und deren jeweiligen Anwendungsbereichen
ist es demnach notwendig, das Konzept des Prédikats beizubehalten und nicht auf Gleichheiten einzuschréanken.
FEin Préadikat ist keine Boolesche Funktion. Diese werden als Funktionssymbole in die Sorte bool spezifiziert, von
der es genau zwei Normalformen geben sollte, ndmlich true und false.

Partialitdt kann sich bei der Auswertung eines Funktionsaufrufs f(a) auf zweierlei Weise zeigen:

O Das Programm fiir f kann an der Stelle a gar nicht ausgefiihrt werden, so dass die Auswertung von f(a)
sofort abbricht.

0 Die Auswertung von f(a) bricht iiberhaupt nicht ab, weil sie unendlich viele rekursive Aufrufe von f (oder
einer von f verwendeten Funktion) nach sich zieht, was nicht passieren kann, wenn die Argumente der
entstehenden Aufruffolge — bzgl. einer wohlfundierten Ordnung — von Aufruf zu Aufruf kleiner werden:

Definition 5.1.1 Eine bindre Relation R auf einer Menge A heifst wohlfundiert, wenn jede nichtleere
Teilmenge von A ein bzgl. R minimales Element hat. O

Eine wohlfundierte Relation ist weder reflexiv noch symmetrisch.

0 kann durchaus beabsichtigt sein: Division durch 0 wird i.a. dadurch verhindert, dass man 0 als Argument
explizit ausschliefst. Allgemein heifit das, man kennt die Argumente, fiir die f nicht definiert ist. Oftmals ist
diese Kenntnis auch schon auf einer héheren Ebene des Programmentwurfs erforderlich, wo man vielleicht noch
nicht festlegen will, wie fehlerhafte Funktionsaufrufe (Ausnahmen) behandelt werden sollen, aber zumindest

sagen muss, wo sie auftreten kénnen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, Partialitdt auf der Ebene abstrakter Syntax formal zu représentieren. In
der CPO-Theorie werden Ausnahmewerte durch zusétzliche (minimale) Elemente eines CPO dargestellt. Dieser
Ansatz lieRe sich auch auf die hier zugrundegelegte Mengensemantik iibertragen, hat aber den Nachteil, dass
die Wirkung der zusétzlichen Elemente auf jede Funktion und jedes Prédikat der jeweiligen Signatur spezifi-

ziert werden muss, was zu erheblichem Overhead bei der Formalisierung fiihrt. Besser ist die Verwendung von

" 1

Untersorten (s. §4.1). Anstelle einer partiellen Funktion f : s — s wird eine totale Funktion f : s — s
spezifiziert, wobei s eine “Obersorte” von s’ ist, d.h. es gibt eine implizite Einbettungsfunktion in : s’ — s. Die
Ausnahmewerte von f werden der Sorte s zugeordnet, womit sie von den “definierten”, s’ zugeordneten Daten

getrennt bleiben.
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Von nun an enthalte die Axiomenmenge einer Spezifikation implizit die Menge EQy. der Kongruenzaxiome
fiir X

T=x

Yy=r <= T=Y

fly,...,zn) = flyr, .- yUn) < T1=y1 A~ Axy =y, fir alle Funktionssymbole f:s1...8, — s von &
r(x1,...,zn) < (Y1, ., Yn) A1 =01 A+ Axy =y, fur alle Pradikate r : s1...s, von 3.

In Def. 4.1.2 haben wir gefordert, dass jede X-Struktur A = als pradikatenvertrigliche 3-Kongruenz interpretiert.
Diese Forderung ist gleichbedeutend der Giiltigkeit der Kongruenzaxiome fiir 3.

1 Zeigen Sie, dass = transitiv ist, wenn A die Kongruenzaxiome fiir ¥ erfiillt!

Aus all dem ergibt sich folgendes Schema einer abstrakten Syntax fiir funktional-logische Programme und
die von ihnen benutzten Datenstrukturen:

[konstruktorbasierte Spezifikation}

Definition 5.1.2 Sei X = (S, F, R) eine Signatur derart, dass F' = COx, ¥ DF?% aus einer Menge
COs, von Konstruktoren und einer Menge DFy; von definierte Funktionen besteht und R fiir
alle s € S das Gleichheitspradikat =: ss enthalt.

Y-Terme, die nur aus Konstruktoren und Variablen bestehen, heifsen ¥-Normalformen. NFy(X)
bzw. NF'y, bezeichnet die Menge aller bzw. aller variablenfreien ¥-Normalformen.

Sei AX eine Menge von ¥-Hornformeln
fltr,...;tn) =u<=G oder r(t1,...,tn) <G

mit folgenden Eigenschaften:

(1) war(u) Cvar(ty,... tn, G),
(2) feDPy, t1,... .ty € NFg(X).

Wir nennen die Hornformel ein Axiom fiir f bzw. r und SP = (X, AX) eine (konstruktorba-
sierte) Spezifikation. Eine 3-Struktur, die AX erfiillt, heift SP-Modell.

A A

Beispiel 5.1.3

NAT

sorts nat
constructs 0:— nat

suc : nat — nat
defuncts 1,2,3,...:— nat

+, —, %, min, max : nat X nat — nat
preds <, >, <, >:nat X nat
vars m,n : nat
axioms 1 = suc(0)

2 = suc(l)

3 = suc(2)

n+0=n

26Die disjunkte Vereinigung W setzt implizit voraus, dass die vereinigten Mengen keine gemeinsamen Elemente haben.
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Beispiel 5.1.4

STACK = NAT and
sorts

constructs

defuncts

vars

Horn axioms

Beispiel 5.1.5

DIVREP = NAT then
sorts

constructs

defuncts

vars

Horn axioms

m + suc(n) = suc(m + n)

n—0=n
0—-n=0
suc(m) — suc(n) =m —n
nx0=0

mx suc(n) = (m*n) +m
min(m,n)=m < m<n
min(m,n) =n < n<m

max(m,n) =n < m<n
max(m,n) =m < n<m
0<n

suc(m) < suc(n) < m<mn
m>n < n<<m

0 < suc(n)

suc(m) < suc(n) <= m<n
m>n < n<m 8

stack

() :—= 1+ nat

just : nat = 1 4+ nat
empty :— stack

push : nat x stack — stack
top : stack — 1 4+ nat
pop : stack — stack
z:nat s: stack
top(empty) = ()
pop(empty) = empty
top(push(z, s)) = just(x)
pop(push(z,s))=s &

tree

() :—= 1+ (nat x nat)

(_, ) :nat X nat = 1+ (nat x nat)
leaf : nat — tree

_#  itree X tree — tree

div : nat x nat — 1 + (nat x nat)
rep&min : tree X nat — tree X nat
repByMin : tree — tree
m,n,n’,q,r:nat T,T UU :tree
div(m,n) = (0,m) < m<n

div(m,n) = (suc(q),r) < 0<nAn<mAdiv(m—n,n)

div(m,0) = ()
rep&min(leaf(n),m) = (leaf(m),n)

(q,7)

35
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rep&emin(TH#T',m) = (U#U’, min(n,n’))
< rep&min(T,m) = (U,n) A rep&min(T’,m) = (U',n’)
repByMin(T) =T < rep&min(T,m) = (T, m)

div(m,n) berechnet den ganzzahligen Quotienten von m und n und gleichzeitig den verbleibenden Rest.

rep&min(T, m) liefert den minimalen Eintrag von T sowie einen neuen Baum, der aus T entsteht, wenn man
alle Eintrdge durch m ersetzt. repByMin(T) liefert den Baum, der aus T entsteht, wenn man alle Eintrége
durch den minimalen Eintrag von T ersetzt. &

Tupelkonstruktoren wie der in DIVREP verwendete Paarkonstruktor (_, ) :treexnat — tree x nat werden
nicht explizit deklariert.

Da .y von den Axiomen von SP abhéngt, schreiben wir in Zukunft

SPto G anstelle von True eyt G.

Da alle Formeln von AX und EQsx (s.o0.) Hornformeln sind, ist das Herbrandmodell von (X, AX U EQx)
(siehe 4.2.6), kurz: Her(SP), nach Satz 4.2.8 ein S P-Modell. Die Kongruenzaxiome fiir ¥ implizieren, dass jedes
S P-Modell Gleichheitspriadikate als Kongruenzrelationen interpretiert. Die Interpretation im Herbrandmodell
nennen wir SP-Aquivalenz und bezeichnen sie mit =gp. Nach Definition von H er(SP) gilt fiir alle ¢, €
Ts(X),

t=gpt <= SPhreut=t.

Enthalt SP keine Axiome fiir definierte Funktionen, dann sind alle S P-dquivalenten Terme gleich. Das ldsst
sich einfach durch Induktion tiber die Lange einer kiirzesten Schnittkalkiil-Ableitung von ¢ = t’ zeigen. O.B.d.A.
kann vorausgesetzt werden, dass die Instanziierungsregel nur auf Axiome angewendet wird. Dann kann ¢ = ¢/
nur durch Anwendung des Modus ponens auf ein Kongruenzaxiom fiir ¥ entstanden sein, d.h. es liegt einer der
folgenden vier Fille vor:

(1) Anwendung des Reflexivititsaxioms. Dann ist ¢ = ¢’ und wir sind fertig.

(2) Anwendung des Symmetrieaxioms. Dann ist ¢ = ¢ ein Vorgénger in der Ableitung von ¢ = ¢/. Also gilt

t' = t nach Induktionsvoraussetzung.

(3) Anwendung des Transitivititsaxioms. Dann gibt es u € Tx, so, dass t = w und v = ¢’ ein Vorgénger in der
Ableitung von ¢t = t'. Also gelten ¢t = v und v = ¢’ nach Induktionsvoraussetzung und damit auch ¢ = ¢'.

n

(4) Anwendung eines Kompatibilitidtsaxioms. Dann gibt es ein Funktionssymbol f und Terme tq, ..., ¢,,t,,. ..t
mit ¢ = f(t1,...,t,) und t' = f(¢],...,1]) so, dass fiir alle 1 < i < n t; = t, ein Vorgénger in der Ab-
leitung von t = ¢/ ist. Also gilt ¢; = ¢} nach Induktionsvoraussetzung und damit auch t = f(t1,...,t,) =

flty, ... t)=t.

Die Daten von Her(SP) sind Terme. Die Gleichheit in Her(SP) kann also nicht mit der SP-Aquivalenz
iibereinstimmen. Das gilt erst fiir den Quotienten von Her(SP) nach =gp (siehe Def. 4.1.2):

initiales Modell | v

Definition 5.1.6 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Die Interpretation der
Gleichheiten fiir 3 im Herbrandmodell von S P heifst S P-Aquivalenz und wird mit =gp bezeichnet.
Der Quotient

Ini(SP) =4 Her(SP)/=sp

heifit initiales Modell von SP.
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A A

Lemma 5.1.7 Fiir alle pradikatenlogischen Formeln ¢ gilt:
Ini(SP) =¢ <= Her(SP) = ¢.

Beweis. v Ubung. O

Nach Satz 4.2.80 ist Her(SP) ein SP-Modell. Damit folgt aus Lemma 5.1.7, dass auch Ini(SP) ein SP-
Modell ist. Dariiberhinaus ist Ini(SP) eine Struktur mit Gleichheit (s. 4.1.2), da fiir alle ¢,t' € Ty

[t] =P 1] =gy t =TSP Y = SPRaut =t = t=gpt <« [t] =[]
gilt.

w Zeigen Sie, dass Satz 4.2.80 auch gilt, wenn man dort Her(SP) durch Ini(SP) und die Klasse der
SP-Modelle durch die Klasse der SP-Modelle mit Gleichheit ersetzt!

Die Unterscheidung zwischen Konstruktoren und definierten Funktionen einer konstruktorbasierten Spezifi-
kation SP = (X, AX) legt die Forderung nahe, dass jeder X-Grundterm genau eine S P-dquivalente Normalform
hat. Diese Eigenschaft wird in zwei Bedingungen zerlegt:

[Vollstéindigkeit, Konsistenz]

v
Definition 5.1.8 Eine konstruktorbasierte Spezifikation SP = (X, AX) ist vollstdndig, wenn fiir
alle t € Ty, ein u € NFy mit ¢t =gp u existiert. SP ist konsistent, wenn je zwei SP-dquivalente
Grundnormalformen von SP identisch sind. SP ist funktional, wenn SP vollstdndig und konsistent
ist. Ist SP funktional, dann bezeichnen wir die eindeutige Normalform von ¢ € T mit nf(t).
A A

Eine konstruktorbasierte Spezifikation ohne definierte Funktionen ist immer funktional.

w Zeigen Sie, dass die Menge NF'y; der Grundnormalformen zu einer zu Ini(SP) isomorphen Y-Struktur
erweitert werden kann, sofern SP funktional ist! Diese Darstellung von Ini(SP) ist anschaulicher als die oben
definierte, weil sie wie T eine Struktur ist, deren Datenbereiche aus Termen und nicht aus Aquivalenzklassen
bestehen.

Beweisen Sie: Ist SP vollstdandig, dann gilt fiir alle pradikatenlogischen Formeln ¢:
Her(SP)=¢ <= VYo:X — NFy:Her(SP) = go.

Vollstandigkeit zu zeigen ist i.a. eine leichte Aufgabe. Es geniigt, fiir jeden innermost »-Grundterm f(¢)
(d.h. f ist definierte Funktion und ¢ Normalform) eine dquivalente Normalform anzugeben. Man braucht eine
wohlfundierte Ordnung auf den Argumenten von f und zeigt f(¢) =sp u durch Induktion tiber ¢ entlang dieser
Ordnung. Ist DIVREP aus Bsp. 5.1.5 vollsténdig?

Das Problem der Konsistenz ist schwieriger zu l6sen. An dieser Stelle kommt man nur mit zusétzlichen Begrif-
fen aus der Theorie der Termersetzung (rewriting theory) weiter. Die Frage ist, ob jede SP-Aquivalenz
auf eine Sequenz orientierter Ersetzung von Teiltermen zuriickgefiihrt werden kann: Gilt t =gp t’ genau dann,
wenn ¢ und ¢’ durch links-rechts-Anwendungen von Gleichungsaxiomen in denselben Term iiberfithrbar sind?
Nehmen wir das an, dann folgt sofort, dass SP konsistent ist: Derart ineinander iiberfithrbare Normalformen
sind identisch, weil es keine Axiome gibt, die man auf sie anwenden kann (s. Def. 5.1.2).

Da SP i.a. nicht nur Funktionen, sondern auch Relationen enthilt und die Axiome von SP bedingt sein
koénnen, verallgemeinern wir Termersetzung zur Goalersetzung, die iiber folgenden Kalkiil definiert wird: Fir

( Reduktionskalkiil |

v
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Definition 5.1.9 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Der Reduktionskalkiil
fiir SP besteht aus drei Regeln zur Ableitung von ¥-Goals. Sei 0 : X — Tx(X) und (var(H) \
var(t))o € NFx(X).

GAr(t
Resolution Ao /\r](,{U) 0 falls r(t) <« H € AX und r kein Gleichheitspriadikat ist
o
G(t
t=t
Reflexion G/\T T

Fsp bezeichnet die Inferenzrelation des Reduktionskalkiils fiir SP. Eine Ableitung G, ..., G, mit
dem Reduktionskalkiil fiir SP heiftt SP-Reduktion von G;. Ist GG,, = True, dann ist die Reduk-
tion erfolgreich (successful reduction). Ist auf G,, # True keine der drei Regeln anwendbar, dann
scheitert die Reduktion (failing reduction). Gibt es eine erfolgreiche S P-Reduktion von G, gilt also
G Fsp True, dann nennen wir G erfolgreich SP-reduzierbar.

A A

= Zeigen Sie, dass der Reduktionskalkiil bzgl. jedes Modells von SP korrekt ist!

Die Resolutionsregel von 4.2.14 wird zur Resolution des Reduktionskalkiils, wenn o keine echten Terme
substituiert, sondern Variablen nur umbenennt. Die Regel beschreibt die Anwendung eines Relationsaxioms.
Analog beschreibt die Rewriting-Regel die (links-rechts-) Anwendung eines Funktionsaxioms ¢ = u < H als
Ersetzung der im Goal G(to) vorkommenden Instanz to der linken Seite des Axioms durch die entsprechende
Instanz uo der rechten Seite des Axioms. Das Ziel dieses Kalkiils ist es, Gleichungen zu eliminieren, was, wie die
Reflexionsregel zeigt, genau dann gelingt, wenn beide Seiten der Gleichungen in denselben Term transformierbar

sind.

Die Variablen von H, die nicht in ¢ vorkommen, heiffen frische Variablen von r(t) <« H € AX bzw.
t=u<«< H € AX, weil ihre Instanzen bei der Anwendung der Resolutions- bzw. Rewriting-Regel erst erzeugt
werden. Die Bedingung (var(H) \ var(t))o € NFx(X) besagt, dass sie nur durch Normalformen ersetzt werden
diirfen. An den Regeln erkennt man sofort, dass ein Goal genau dann erfolgreich S P-reduzierbar ist, wenn alle
seine Atome erfolgreich S P-reduzierbar sind. Der Reduktionskalkiil ist korrekt bzgl. des Schnittkalkiils,
d.h. fiir alle Grundgoals G gilt:

Gtgp True — SPloG.

Bei diesem Korrektheitsbegriff wird ein Kalkiil nicht mit einer Semantik, sondern mit einem anderen Kalkiil in
Beziehung gesetzt. Im vorliegenden Fall l4fst sich allerdings das eine auf das andere zuriickfithren. Wie?

Aus dem Reduktionskalkil ergibt sich die Reduktionsrelation:

[Red uktionsrelation, Konfl uenz]

Definition 5.1.10 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Die S P-Reduktions-
relation —gp ist eine bindre Relation auf Termen und Goals und folgendermafien definiert. Sei
G(z) ein X-Term oder -Goal und o : X — Txn(X).

G(to) —sp G(uo) <=4 Jt=u<«< H € AX : Ho bgp True A (var(H) \var(t))o € NFx(X).

t' ist ein SP-Redukt von ¢, wenn t —§p ¢/ gilt. Ist ¢ das einzige Redukt von ¢, dann heifst ¢
SP-reduziert. Eine Substitution ¢’ ist ein Redukt einer Substitution o, wenn zo —§p xo’ fir
alle z € X gilt. Wir schreiben dann: 0 —p o’.

SP ist terminierend, wenn — 5 wohlfundiert ist (siehe Def. 5.1.1) und alle S P-reduzierten Terme

Normalformen sind.
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SP ist konfluent, wenn fiir alle t € Ty, je zwei SP-Redukte von ¢ ein gemeinsames SP-Redukt
haben.

Fin Goal G ist SP-konvergent, wenn alle SP-Redukte von G erfolgreich S P-reduzierbar sind.

= Zeigen Sie, dass —>gp bzgl. des Schnittkalkiils korrekt ist, d.h. fiir alle Grundgoals G gilt:

t—sgpt = SPr.ut=t.

= Zeigen Sie, dass jede terminierende Spezifikation vollstdndig ist! (*)

Konfluenz bedeutet intuitiv: Gibt es iiberhaupt eine erfolgreiche Reduktion eines Grundgoals G, dann lafst
sich jede Reduktion von G zu einer solchen fortsetzen. M.a.W.: Alle erfolgreichen Reduktionen “fliefen zusam-
men”. Auf Terme bezogen heifst das gerade, dass zwei Redukte desselben Terms selbst wieder ein gemeinsames
Redukt haben.

= Zeigen Sie folgende Behauptungen:

(1) Fiir alle Grundgoals G, G’ gilt:

G —sp G'NG' bgp True = Gltgp True,
SPtoi GANG —sp G' = SPF..;G.

(2) Zwei X-Terme t und ¢’ haben genau dann ein gemeinsames SP-Redukt, wenn die Gleichung ¢t = ¢’ erfolg-

reich S P-reduzierbar ist.

(3) Alle Normalformen einer konstruktorbasierten Spezifikation SP sind S P-reduziert.

Satz 5.1.11 SP ist genau dann konfluent, wenn alle erfolgreich S P-reduzierbaren Grundgoals S P-konvergent

sind.
Beweis. Die Behauptung folgt aus 5.1.2(2) sowie (2), (3) und folgendem Lemma:

Lemma 5.1.12 SP ist genau dann konfluent, wenn fiir alle ¥-Normalformen ¢, Grundsubstitutionen o und
Y-Terme u gilt:
to —sspu = 3IT:X o Ts:(u—ogptr Ao ——gp 7).

Konfluenz bedeutet auch, dass alle mit dem Schnittkalkiil aus SP ableitbaren Grundgoals erfolgreich SP-
reduzierbar sind. M.a.w.: Der Reduktionskalkiil ist vollstdndig bzgl. des Schnittkalkiils:

Satz 5.1.13 (Church-Rosser-Theorem) Eine vollstiandige Spezifikation SP ist genau dann konfluent,
wenn fiir alle Grundgoals G gilt:
SPte: G — Gtgp True.

Diese Implikation besagt, dass jeder Vorwdrtsbeweis (eines Grundgoals) mit dem Schnittkalkiil einem Riick-
wdrtsbeweis mit dem Reduktionskalkiil entspricht. Die im Schnittbeweis angewendeten Kongruenzaxiome gehen
im Reduktionsbeweis in Rewriting- und Reflexionsschritte ein. Satz 5.1.13 verwendet wesentlich das folgende

Lemma:

Lemma 5.1.14 Sei SP vollstdndig und konfluent. Fiir alle Kongruenzaxiome und Axiome C' = (p < H)

von SP und alle Grundsubstitutionen o gilt:

Holgp True = potgp True.

Beweis. v Ubung. O
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Beweis von Satz 5.1.13. “<": Wegen Satz 5.1.11 geniigt es zu zeigen, dass alle erfolgreich S P-reduzierbaren
Grundgoals SP-konvergent sind. Sei G' Fgp True und G ——gp G'. Die Korrektheit des Reduktionskalkiils bzgl.
des Schnittkalkiils liefert SP ..+ G, also wegen (1) auch SP F.,; G'. Nach Voraussetzung folgt G’ Fgp True.

Der =--Teil 1&ft sich unter Verwendung von Lemma 5.1.14 leicht durch Induktion iiber die Lénge einer
kiirzesten Schnittkalkiilableitung von G zeigen. 1

Die beiden Voraussetzungen von Lemma 5.1.14 liefern auch Konsistenz:

Korollar 5.1.15 Eine vollstdndige und konfluente Spezifikation ist konsistent.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5.1.13 sowie (2) und (3). O

Terminierende Spezifikationen erfiillen auch die Umkehrung:

Satz 5.1.16 Eine terminierende Spezifikation ist genau dann konfluent, wenn sie konsistent ist.
Beweis. “=": Korollar 5.1.15.

“<" Sei SP terminierend und konsistent und seien u und u’ zwei SP-Redukte eines Grundterms ¢. Dann
gibt es Normalformen v und v von w bzw. v/ mit © —gp v und « ——gp v'. Aus der Korrektheit der
Reduktionsrelation —sgp folgt, dass t,u,v sowie t,u’, v’ jeweils untereinander SP-dquivalent sind. Also sind
auch v und v’ SP-aquivalent sind. Da SP konsistent ist, stimmen beide Normalformen {iberein, bilden also ein
gemeinsames Redukt von v und «/. QO

Konfluenz und Termination sind hinreichend fiir die Entscheidbarkeit der Giiltigkeit von Grundgoals im
Herbrandmodell:

Satz 5.1.17 Sei SP = (¥, AX) eine terminierende und konfluente Spezifikation und G ein X-Grundgoal.
Dann gibt es einen Algorithmus, der entscheidet, ob G in Her(SP) (oder Ini(SP)) gilt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung hier nur fiir Gleichungen. Dass sie auch fiir beliebige Grundgoals gilt,
folgt dann aus Satz 5.1.11. Sei ¢t = t’ eine Gleichung ohne Variablen. Da SP terminierend ist, lassen sich in
endlicher Zeit zwei Normalformen v und «’ mit t ——gp u und ¢’ —>gp ' konstruieren. Die Entscheidung, ob
t =t in Her(SP) gilt, reduziert sich auf die Frage, ob « und v’ gleich sind. Mit anderen Worten, es bleibt die
Aquivalenz

Her(SP) F t=t << u=4u

Zu zeigen.

t = t' gelte in Her(SP). Nach Definition von =7¢"(5P) ist das gleichbedeutend mit SP Fy; t = t'. Da SP
terminierend ist, ist SP vollstdndig, so dass nach Satz 5.1.13 t = t’ erfolgreich SP-reduzierbar ist. Wegen (2)
haben ¢ und t' ein gemeinsames S P-Redukt v. Da SP konfluent ist und u und u’ Normalformen, also nach (3)
S P-reduziert sind, sind v und v’ zwei SP-Redukte von v. Also haben u und u’ wegen der Konfluenz von SP
ein gemeinsames SP-Redukt, das mit u und u’ {ibereinstimmt, weil u und v’ S P-reduziert sind.

Sei u = u’. Dann folgen SP b t = u und SP by t' = 4/, also auch SP k., t = t' aus der Korrektheit
von —gp bzgl. des Schnittkalkiils. Somit ist ¢ = ¢’ nach Definition von =7¢"(5F) in Her(SP) giiltig. O

(*), das Church-Rosser-Theorem und Satz 5.1.16 liefern schliefilich — zumindest fiir terminierende Spezifika-
tionen SP — eine deduktive Charakterisierung der Funktionalitdt von SP:

Korollar 5.1.18 Eine terminierende Spezifikation SP ist genau dann funktional, wenn fiir alle Grundgoals
G gilt:
SPto: G =— Gltgp True.

Mithilfe von Korollar 5.1.18 kann man u.a. die Charakterisierung von Herbrandmodellen als kleinste Modelle
logischer Programme (Satz 4.2.8) auf initiale Modelle konstruktorbasierter Spezifikationen iibertragen. Dazu
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werden definierte Funktionen durch ihre Graphen ersetzt:

flattening v

Definition 5.1.19 Sei SP = (£, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. SP ist relational,
wenn SP keine definierten Funktionen enthélt. SP ist flach, wenn in allen Axiomen ¢ von SP

definierte Funktionen nur als fithrende Symbole von Gleichungen auftreten, d.h. kommt f € DFy; in ¢
vor, dann nur innerhalb von Gleichungen der Form f(t) = v mit ¢, u € NFx(X). Wir bezeichnen eine
solche Gleichung als flach. Weitere flache Atome sind von der Form r(¢), wobei ¢ eine Normalform

ist. Eine Formel ist flach, wenn sie nur flache Atome enthélt.

Jede Hornformel ¢ kann mit folgenden Regeln (und ihren symmetrischen Varianten) in eine flache
Hornformel flat(y) transformiert werden: Sei x eine Variable, die im jeweiligen Regel-Antezedenten
nicht vorkommt.
x Pt/ = ¢ ¢
p &Et=xANp
p < lt/z] Y 0

*
P = pAt=xAY

Sei f:w — s € DFy. Das Préadikat r¢ : ws heift Graph oder Ein/Ausgabe-Relation von f. Sei
rel(X) =X\ DFx U{ry | f € DFs}.

Eine flache YX-Hornformel ¢ wird zur rel(X)-Hornformel rel(y), indem man fiir alle f € DFy, jede
(flache) Gleichung f(t) = u oder u = f(t) von ¢ durch das Atom r¢(t,u) ersetzt.

Sei flat(AX) = {flat(p) | ¢ € AX} und rel(AX) = {rel(¢) | ¢ € AX}. Die Spezifikationen
flat(SP) = (3, flat(AX)) und rel(SP) = (rel(X), rel(flat(AX))) heiken flache bzw. relationale
Version von SP.

A A

Bzgl. welcher ¥-Strukturen sind die ersten beiden Regeln korrekt?

Der Ubergang von ¢ nach flat(p) wird flattening genannt, weil dabei jeder zusammengesetzte Aufruf von
n definierten Funktionen in n Gleichungen zerlegt (“Hachgeklopft”) wird. Aus f(g(h(z))) =y wird z.B. f(z1) =
y <= h(z) = 22 A g(x2) = 1 mit den beiden o.g. Regeln und dann r¢(z1,y) < mn(x, x2) A rg(z, 1), Auf
diese Weise lassen sich funktionale Programme in rein logische Programme iibersetzen. Die obigen Regeln sind
ein Beispiel fiir einen Kalkiil zur Transformation von Formeln, bei der es nicht um deren Beweis, sondern ihre

Ubersetzung in eine andere Syntax geht, wobei die Bedeutung erhalten bleibt. So gilt fiir alle Hornformeln :27

Her(SP) = ¢ < flat(p) (1)

und
Her(SP) =y <= Her(flat(SP)) k= . (2)

(2) besagt, dass SP und flat(SP) induktiv, d.h. bzgl. ihrer Herbrandmodelle, dquivalent sind (s. Def. 6.1.3). Ist
eine von zwei induktiv dquivalenten Spezifikationen funktional, dann ist es auch die andere. rel(SP) ist immer

funktional. Warum?

Man beachte, dass beim Ubergang von SP zu rel(SP) die Signatur verindert wird. Aus ¥ wird rel(%). Damit
verschwinden alle Gleichungen aus SP und wir miissen voraussetzen, dass SP terminierend und konsistent ist,
um mithilfe von Korollar 5.1.18 die induktive Aquivalenz von SP und rel(SP) — modulo der Signaturinderung

— ableiten zu konnen:

27 Andere pridikatenlogische Formeln lassen sich auch “flachklopfen”. & Geben Sie Transformationsregeln an, die das tun!
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Satz 5.1.20 (Aquivalenz einer funktionalen Spezifikation und ihrer relationalen Version) Sei SP

terminierend und konsistent. Dann gilt fiir alle flachen »-Atome p:
Her(SP)=p <= Her(rel(SP)) = rel(p), (3)
also fiir alle ¥-Formeln ¢:

Her(SP) =y <= Her(rel(SP)) = rel(flat(y)).

Beweis. Da SP terminierend und konsistent ist, gilt das auch fiir flat(SP), so dass (3) nach Korollar 5.1.18
dquivalent ist zur Konjunktion dreier Bedingungen: Fiir alle f € DFy,, Pradikate r € ¥ und ¢,u € NF'y, gilt:

J(t) = ubjfiasp) True <= True bFeys mp(t,u), (4)
t=ubjgasp) True <= Truebcut =u, (5)
7(t) Fpiarspy True <= True Feu (1), (6)

oder, zusammengefafst: Fiir alle flachen Y-Atome p gilt:
P Friarspy True <= True eyt rel(p). (7)

(7) zeigt man durch Induktion iiber die Lange kiirzester SP- bzw. rel(SP)-Reduktionen. Wir tun das hier
exemplarisch fiir die =-Richtungen von (4) und (5).

(4): Sei f(t) = u Ffiqsp) True. Wegen f € DFs und t,u € NF'y sind die Terme f(¢) und u verschieden.
Deshalb kann der erste Schritt f(¢t) = u = G einer kiirzesten Reduktion von f(¢f) = u nur eine Anwendung
der Rewriting-Regel sein. Demnach gibt es ein flaches Axiom ¢ = (f(I) = r < H) und eine Substitution
0 :X — NFy mit lo =t und (ro = uA Ho) = G. Insbesondere ist r eine Normalform und damit ro = u
eine Gleichung zwischen Normalformen. Also sind auch H und G flach. Nach Induktionsvoraussetzung sind
rel(G) = (ro = u A rel(Ho)), also insbesondere rel(Ho) = rel(H)o mit dem Schnittkalkiil fiir rel(SP) aus
True ableitbar. Mit der (auf das Axiom rel(y) = (ry(I,7) < rel(H)) angewendeten) Instanziierungsregel und
dem Modus ponens ldsst sich also auch r¢(l,r)o = r;(t,u) aus True herleiten.

(5): Sei t = u Ff1q(sp) True. Wegen t,u € NFx kann der erste Schritt ¢ = u - G einer kiirzesten Reduktion
von t = u nur eine Anwendung der Reflexionsregel sein, d.h. ¢ und w sind identisch. Daraus folgt sofort True by
t=wu. O

Aus 4.2.80 folgt, dass Fixpunktinduktion (siehe §4.2) auch auf definierte Funktionen angewendet werden
kann. Sei f € DFy, und AX; = {p € AX | f kommt in ¢ vor}.

f@)=y = ¥(2,y)
e flat(ax ;) PlY(u,v)/f(u) = v | f(u) = v kommt in ¢ vor]

[Fixpunktinduktion iiber f] A

ww Zeigen Sie, dass die Regel bzgl. Her(SP) korrekt ist!

Die Antezedent der Regel besagt, dass zwischen der “Eingabe” x und der “Ausgabe” y der Funktion f die
Relation v besteht. Die Korrektheit der Fixpunktregel besagt, dass dies tatsdchlich so ist, wenn 1 die Axiome
fiir f 16st, d.h. die Axiome fiir f gelten in Her(SP), auch wenn man alle Vorkommen einer Gleichung f(t) = u
(bzw. des entsprechenden Atoms r¢(t,u) der logischen Version von SP) durch ¢(¢,u) ersetzt.

Funktionalitdt muss auch vorausgesetzt werden, damit die Resolutionsregel von Def. 4.2.12 zu einem 16sungs-
vollstdndigen Kalkiil fiir konstruktorbasierte Spezifikationen erweitert werden kann:

[Narrowing—KaIk'Lil]
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Definition 5.1.21 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Der Narrowing-
Kalkiil fiir SP besteht aus drei Regeln zur Ableitung von Constraints (s. 4.2.12). Seio : X — Tx(X)
und (var(H) \ var(t))o C NFx(X).

(GArt),7)

1 falls to = uo, r(u) < H € AX, r kein Gleichheitspradikat ist
Resolution (Go NHo, 7o) fr 0 =uo, r(u) p

und der Sukzedent wieder ein Constraint ist

(G(t),7)
Narrowing (G(w)o AN Ho,T0)

+ fallst¢g X, toc =uoc,u=v< H € AX und

der Sukzedent wieder ein Constraint ist
(GAt=u,T)

falls to = d
Unifikation (Go,T0) ft alls to = uo un

der Sukzedent wieder ein Constraint ist

Fsp bezeichnet die Inferenzrelation des Narrowing-Kalkiils fiir SP.

A A

Wir verwenden dieselbe Bezeichnung Fgp fiir die Inferenzrelationen des Narrowing- und des Reduktionskal-
kiils (s. 5.1.9), weil letzterer ein Spezialfall des Narrowing-Kalkiils ist: Beschrankt man in allen drei Regeln o
und 7 auf die identische Substitution, erhélt man exakt die entsprechenden Regeln des Reduktionskalkiils und
es gilt:

Glgp True <= (G,id)tgp (True,id).

Im Gegensatz zu Schnitt- und Reduktionskalkiil, die nur zur Semantikdefinition eingefithrt wurden, bildet
der Narrowing-Kalkiil die Grundlage fiir alle Interpreter funktional-logischer Sprachen. Sie unterscheiden sich
i.w. in der Strategie, nach der Resolution, Narrowing und Unifikation angewendet werden und in den Simpli-
fikationen, die zwischen den Regelanwendungen Constraints vereinfachen, um das Auffinden von Lésungen zu
beschleunigen. Die folgende Verallgemeinerung von Satz 4.2.14 zeigt, dass mit dem Narrowing-Kalkiil tatsdchlich
alle Goallésungen im initialen Modell von SP herleitbar sind:

Satz 5.1.22 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Der Narrowing-Kalkiil fiir SP ist
losungskorrekt bzgl. Her(SP): Fiir alle ¥-Goals G gilt:

(G,id) Fgp (True,7) impliziert Her(SP) E Gr.

Ist SP terminierend und konsistent, dann ist der Narrowing-Kalkiil fiir SP auch l6sungsvollstandig: Fiir alle
3-Goals G und Substitutionen 7 : X — NF'y, gilt:

Her(SP) E Gr impliziert (G,id) Fsp (True, ).

Beweis. Der Nachweis der Loésungskorrektheit folgt dem Beweis von Satz 4.2.14. Dort wurde bereits die
Korrektheit von Resolutionsschritten gezeigt. Analog zu 4.2.14 @ bleibt zu zeigen:

® Fiir jeden Narrowingschritt und jeden Unifikationsschritt (G, 7) Fp (G', ') gilt: Her(SP) = G' = G7'.

w Beweis! Um die Losungsvollstiandigkeit nachzuweisen, schlieft man zun#chst mithilfe von Korollar 5.1.18:
Her(SP)=Gr = SPt.:Gr = Grltgp True,

zerlegt GT Fgp True in einen ersten Schritt G Fgp G’ und den Rest G’ Fsp True, zeigt dann, dass fiir alle
drei Regeln des Reduktionskalkiils (5.1.9), die GT Fgp G’ erzeugt haben konnen, dieser Reduktionsschritt in
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den Narrowing-Schritt (G,id) Fsp (G’, T) entlang einer entsprechenden Regel des Narrowing-Kalkiils tiberfiihrt
werden kann, und erhélt schliefllich

(G,id) Fsp (G',7) Fsp (True, ).

Der Ubergang von G Fsp G nach (G,id) Fsp (G’,7) ist insbesondere deshalb moglich, weil 7 nur Normal-
formen substituiert. Da aber jedes Axiom von SP mit einer definierten Funktion oder einem Priadikat beginnt,
muss jede Reduktion von G7 in G “hineinreichen”. O

Analog zur bewachten Resolution (vgl. §4.2) optimiert die folgende Regel die Narrowing-Regel:
(G, 7)

. (G(v)o AN Hyo,T0)
bewachtes Narrowing Her(SP) = Hoo und der Sukzedent wieder ein

Constraint ist

f fallst¢ X, toc =uo, Hy= (u=v < Hp) € AX,

Um als halbwegs effizientes Losungsverfahren zu taugen, miissen die Anwendungen der Regeln des Narrowing-
Kalkiils einer deterministischen Strategie folgen, die insbesondere festlegt, in welcher Reihenfolge die Narrowing-
Regel auf die Teilterme eines Goals angewendet wird. Eine outermost-Strategie transformiert immer die jeweils
grofsten transformierbaren Teilterme, wihrend eine innermost-Strategie mit den kleinsten Teiltermen beginnt.
Innermost-Strategien sind losungsvollstiandig, aber ineffizient (warum?). Outermost-Strategien sind effizienter,
aber leider nicht 16sungsvollstéindig, es sei denn, man erweitert den Kalkiil um die folgende Regel zum Needed-
Narrowing-Kalkiil [83, 3].

(G),7)

. t+ fallst € X, o ein partieller Unifikator von t und w ist,
pre-Narrowing (G(t)o, 7o)

u=v < H € AX und der Sukzedent wieder ein Constraint ist

Ein partieller Unifikator ¢ von ¢t und u substituiert ¢ und u so, dass to und uo zumindest an allen Kon-
struktorpositionen iibereinstimmen. Beispielsweise erhielte man die Losung X = 0AY =0A Z = 0 des Goals
f(f(X,Y),Z) = 0 nicht ohne pre-Narrowing, wie die folgenden mit Expander2 [31] berechneten Formeln einer
Narrowing-Ableitung zeigt.?® Hier ist f eine definierte Funktion mit den Axiomen:

£(0,0) =0, f(suc(x),0) = 1, f(x, suc(y)) = 2.
0,1, 2, suc seien Konstruktoren.
f(f(x,y),2z) =0
Narrowing the preceding formula leads to
£(£(x,y),0) =0 & z =0 | Any y0:(2 = 0 & z = suc(y0))

Narrowing the preceding formula leads to

(£(0,0) =0 & x=0&y =01 Any x1:(£(1,0) = 0 & x = suc(xl) &y = 0) |
Any y1:(£(2,0) = 0 & y = suc(yl))) &

z =0 |

Any y0:(2 = 0 & z = suc(y0))

Narrowing the preceding formula leads to

(0=0&x=0&y=01] Any x1:(£(1,0) = 0 & x = suc(xl) &y = 0) |

28Im Gegensatz zu Beispiel 4.2.13 werden zunichst nur Narrowing- bzw. pre-Narrowing-Schritte durchgefiihrt. Erst der letzte
Schritt besteht aus Simplifikationen, die das Goal auf die einzige Losung des Startgoals reduzieren.
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Any y1:(£(2,0) = 0 & y = suc(yl))) &
z=0|
Any y0:(2 = 0 & z = suc(y0))

Narrowing the preceding formula leads to

(0=0&x=0&y=01 Any x1:(1 =0 & x = suc(x1l) &y = 0) |
Any y1:(£(2,0) = 0 & y = suc(yl))) &

z=0|

Any y0:(2 = 0 & z = suc(y0))

Narrowing the preceding formula leads to
(0=0&x=0&y=01] Any x1:(1 =0 & x = suc(xl) &y =0) |
Any y1:(1 = 0 & y = suc(y1))) &

z=0|

Any y0:(2 = 0 & z = suc(y0))

Simplifying the preceding formula (21 steps) leads to
x=0&y=0&z=0

Number of proof steps: 6

Solutions:

Beispiel 5.1.23 Analog zum Beispiel 4.2.3 listen wir die Formeln einer Narrowing-Ableitung auf, die mit

den Losungen des Goals
repByMin(lcaf(3)#(leaf (2)#leaf (6)) = V 1)
(in der Variablen V') endet. Die Ableitung wurde wieder mit Expander2 [31] erstellt.

repByMin(leaf (3)#(leaf (2)#leaf(6))) = T
Narrowing the preceding formula leads to
Any T> m:(T’> = T & repAndMin(leaf (3)#(leaf(2)#leaf(6)),m) = (T’,m))
Narrowing the preceding formula leads to

Any T’ m:(T> =T &
Any U U’ n n’:((U#U° ,min(n,n’)) = (T’,m) &
repAndMin(leaf(3) ,m) = (U,n) &
repAndMin(leaf (2)#leaf (6) ,m) = (U’,n’)))

Narrowing the preceding formula leads to

Any T’ m: (T’ =T &
Any U U’ n n’: ((U#U° ,min(n,n’)) = (T’,m) & (leaf(m),3) = (U,n) &
repAndMin(leaf (2)#leaf (6) ,m) = (U’,n’)))

Narrowing the preceding formula leads to

Any T> m:(T’> =T &
Any U U’ n n’: ((U#U° ,min(n,n’)) = (T’,m) & (leaf(m),3) = (U,n) &
Any U1 U’1 nl1 n’1:((U1#U°1,min(n1,n’1)) (U’,n’) &
repAndMin (leaf (2) ,m) (U1,n1) &
repAndMin(leaf (6),m) = (U’1,n°1))))

1]
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Narrowing the preceding formula leads to

Any T’ m:(T> =T &
Any U U’ n n’: ((U#U° ,min(n,n’)) = (T’,m) & (leaf(m),3) = (U,n) &
Any U1l U’1 nl n’1:((U1#U’1,min(nl,n’1)) (U’,n’) &
(leaf (m),2) = (Ul,nl) &
repAndMin(leaf (6) ,m) = (U’1,n’1))))

Narrowing the preceding formula leads to

Any T> m:(T> =T &
Any U U’ n n’: ((U#U° ,min(n,n’)) = (T’,m) & (leaf(m),3) = (U,n) &
Any U1 U’1 n1 n’1:((U1#U°1,min(nl,n’1)) = (U’,n’) &
(leaf(m),2) = (Ul,n1) &
(leaf(m),6) = (U’1,n°1))))

Simplifying the preceding formula (38 steps) leads to

leaf (2)#(leaf (2)#leaf(2)) = T

Das ist die erwartete Losung: Die Blétter des urspriinglichen Baum leaf(3)#(leaf(2)#leaf(6)) wurden mit
dessen minimalem Blatteintrag markiert. &

5.2 Terminations- und Konfluenzkriterien

Vollstandigkeit wird auch schwache Termination genannt, weil sie nur die Existenz &dquivalenter Normalfor-
men fordert, nicht aber verlangt, dass jede Reduktion terminiert, d.h. — ; wohlfundiert ist. Diese Eigenschaft
ist, falls alle reduzierten Grundterme Normalformen sind, hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Vollstan-
digkeit von SP. Wie oben bemerkt, 1kt sich Vollstdndigkeit i.a. durch Induktion iiber Terme zeigen. Die
Wohlfundiertheit von —g; ; ist jedoch ein wichtiges Kriterium fiir Konfluenz, weil dann Konfluenz aus der
Giiltigkeit endlich vieler kritischer Klauseln folgt. Diesen Schluft kann man némlich durch Noethersche In-
duktion (s. §7.2) entlang einer Reduktionsordnung ziehen, die mit den Axiomen vertréiglich ist und deshalb
die Wohlfundiertheit von —g; Ii erzwingt.

[Reduktionsordnung] v

Definition 5.2.1 Eine Reduktionsordnung > fiir SP ist eine transitive Relation auf ¥X-Grundtermen
und -goals mit folgenden Eigenschaften:
Wohlfundiertheit <:def>71 ist wohlfundiert.

AX-Vertriglichkeit r(t)o > Ho bzw. c(to) > (c(uo) A Ho) fiir alle Axiome r(t) < H
bzw. t = u < H von SP, Grundsubstitutionen ¢ und Terme c¢(z)
mit Ho Fgp True und (var(H) \ var(t))oc C NF's.

Teiltermvertriglichkeit ¢ > u fiir alle t € T und alle echten Teilterme u von ¢.29

Eine SP-Reduktion Gy, ...,G, ist >-absteigend, wenn fiir alle 1 <i <n G; > G;41 gilt.

Eine Sperzifikation SP ist stark terminierend, wenn es eine Reduktionsordnung fiir SP gibt und
alle SP-reduzierten Terme Normalformen sind (siehe Def. 5.1.10).

A A

> (A) Zeigen Sie, dass jede stark terminierende Spezifikation terminierend ist (siehe Def. 5.1.10)!

29M.a.W.: Die Teiltermordnung ist eine Teilmenge von >.
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w (B) Zeigen Sie, dass jede erfolgreiche S P-Reduktion >-absteigend ist, falls > eine Reduktionsordnung fiir
SP ist!

Eine Reduktionsordnung fiir (3, AX) lafst sich oft aus einer transitiven Ordnung >s5 der (endlich vielen)
Symbole von ¥ und einer wohlfundierten Ordnung < der Normalformen zusammensetzen. Fiir jedes Axiom
f(t) = u < H wird dann >y so gewihlt, dass fiir alle Symbole ¢, die in u oder H vorkommen, f >y g gilt.
Daraus folgt insbesondere, dass Konstruktoren minimal bzgl. >y sind. >y ist nicht notwendig antisymmetrisch.
Sind z.B. zwei Funktionen f und g wechselseitig-rekursiv definiert, d.h. es gibt zwei Axiome f(t) = u < H und
g(t') = < H' so, dass ¢ in w oder H und f in v’ oder H' vorkommen, dann gilt sowohl f >yx ¢ als auch
g >x f. In diesem Fall muss die Normalformordnung < garantieren, dass die jeweiligen Argumente von f bzw.

g kleiner werden.

Satz 5.2.2 (Terminationskriterium) Sei ¥ = (5, F, R) und SP = (X, AX) eine vollstandige Spezifikation
derart, dass alle S P-reduzierten Terme Normalformen sind und es eine wohlfundierte Ordnung < auf NF'y, gibt.

FEine binére Relation >y auf F'U R ist wie folgt definiert:
[>sg9 <ay esgibt f(t){=u} < H in AX und g kommt in u oder H vor.3°

SP ist stark terminierend, wenn fiir alle f(¢){=u} < H € AX, Atome und Teilterme g(¢') von u oder H,
Grundsubstitutionen o, Normalformen v von to und v’ von t'c folgendes gilt:

g>% fFASP ey Ho A (var(H) \var(t))e C NFy = o <wv. Q

15 Zeigen Sie mithilfe dieses Kriteriums, dass DIVREP (Bsp. 5.1.5) stark terminierend ist!

Der Beweis von Satz 5.2.2 lauft iiber mehrere Stufen. Ausgehend von >y wird induktiv eine Reduktions-
ordnung > konstruiert, von der man zunéchst die Transitivitdt und dann, durch Kontraposition, die Wohldefi-
niertheit zeigt. Die AX-Vertraglichkeit von > folgt aus der o.g. Bedingung an >y. Die Teiltermvertréglichkeit
von > ist Teil der induktiven Definition von >. Details findet man in [80], §6.2. Terminationskriterien fiir

Termersetzungssysteme bilden ein eigenes Forschungsgebiet.

Satz 5.2.2 greift auch bei geschachtelter Rekursion. So erfiillen z.B. die Axiome der Ackermann-Funktion die
Bedingung von 5.2.2, wenn man < als lexikographische Erweiterung der Teiltermordnung wihlt (s. Bsp. 5.1.5):

ACK = NAT then
defuncts ack:nat*nat -> nat
axioms ack(0,n) = suc(n)
ack(suc(m),0) = ack(m,1)
ack(suc(m) ,suc(n)) = ack(m,ack(suc(m),n))

Nach Definition von >y (s. 5.2.2) gilt: ack >x ack >x {0, 1, suc}. Auferdem ist < wohlfundiert und man erhélt
fiir alle ACK-Grundterme ¢, u:3!

(suc(t),0) > (¢,1), (suc(t), suc(u)) > (t,ack(suc(t),u)), (suc(t),suc(u)) > (suc(t),u).

Damit sind alle Bedingungen von 5.2.2 erfiillt.

Ist SP terminierend, dann laft sich die Konfluenz von SP auf lokale Bedingungen an Paare einzelner Re-
duktionsschritte zuriickfithren. Die Idee dieser Zuriickfithrung mithilfe der Termination wollen wir an einem

30Die Optionalschreibweise t{= u} umfaft den Fall einer Gleichung ¢ = u und den Fall eines logischen Atoms t.
31> die zu < inverse Relation.
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einfachen Konfluenzkriterium zeigen. Auch wenn dieses Kriterium ist noch weit entfernt von einer entscheidba-
ren Bedingung ist, so bildet es doch die wesentliche Grundlage fiir die praktisch relevanteren 5.2.6, 5.2.7 und
5.2.9.

Theorem 5.2.3 Sei SP = (X, AX) terminierend und lokal konfluent, d.h. fiir alle ¥-Grundterme ¢, ¢y, to
mit t —gp t; und t —gp t5 gibt es einen Term u mit ¢4 L>Sp u und to L>Sp u. Dann ist S P konfluent.

Beweis. Da —>§1§ wohlfundiert ist, konnen wir Noethersche Induktion entlang —sgp verwenden (siehe §7.2).
Seien u; und us zwei S P-Redukte von t. Ist t = u; oder t = us, dann ist us bzw. u; ein gemeinsames S P-Redukt
von u; und uy. Andernfalls gibt es Terme tq,t, mit t —sgp t1 —ssp u; und t —sgp to —sgp us. Da SP lokal
konfluent ist, haben ¢; und to ein gemeinsames SP-Redukt u. Wegen t —gp t; und t —gp o, konnen wir die
Induktionsvoraussetzung auf ¢; und ¢, anwenden: Aus u «—gp t1 —sgp u1 folgt u ——gp v1 <—gp uy fiir einen
Term v; und aus u <Lsp to L>Sp uo folgt u L>Sp Vg (LSP uo fiir einen Term vy. Wegen t —sp t L>Sp u,
koénnen wir die Induktionsvoraussetzung auch auf v anwenden: Aus v, <LS P U L>5 p U9 folgt vy L>S PU (LS P
vg fiir einen Term v. Wegen uy —*>Sp U1 L>5p v und ug L>S P U i)g p v ist v ein gemeinsames S P-Redukt

von v und ug. M

Die meisten Paare von Reduktionsschritten mit gleichem Ausgangsterm t entstehen dadurch, dass zwei
Gleichungsaxiome auf ¢ angewendet werden und sich dabei die linken Seiten der beiden Axiome in ¢ nicht
iiberlappen. Fiir solche Paare erhélt man lokale Konfluenz automatisch. Es bleiben also nur die kritischen,
d.h. {iberlappenden Fille zu priifen. Handelt es sich um bedingte Gleichungsaxiome, dann muss man die in
Theorem 5.2.3 verwendete Induktion entlang der Reduktionsordnung allerdings noch ein zweites Mal bemiihen
und zwar, um eine geeignete Induktionshypothese iiber die Pramissen der Axiome zu bekommen. Damit erh&lt
man schlieflich ein Konfluenzkriterium, das (fast) nur noch syntaktische Bedingungen an Paare von Axiomen
und die sich daraus ergebenden kritischen Klauseln stellt:

{kritische Klausell

Definition 5.2.4 Seien SP = (X, AX) eine Spezifikation, v(z) ein E-Term oder -Atom mit genau
einem Vorkommen der Variablen z,

o = t{=u}<=G und v = t'=u <« H

Axiome von SP und o, 7 minimale Substitutionen®? derart, dass to = v(t'7) gilt und die Position von
x in v(z) mit der Position eines Funktionssymbols in ¢ {ibereinstimmt. Dann heifit die Hornformel

KK = v(/7){=uc}<GoANHT

von ¢ und v bei to erzeugte kritische Klausel von SP. KK heift SP-Overlay, falls v(x) = 2.3

SP ist orthogonal, wenn fiir jede kritische Klausel t{= u} < G von SP t = u oder G in Her(SP)
unldsbar ist.

A A

o und 9 erzeugen immer dann eine kritische Klausel, wenn die linke Seite von 1 diejenige von ¢ iiberlappt.
Im Fall v(z) = z sind ¢ und 1 bedingte Gleichungen und die linken Seiten von ¢ bzw. ¢ sind unifizierbar. Kritisch
fiir die Konfluenz (s. Def. 5.1.10) ist eine Uberlappung immer dann, wenn es ein Grundgoal G gibt, das einerseits
durch Anwendung von ¢ lésbar wird (G1 Fsp True) und andererseits durch Anwendung von 1 reduziert werden
kann (G; —sp Go). Das ist aber nur méglich, wenn die Riimpfe Go und H7 der Uberlappungsinstanzen von
@ bzw. ¢ gleichzeitig (in Her(SP)) 1ésbar sind.

32

minimal bzgl. der Subsumptionsordnung <, die definiert ist durch: ¢ < ¢/ & 37 : 07 = 0’.
33In diesem Fall ist ¢ eine bedingte Gleichung.
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Die min- und div-Axiome von DIVREP (Bsp. 5.1.5) erzeugen z.B. die kritischen Klauseln

3

=n <= m<nAn<m
0,m) = (suc(q),r) <= m<nA0<n<mAdiv(m-—n,n)=(q,r)
0,m)=() <« m<0

() € m<0A0<0<mAdivim—0,0)=(g,7).

(
(
(

suc(q),r)

Aufierdem erzeugt jede bedingte Gleichung mit 16sbarem Rumpf durch Uberlappung mit sich selbst eine
kritische Klausel. Z.B. liefert die Uberlappung des zweiten div-Axioms von DIVREP die kritische Klausel

(suc(q),r)

= (suc(¢'),7’) <= 0<n<mAdiv(m—mn,n)=(q,r)Adiv(m—mn,n)=(¢,r").

w Zeigen Sie, dass DIVREP nicht orthogonal ist!

konsistent
5.1.8

Schnittkalkdl-

beweis [6sung

Schnittkalkl- ’

Fixpunktinduktion

vollstandig
5.1.8

terminierend
5.1.10

Gltigkeit von

Grundgoals ist
entscheidbar

Uber Funktionen
ist korrekt

konfluent
5.1.10 <— 5.1.13
52.6
5.1.20
Y
kritische e L
Klauseln sind g"ul.tlg‘ inSP = Reduktions- Narrowing-
subkonvergent gultig in rel(SP) beweis l6sung

Figure 2. Termination, Konfluenz und Reduktionsbeweise (Pfeile bezeichnen Implikationen).

Eine terminierende Spezifikation ist konfluent, wenn ihre kritischen Klauseln in folgendem Sinne giiltig sind:

Su bkonvergenz]

v

Definition 5.2.5 Sei SP = (X, AX) eine terminierende Spezifikation mit Reduktionsordnung > und

t ein X-Term oder -Atom. Eine X-Hornformel p < H ist sub-t-konvergent, wenn fiir alle Grund-

substitutionen o derart, dass alle erfolgreich SP-reduzierbaren Grundgoals G < to S P-konvergent

sind, folgendes gilt:

Hotgp True = potgp True.

FEine bei t erzeugte kritische Klausel ist subkonvergent oder subjoinable, wenn sie sub-t-konvergent

ist.
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A A

Subkonvergenz beriicksichtigt also nur solche Grundsubstitutionen, die, grob gesagt, unterhalb von ¢ konflu-
ent sind. Subkonvergenz ist i.a. weder stirker noch schwicher als induktive Giiltigkeit. Kritische Klauseln von
SP sind immer induktive Theoreme von SP (= Beweis!), aber nicht immer subkonvergent. Das ist gerade ein
Kriterium fiir Konfluenz:

Theorem 5.2.6 (Superpositionstheorem) Eine stark terminierende Spezifikation SP ist genau dann

konfluent, wenn alle kritischen Klauseln von SP subkonvergent sind.

Beweis. “=": Seien SP = (2, AX) konfluent, > eine Reduktionsordnung fiir SP, ¢, ¥ und KK wie in Def.
5.2.4 und p eine Grundsubstitution derart, dass GopAH7p erfolgreich S P-reduzierbar ist und alle erfolgreich .S P-
reduzierbaren Grundgoals G < top SP-konvergent sind. Da < AX-vertriglich ist, gilt top > Gop A Hrp. Also
sind Gop und Htp SP-konvergent. Da < wohlfundiert und AX-vertraglich ist und alle S P-reduzierten Terme
Normalformen sind, gibt es ein Normalformredukt p’ von p. Daraus folgt Gop ——sp Gop’ und Hrp ——sp Hrp'.
Da Gopund Htp stark SP-konvergent sind, sind Gop’ and H7p’ erfolgreich S P-reduzierbar. Da ¢ und 1) Axiome
von SP sind, folgt top' {= uop'} Fsp True und top’ = v[t't/z]p’ ——gp v[u'T/x]p’. Da SP konfluent ist, folgt
wegen Satz 5.1.11 schlielich v[u'7/z|p {= ucp’} Fsp True, also auch v[u't/z|p{= uop} Fsp True.

“<” Fiir den Fall unbedingter Gleichungen als Axiome findet man einen Beweis z.B. in [19], §6.3. Die
allgemeine Behauptung entspricht Theorem 6.10 von [80], in dessen Beweis die Reduktionsordnung > als Induk-
tionsordnung benutzt wird. Man zeigt durch Induktion {iber p entlang >, dass alle erfolgreich S P-reduzierbaren
Grundatome p konvergent sind, also wegen Satz 5.1.11 SP konfluent ist. Dabei wird u.a. die dhnlich Lemma
5.1.14 beweisbare Tatsache verwendet, dass alle Axiome t{= u} < H sub-t-konvergent sind.

Wir geben uns mit diesem Satz noch nicht zufrieden, weil er den Konfluenzbeweis zwar auf die Priifung
endlich vieler Formeln reduziert, die zu priifende Eigenschaft selbst (Subkonvergenz) aber keine syntaktische
Eigenschaft ist. Orthogonalitdt (s. Def. 5.2.4) ist zwar hinreichend, schliefit aber iiberlappende Axiome mit

losbaren Pramissen aus:

Korollar 5.2.7 (Konfluenzkriterium) Jede orthogonale und stark terminierende Spezifikation ist konflu-

ent.
Beweis. v Ubung. 1

Die folgende Bedingung liefert ein syntaktisches Konfluenzkriterium (5.2.9), das iiberlappende Axiome zuléfst:

ft)y =u <== t1l = ul A 2=u2 A..A th=un AH

AV

Figure 3. “Datenfluss” einer deterministischen Hornformel: Jede Variable eines Terms v € {u,t1,...,tn}
kommt im Quellterm einer Kante vor, die auf v zeigt.

[deterministische Hornformel]

Definition 5.2.8 Sei SP = (3, AX) eine Spezifikation. Eine 3-Hornformel ¢ der Form

f{=u} < ti=zwuu A ANty =u, NH (1)
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heiftt deterministisch, falls die Terme uy,...,u, Normalformen sind, var(u) C V,, und fir alle
1 <i<nwar(t) C V,_1 gilt, wobei Vi =gef var(t) und V; =g Vic1 Woar(u;).

A A

Deterministisch ist hier der Datenfluf durch die Formel ¢ bei ihrer Anwendung (in einem Resolutions- bzw.
Rewritingschritt): Falls die Normalform w; eine frische Variable “erzeugt”, ist deren “Verwendung” auf die Terme
tit1,.-.,t, und u beschrinkt.

Deterministische Axiome geben die iibliche Struktur funktionaler Programms wieder. So lafst sich z.B. die

Axiome
ft)=ur <= tin=un A Atip, = Ui,

flte) = ur < thn = upt A Atgn, = Ukn,

direkt in folgendes Haskell-Programm mit lokalen Definitionen iibersetzen:

f(t1) = let uigp = t11 ... Uipy, = tin, iD w
.f”(tk) = let up1 = tp1 ... Ukn, = tkn, 1D Ug
Aufier
repByMin(T) =T < rep&min(T,m) = (T",m) (p)

sind alle Axiome von DIVREP (Bsp. 5.1.5) deterministisch. ¢ ist nicht deterministisch, weil die Variable m auf
beiden Seiten der Rumpfgleichung vorkommt. M.a.W.: Eine Belegung der frischen Variablen m und 7" kann
nicht durch sequentielle Auswertung von Termen berechnet werden. Dennoch hat der Rumpf von ¢ offensichtlich
eine eindeutige Losung in m und 7”. Die von ¢ und ¢ bei repByMin erzeugte kritische Klausel

T =U < rep&min(T,m) = (T',m) A rep&min(T,n) = (U, n) (KK)

ist ndmlich ein induktives Theorem von DIVREP\{repByMin, ¢}. Tatsichlich ist auch das hinreichend fiir die
Subkonvergenz von KK und damit fiir die Konfluenz von DIVREP:

Satz 5.2.9 (Konfluenzkriterium) Sei SP = (X, AX) eine stark terminierende Spezifikation und SP’ =
(¥, AX") eine konfluente Teilspezifikation von SP. SP ist konfluent, falls

(a) die Zielsorte jedes Konstruktors von ¥\ ¥’ zu X \ ¥/ gehort.
(b) fiir alle Axiome f(t){=wu} < H von SP\ SP’ f zu ¥\ ¥’ gehért,
(c) fiir alle bedingten Gleichungen ¢, von AX \ AX' gilt:

(c.1) ¢ =1 und ¢ ist deterministisch oder

(c.2) jedes von ¢ und 1 erzeugte Overlay ist ein induktives Theorem von SP’.

Beweis. Nach Satz 5.2.6 ist zu zeigen, dass alle kritischen Klauseln von SP subkonvergent sind. Wegen (b)
und da SP’ konfluent ist, folgt umgekehrt aus Satz 5.2.6, dass alle von zwei AX’-Formeln erzeugten kritischen
Klauseln bereits subkonvergent sind. Jede andere kritische Klausel von SP ist demnach ein von zwei Formeln
p, 0 € AX \ AX' erzeugtes Overlay K K.

Fall 1: ¢ = ¢ und ¢ ist deterministisch. Dann hat ¢ die Form (1) und erfiillt die Bedingungen von Def.
5.2.8. Demnach gibt es eine Variablenumbenennung p derart, dass t = tp gilt und KK die Form

u=up <= H=wm A Atp=u, NAHAEB1=u A ANty =u, AH)p (2)
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hat. Seien G der Rumpf von KK und o eine Grundsubstitution so, dass Go erfolgreich S P-reduzierbar ist und
alle erfolgreich SP-reduzierbaren Grundgoals G’ < f(to) SP-konvergent sind. Da SP stark terminierend ist,
gibt es 7 : X — NFys mit Go ——gp G7. Wegen f(to) > Go sind Go und damit auch G SP-konvergent. Sei
Vo = wvar(t) und V; = V;_; Uvar(u;) fir alle 1 <i < n.

Wir zeigen durch Induktion iiber ¢, dass fir alle 0 < i < n und z € V; z7 = xp7 gilt. Wegen t = tp gilt
x1 = zp7 fir alle € Vj. Es gelte 7 = zpr fiir alle z € V,_;. Wegen var(t;) C V;—; folgt t;,7 = t;p7. Da
t;7 = u;T erfolgreich S P-reduzierbar ist, gibt es u mit

U; T L>5p U <Lsp ;T = t;pT.
Da u;7 eine Normalform ist, folgt u;pm = u, also
T & —gp t;T = tipT.
Die erfolgreiche Reduzierbarkeit von (¢;p7 = u;p7) € Gt impliziert w;7 = w;p7 Fgp True. Wir erhalten v mit
UT =SSP U <SP UipT,

also u;7 = w;pr, weil u;7 und u;pr Normalformen sind. Daraus folgt x7 = zp7 fiir alle z € var(u;), also

xr = zpr fir alle € V;_1 Uvar(u;) = V;.

Insbesondere ist T = zp7 fiir alle € V,,, so dass var(u) CV,, ur = upr impliziert. Demnach ist uo = upo

erfolgreich S P-reduzierbar, womit in Fall 1 die Subkonvergenz von K K bewiesen ist.

Fall 2: KK ist ein induktives Theorem von SP’. Dann ist G ein ¥'-Goal. Insbesondere gehoren die Sorten
aller Variablen von G zu ¥'. Sei KK = (t = u < @) und o eine Grundsubstitution derart, dass alle erfolgreich
S P-reduzierbaren Grundgoals G’ < to SP-konvergent sind. Sei Go erfolgreich SP-reduzierbar. Da SP stark
terminierend ist und SP und SP’ wegen (a) fiir alle Sorten von ¥’ dieselben Normalformen haben, gibt es
7 : X — NFy mit Go —5gp Gr. Wegen to > Go sind Go und damit auch Gr SP-konvergent. G7 ist
ein ¥'-Goal, weil G ein solches ist. Daher ist wegen (b) kein Axiom von AX \ AX' auf G anwendbar. Aus
der erfolgreichen SP-Reduzierbarkeit von Gt folgt deshalb die erfolgreiche SP’-Reduzierbarkeit und damit
SP' ey Gr. Da KK ein induktives Theorem von SP’ ist, gilt also auch SP’ t,; t7 = ur. Da SP’ konfluent ist,
folgt die erfolgreiche SP’-Reduzierbarkeit und damit auch die erfolgreiche S P-Reduzierbarkeit von t7 = ur aus
Satz 5.1.13. Also ist auch to = uo erfolgreich SP-reduzierbar. Damit ist auch in diesem Fall die Subkonvergenz

von KK bewiesen. [

5 Zeigen Sie mithilfe von Satz 5.2.9, dass DIVREP (Bsp. 5.1.5) konfluent ist!

6 Strukturierungskonzepte

6.1 Relative Konsistenz

So wie man grofse Programme in Module aufteilt, um sie spéter {iber Schnittstellen miteinander zu verbinden,
soll das auch mit grofsen Spezifikationen geschehen. Hier wie dort unterstiitzen Strukturierungskonzepte den
modularen Entwurf. Dartiberhinaus ist bei der Wahl syntaktischer Konstrukte zur Modularisierung von Spe-
zifikationen zu beriicksichtigen, dass jene mit einer formalen Semantik ausgestattet werden konnen, die sich
in sinnvoller Weise aus der Semantik einzelner Module zusammensetzt. Dazu miissen neue Begriffe eingefiihrt
werden, die syntaktische bzw. semantische Anforderungen an die Beziehung zwischen mehreren Spezifikati-
on(smodul)en beschreiben. Der erste dieser Begriffe ist der Signaturmorphismus, der die Komponenten zweier

Signaturen in Beziehung setzt:

[Signaturmorphismus, a—Redukt}
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Definition 6.1.1 Seien ¥ = (S, F, R) und ¥/ = (5', F’, R') Signaturen (s. Def. 3.5). Ein Signa-
turmorphismus o : ¥ — ¥’ besteht aus Abbildungen von S, F und R nach S’, F’ bzw. R’ mit
folgenden Eigenschaften:

& Fir alle s1,...,5, € Sist 0(s1...5,) =def 0(51)...0(5n).
& Fiir allew € ST und f € F, ist o(f) € F/,
# Fiir alle w € ST und r € Ry, ist o(r) € R/

o(w)"

(w)”

o wird wie folgt auf Terme, Formeln und Spezifikationen fortgesetzt. Ist ¢ ein ¥-Term oder eine
Y-Formel, dann entsteht () aus ¢, indem jedes Symbol f € ¥ durch o(f) ersetzt wird. Aukerdem
wird jede Variable einer Sorte s € X zur Variable der Sorte o(s).

Analog zu Substitutionen schreiben wir [g1/f1,...,9n/fs] fiir einen Signaturmorphismus, der fiir
alle 1 <1i <n f; auf g; abbildet, im iibrigen aber keine Symbole veréndert.

Sei A eine Y/-Struktur (s. Def. 4.1.2). Das o-Redukt von A, geschrieben: A|,, ist die wie folgt
definierte X-Struktur:

# Fiir alle s € S ist (A]5)s = Ag(s)-
#® Fiir alle f € FUR ist fAlo = o(f)4.

Die kleinste X-Unterstruktur von A, (s. Def. 4.1.2) nennen wir o-Restriktion von A und bezeich-
nen sie mit A,. Nach Def. 4.1.6 ist also A, = (A,)s.

Ist o eine Inklusion und ist AX in AX’ enthalten, dann nennen wir SP’ eine Extension von SP.

A A

i Wann hat das o-Redukt von A weniger Tragermengen als A?

Signaturmorphismen ersetzen Symbole durch Symbole. Substitutionen (die i.a. auch mit kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnet werden) ersetzen Variablen durch Terme (s. Def. 4.1.7).

Wihrend das o-Redukt A|, dieselben Datenbereiche wie A hat, enthilt die o-Restriktion A, nur noch
Interpretationen von o(X)-Grundtermen.

ww Zeigen Sie, dass ein Y'-Grundterm genau dann zu Her(SP), gehort, wenn er das o-Bild eines -
Grundterms ist!

Ist o eine Inklusion, also ¥ eine Teilsignatur von ¥/, dann schreiben wir ¥ anstelle von ¢ und erhalten damit
(Asx)s C (Aln)s = A, fiir alle Sorten s € 3.

Lemma 6.1.2 (Giiltigkeit in Redukten und Restriktionen) Sei 0 : ¥ — ¥/ ein Signaturmorphismus,
A eine ¥'-Struktur und ¢ eine X-Formel. Es gilt:

Ao = = AEo(), (1)
A Ep <= Vr: X 5 Tn:AEo(er). (2)

Beweis. v Ubung. 1
[induktive Aquivalenz} v

Definition 6.1.3 Seien SP; = (X, AX;) und SP, = (3, AX5) Spezifikationen mit derselben Signatur
3. SP; und SP; sind induktiv dquivalent, wenn fiir alle ¥-Grundatome p gilt:

Her(SP))=p <= Her(Sh) =p.
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A A

Zeigen Sie folgende Behauptungen:
(1) Sind SP; und SP, induktiv dquivalent, dann gilt fiir alle pridikatenlogischen Formeln ¢,
Her(SP) Ep <= Her(SP) E .

(2) Sind SP; und SP, induktiv dquivalent und ist SP; funktional, dann ist auch SP, funktional.

(3) SP; und SP; sind genau dann induktiv &quivalent, wenn S P; konsistent bzgl. (SP,, ) und SP; konsistent
bzgl. (SPy,Y) ist.
(4) SP; und SP; sind genau dann induktiv dquivalent, wenn Her(SP;) die Axiome von SP, und Her(SPz)

die Axiome von SP; erfiillt.

Die Begriffe Vollstandigkeit und Konsistenz (s. Def. 5.1.8) beschreiben Beziehungen zwischen dem Her-
brandmodell einer Spezifikation SP und dem Herbrandmodell der grofiten Teilspezifikation von SP, die keine
definierten Funktionen enthilt. Beide Eigenschaften lassen sich zu Bedingungen verallgemeinern, die ein Paar
von Strukturen zweier Signaturen betreffen, die selbst durch einen Signaturmorphismus miteinander verbunden

sind:

[relative Vollstandigkeit, Monotonie, Konsistenz] v

Definition 6.1.4 Seien SP = (X, AX) und SP' = (¥, AX’) Spezifikationen und o : ¥ — ¥/ ein

Signaturmorphismus.

SP'ist (relativ) vollstéindig bzgl. o, wenn fiir alle Sorten s € ¥ und ¢’ € Tsy ,(5) ein ¥-Grundterm
t mit ¢’ =gps o(t) existiert.

SP’" ist monoton bzgl. (SP,o), wenn Her(SP’), monoton bzgl. Her(SP) ist, wenn also alle in
Her(SP) giiltigen Grundatome auch in Her(SP’), gelten (s. 4.1.8).

SP' ist (relativ) konsistent bzgl. (SP,o), wenn Her(SP) monoton bzgl. Her(SP'), ist.

A A

Ist o eine Inklusion, d.h. fir alle f € ¥ gilt o(f) = f, dann schreiben wir SP anstelle von (SP, o).

= Zeigen Sie unter den Bedingungen von Def. 6.1.4 folgende Behauptungen:

(A) SP’ ist genau dann vollstindig bzgl. o, wenn das o-Redukt von Ini(SP’) mit der o-Restriktion von
Ini(SP’) iibereinstimmt.

(B) SP’ist monoton bzgl. (SP, o), wenn Her(SP'), ein SP-Modell ist.
(C) Her(SP')y ist ein SP-Modell, wenn SP’ eine Extension von SP ist.

Aus (B) und (C) folgt, dass jede Extension von SP monoton bzgl. SP ist.

Wie die Vollstandigkeit einer Spezifikation, so lasst sich auch ihre relative Vollstandigkeit i.d.R. einfach durch
Induktion iiber Grundterme zeigen. Zum Nachweis relativer Konsistenz von Extensionen kann man folgende
Kriterien verwenden. Das erste (6.1.5(1)) niitzt kaum, weil es die Hinzunahme neuer Symbole bei der Extension
verbietet. Es wird auch eher umgekehrt verwendet, ndmlich zum Nachweis der Giiltigkeit von Hornformeln durch
Reduktion auf einen Konsistenzbeweis. Das zweite Kriterium (6.1.5(2)) ldsst sich einfach zeigen, wenn man sich
klarmacht, wie unter den dort genannten Voraussetzungen die Beweis induktive Theoreme aussehen. Das dritte
Kriterium (6.1.5(3)) schwécht die Voraussetzungen von 6.1.5(2) ab, verlangt aber starke Vollstdndigkeit und

Konsistenz von SP’.

Satz 6.1.5 (Konsistenzkriterien) Sei SP’ = (X', AX') eine Extension von SP = (X, AX).
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(1) Sei ¥ =3%'. SP’ ist genau dann konsistent bzgl. SP, wenn alle Axiome von SP’\ SP induktive Theoreme
von SP sind.

SP' ist konsistent bzgl. SP, falls

(2) die Zielsorte jedes Funktionssymbols von X'\ ¥ und das Kopfpriadikat jedes Axioms von SP’\ SP zu
¥\ ¥ gehoren oder
(3) SP’ terminierend und konsistent ist, die Zielsorte jedes Konstruktors von X'\ ¥ zu ¥’ \ ¥ gehort und fiir
alle Axiome f(t){=u} < H von SP'\ SP, f zu ¥’ \ ¥ gehort.
Beweis. (1) folgt aus folgender Aquivalenz. Fiir alle ¥-Hornformeln ¢ gilt:
Her(SP) =¢ <= SPU{p} ist konsistent bzgl. SP.
Zunéchst stellen wir fest, dass die Konsistenz von SP U {¢} bzgl. SP dquivalent ist zu:
V 3-Grundatome p: SPU{¢}teur p = SPFew p, (3)

wihrend die Giiltigkeit von einer Hornformel ¢ <= G in Her(SP) dquivalent ist zu:

Vo:X —=>Ts: SPhtey Go = SP ey qo. (4)

“=": Sei ¢ und p ein X-Grundatom mit SP U {¢} Feur p- Dann gibt es eine Ableitung minimaler Lange mit
Axiomen und Regeln des Schnittkalkiils fiir SP U {¢}, die mit p endet.

Fall 1. Es gibt ¢ € SPU{p} und 0 : X — Ty mit p = go. Her(SP) = AX U {¢} und (5) implizieren
Her(SP) = g, also auch Her(SP) = p. Wegen (5) folgt SP Feye p.

Fall 2. Es gibt (<= g1 A ANgn) € SPU{p} und o : X — Tx mit p = qo derart, dass die o.g. Ableitung
von p fiir alle 1 < ¢ < n eine Ableitung von g;o enthélt. Diese Ableitungen sind kiirzer als die Ableitung von
p. Nach Induktionsvoraussetzung folgt SP b, ¢;0, also auch SP Feye o A -+ Aguo. Her(SP) = AX U {p}
und (5) implizieren SP by qo, also SP Fey p.

Wegen (4) folgt in beiden Féllen die Konsistenz von SP U {¢} bzgl. SP.

“”Selp = (¢ <= A - Agp) und o : X — Ty mit Her(SP) = qioA- - -Ag,o. Daraus folgt Her(SP)U{p} E
q1o A+ Agno, also SPU{¢} Feur 1o A+ - - Ao wegen (5). Die Ableitung von ¢1o A- - - A g0 lasst sich zu einer
Ableitung von go fortsetzen. Also gilt SPU{¢} Feur go. Da SPU {p} konsistent bzgl. SP ist, folgt SP eyt qo
wegen (4).

Wegen (5) folgt die Giiltigkeit von ¢ in Her(SP).
(2): == Ubung.

(3): Sei p ein X-Grundatom mit Her(SP')s = p. Dann gilt Her(SP') = p nach Lemma 6.1.2(2), also
SP’ tcus p nach Satz 4.2.7. Daraus folgt p Fgpr True nach Korollar 5.1.18. Die syntaktischen Bedingungen von
(3) implizieren — durch Induktion tiber die Lénge einer kiirzesten erfolgreichen SP’-Reduktion R von p —,
dass R eine SP-Reduktion ist. Damit gilt SP by p, also Her(SP) Ep. O

s Zeigen Sie, dass (2) und (3) auch implizieren, dass Her(SP’) vollstandig bzgl. ¥ ist!

Wir verbinden 6.1.5(3) mit Korollar 5.1.15 und Satz 5.2.9 und setzen dabei die in letzterem verlangte (kon-
fluente) Teilspezifikation mit der jetzt vorgegebenen Teilspezifikation SP gleich:34

Korollar 6.1.6 (Konsistenzkriterium) Sei SP’ = (X', AX') eine Extension von SP = (X, AX). SP’ ist
konsistent bzgl. SP, wenn SP konfluent ist, SP’ stark terminierend ist,

34Bitte nicht davon verwirren lassen, dass in Satz 5.2.9 umgekehrt die Teilspezifikation mit SP und die gesamte Spezifikation mit
S P’ bezeichnet werden!
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(1) die Zielsorte jedes Konstruktors von ¥’ \ ¥ zu ¥’ \ ¥ gehort,
(2) fiir alle Axiome ¢ = (f(t){=u} < H) von SP'\ SP f zu SP’\ SP gehort,
(3) fiir alle bedingten Gleichungen ¢, von AX'\ AX gilt:

(3.1) ¢ =1 und ¢ ist deterministisch oder

(3.2) jedes von ¢ und ) erzeugte Overlay ist ein induktives Theorem von SP.

Baut man eine Spezifikation als Folge von Extensionen auf, dann ist Konsistenz bzgl. der jeweils darunter-
liegenden Ebene eine iibliche Anforderung. Sie stellt insbesondere sicher, dass die Identitét aller Daten eines
initialen Modells Ini(SP) bei der Extension von SP zu SP’ erhalten bleibt: Seien ¢ und u ¥-Grundterme.

ISP — o Ini(SP) oy Her(SP) E=t=u Konsigten Her(SP)Et=u <« t/mEP) = niSP),

Vollsténdigkeit hingegen ist nicht immer erwiinscht. Sie schlieft nimlich aus, dass beim Ubergang von SP
nach SP’ ein Datenbereich um neue Elemente erweitert wird. Im Gegensatz zu 6.1.5(2) und (3) konnen die
Bedingungen des folgenden Satzes erfiillt sein, ohne dass SP’ vollstindig bzgl. ¥ ist.

5 Zeigen Sie, dass sowohl die Kriterien von 6.1.5(2) und als auch die von 6.1.5(3) implizieren, dass SP’
vollsténdig bzgl. SP ist!

Satz 6.1.7 (Konsistenzkriterium) Sei SP’ = (X', AX') eine Extension von SP = (3, AX). SP’ ist
konsistent bzgl. SP, wenn SP vollstandig ist, SP’ terminierend und konsistent ist,

(1) fiir alle Axiome ¢ = (f(t){=wu} < H) von SP'\ SP f zu SP’\ SP gehort,
(2) alle Axiome ¢ von SP (!) deterministisch sind und dabei alle in H vorkommenden Variablen zu V,, oder
Uses{Xs | NFs s = NFy s} gehoren, wobei H und V;, wie in Def. 5.2.8 definiert sind.

Beweis. Sei p ein ¥-Grundatom mit Her(SP') = p. Nach Voraussetzung folgt p Fsps True nach Korollar
5.1.18. Das folgende Lemma impliziert, dass jede erfolgreiche SP’-Reduktion von p bereits eine S P-Reduktion
ist. Demnach gilt p Fsp True, also Her(SP) = p. O

Lemma 6.1.8 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 6.1.7. Sei ¢ = (f(¢){= u} <« G) ein Axiom von SP
und o eine Grundsubstitution mit to € Ts, Go Fgp: True und (var(G) \ var(t))o C NFy/. Dann ist ¢o eine
3-Formel.

Beweis. G hat die Form t; = ug A« - - At,, = u, AH, wobei die Bedingungen von Def. 5.2.8 und 6.1.7(2) gelten.
Sei 1 < i < n. Wegen var(u;) C var(G) \ var(t) und (var(G) \ var(t))o C NFy ist u;o eine X'-Normalform.
Daher folgt t;o L)sp/ u;o aus Go Fgps True. Durch Induktion iiber ¢ zeigen wir, dass fiir alle 0 < i < n,
Vio aus X-Termen besteht (s. Def. 5.2.8). Voo C T folgt aus der Voraussetzung to € Tx. Sei i > 0. Wegen
t; € Ts(X) und var(t;) C V;_q liefert die Induktionsvoraussetzung ¢;0 € Ts. Da SP vollstindig ist, gibt es eine
3>-Normalform v mit t;0c =gp v. Deshalb und wegen t;o —~5¢pr uio sind v und w;o SP’-Aquivalent. Da beide
Terme Y’-Normalformen sind und SP’ konsistent ist, folgt v = u;o. Also ist u;o ein X-Term. Damit besteht
Vio = V;_10 Uvar(u;) aus X-Termen. Da alle frischen Variablen von ¢ zu V,, U H und alle Variablen von H zu
Vi oder U, {Xs | NFs s = NFsy o} gehoren, folgt aus V,,0 C Ty und to € Tk, dass ¢o eine ¥-Formel ist. O

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage, wann Her(SP) eine ¥-Struktur mit Komplementen ist

(siehe Def. 4.1.2). Ein weiteres Konsistenzkriterium ist namlich die Komplementabgeschlossenheit:

[KomplementabgeschIossenheitj

Definition 6.1.9 Eine Spezifikation SP = (X, AX) ist komplementabgeschlossen, wenn die
Komplementpridikate aller Pradikate von ¥ zu ¥ gehoren und das Herbrandmodell von SP eine
>-Struktur mit Komplementen ist.
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A A

Zeigen Sie, dass Her(SP) genau dann eine X-Struktur mit Komplementen ist, wenn fiir alle Pradikate
r:w € X mit Komplement und alle ¢ € T% ,, gilt:

SP l_cut ?(t) — SP |7(cut T(t) (1)

Wie spezifiziert man Komplementpriadikate? Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation, r : w € ¥ ein Pradikat,
r(t1) < ¢1,...,7(tn) < ¢p die Menge der Axiome fiir r und X; die Menge der Variablen von r(¢;) < ¢;. Wegen
der Fixpunkteigenschaft von Her(SP) (siche §4.2) ist die X-Formel

r(z) < ¢rax(z) (2)
ein induktives, also in Her(SP) giiltiges, Theorem von SP. Nach Definition von ¢, 4x (siche §4.2) ist dann

auch die Negation von (1):

-r(x) <~ /\ VX, (=t Vo) (3)
i=1
ein induktives Theorem von S P. So ergeben sich z.B. aus den Axiomen fiir sorted : list die induktiven SORTED-
Theoreme (siehe Bsp. 6.3.2):

sorted(L) <= L=[VIz:L=z:[]VIz,y,L':(L=z:y:L ANz <yAsorted(y:L")) (4)
—sorted(L) <= —L=[AVz:-L=x:[|AVa,y,L': (wL=z:y:L'V-z<yV-sorted(y:L")) (5)
Die rechte Seite von (5) ist dquivalent zu folgender Disjunktion:
dv,y, L' :(L=z:y: L' Ao >y)VIz,y, L' : (L=x:y: L' N-sorted(y: L')). (6)
Daraus lassen sich Hornaxiome fiir unsorted, das Komplement von sorted, bilden:

unsorted(x :y: L) < x>y
unsorted(x 1y : L) < wunsorted(y: L)

Tatséchlich lassen sich auf diese Weise immer aus den Axiomen fiir ein logisches Pradikat » Axiome fiir sein
Komplement 7 gewinnen, vorausgesetzt, die Negation von ¢, 4x ist dquivalent zu einer Disjunktion existenz-
quantifizierter Goals:

Satz 6.1.10 (Komplementkriterium I) Zu jedem logischen Préadikat r : w € ¥ gebe es in X ein logisches

Prédikat 7 : w derart, dafl o= 4 x logisch dquivalent zu —¢, 4x ist. Dann ist pher(SP

He'r'(SP).

) das relationale Komplement

von r

Beweis. Sei @ die von AX induzierte Schrittfunktion (siehe §4.2). Da Her(SP) ein Fixpunkt von @ ist,
erhélt man nach Definition von ® und Voraussetzung:

wriler = er Her(SP r
pHer(SP) _ y®(Her(SP)) _ ‘pRA)(( ) _ (Wpr,AX)He (SP)
Tsz\@fﬂsm = Ty, \r@HerSP) — g\ pHer(SP) O

6.2 Copradikate

Schon wére es, wenn (eine normalisierte Form von) =g, sx direkt Axiome fiir 7 liefern wiirde. Dann entfiele die
Voraussetzung von Satz 6.1.10 und Axiome fiir Komplementpriadikate kénnten automatisch aus den Axiomen
fiir die urspriinglichen Pradikate konstruiert werden. (2) zeigt aber, dass die Negation von ¢, 4x i.a. statt einer
Disjunktion existenzquantifizierter Goals (= Konjunktionen von Atomen) eine Konjunktion allquantifizierter
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Disjunktionen von (negierten) Atomen liefert. Das legt nahe, fiir die Axiomatisierung von Komplementpridika-
ten anstelle von Hornformeln einen “dualen” Formeltyp zu verwenden. Tatséchlich brauchen wir auf syntaktischer
Ebene nur den Implikationspfeil einer Hornformel umdrehen und erhalten einen neuen Typ von Axiomen, der
(nicht nur!) zur Spezifikation von Komplementpriadikaten geeignet ist:

[co—HornformeI, Spezifikation mit Copréidikaten]

Definition 6.2.1 Seien ¥ eine Signatur, r(¢) ein ¥-Atom und ¢ eine beliebige ¥-Formel. Dann
nennen wir

r(t) = ¢
eine Y-co-Hornformel fiir » und r ein Coprédikat.

¥ = (S, F, R) enthalte fiir alle s € S nicht nur das Gleichheitspriadikat =: ss, sondern auch sein
Komplement #: ss. Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation (siehe Def. 5.1.2) und
coAX eine Menge von ¥-co-Hornformeln r(t) = ¢ mit folgenden Eigenschaften:

(1) r kommt in AX nicht vor.
(2) t eine Normalform.

(3) Es gibt eine zu ¢ logisch dquivalente negations- und implikationsfreie ¥-Formel.

Dann ist SP = (X, AX U coAX) eine Spezifikation mit Coprédikaten. Die Menge EQys der
Kongruenzaxiome fiir ¥ (s. §5.1) wird fur jedes Copradikat r um die co-Hornformel

r(z1,...,xn) = (T1=yi A A2 =yn) = Y1, Yn))

erweitert. Eine 3-Struktur, die AX und coAX erfiillt, heisst SP-Modell.

A A

Da wegen 6.2.1(1) kein Priadikat von 3 sowohl Hornaxiome als auch co-Hornaxiome in SP haben kann,
nennen wir fortan nur noch diejenigen Relationssymbole von ¥ Pridikate, deren Axiome Hornformeln sind.

Das Herbrandmodell einer Spezifikation SP = (3, AX) mit Copradikaten interpretiert diese nicht als kleinste,
sondern als grofte Losung ihrer Axiome. Bedingung 6.2.1(3) garantiert die Monotonie der zugrundeliegenden
Schrittfunktion ¥ auf X-Herbrandstrukturen (s.u.). Sei B eine ¥-Herbrandstruktur. Analog zu Priadikaten ist
auch fiir Copridikate r U durch die AX-Definition von 7, ¢, 4x, definiert (vgl. §4.2):

r2(B) =def @EAX'

Hier ist ¢, ax allerdings eine Konjunktion allquantifizierter Formeln: Seien r(t1) = ¢1,...,7(tn) = ¢n die
co-Hornaxiome fiir » und X;, 1 <i < n, die Menge der Variablen von r(¢;) = ¢;, 1 <14 < n. Dann ist
n
OrAX  =def /\ VX (x =t = ¢i).
i=1
Damit ist sowohl fiir Pradikate als auch fiir Copradikate r die Konjunktion der Axiome fiir r zur Implikation
r(z) < ¢rax(x) bzw. r(z)= @, ax(z)

logisch dquivalent.

Grob gesagt interpretiert das fiir Spezifikationen mit Copradikaten erweiterte Herbrandmodell Copréadikate
nicht im kleinsten, sondern im groften Fixpunkt von ®. Da man aber nicht Teile einer Signatur in einer
Struktur und den Rest in einer anderen interpretieren kann, ibernehmen wir zur Interpretation der Pradikate
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das Herbrandmodell von Def. 4.2.6 und bilden zur Interpretation der Copréadikate eine zweite Schrittfunktion
U : K — K auf der Menge derjenigen Y-Herbrandstrukturen, deren Redukt auf die Pradikate mit jenem

Herbrandmodell iibereinstimmt:

[Herbra ndmodell mit Coprédikaten}

Definition 6.2.2 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation mit Copridikaten, coP die Menge der Copré-
dikate von X, coAX die Menge der co-Hornformeln von AX und K die Menge der 3-Herbrandstrukturen
B mit

Blsncop = Her(X\ coP, AX \ coAX).

Sei ¥ : K — K die von coAX induzierte Schrittfunktion, d.h. fiir alle B € K und r € coP ist

(B B
r ( ) —def @r,AXv

wobei r(t1) = ¢1,...,7(tn) = @, die co-Hornaxiome fiir r sind und X;, 1 < i < n, die Menge der
Variablen von r(t;) = @i, 1 <i <mn, ist.

Das Herbrandmodell von SP, Her(SP), ist der grofte Fixpunkt von W.

A A

Demnach ist eine konstruktorbasierte Spezifikation im Sinne von Def. 5.1.2 syntaktisch wie semantisch eine
Spezifikation mit Copradikaten, wobei die Menge der Copréadikate leer ist. Dementsprechend verwenden wir im
Folgenden den Begriff “konstruktorbasierte Spezifikation” auch fiir Spezifikationen mit Copradikaten.

> Zeigen Sie, dass Bedingung 6.2.1(3) die Monotonie von ¥ impliziert und deshalb nach Satz 4.2.10 einen
grofsten Fixpunkt hat!

In Def. 4.2.6 wurde das Herbrandmodell {iber den Schnittkalkiil eingefiihrt: Fiir Pradikate r gilt ein Grunda-
tom r(t) genau dann in Her(SP), wenn r(t) aus den Axiomen von SP ableitbar ist. Gibt es eine entsprechende
Charakterisierung von in Her(SP) giiltigen Grundatomen r(t), wenn r ein Coprédikat ist? Ja, wenn der Schnitt-
kalkiil so erweitert wird, dass auch (die fast beliebigen) Konklusionen von co-Hornformeln abgeleitet werden
konnen (vgl. Def. 4.2.5):

[erweiterter Schnittkalkﬂl}

Definition 6.2.3 Sei SP = (X, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation. Der (erweiterte)
Schnittkalkiil fiir SP besteht aus den folgenden Regeln zur Ableitung von -Formeln:

)
Axiome rue J firalle p € AX UEQxs
. 2 .
Instanziierung ——— || furallet € Ts(X)sort(a
Modus Ponens W [}
- @,
A-Einfiihrung (!
eAY
A-Eliminierung PAV PNV
@ G
... V@
V-Eliminierung U
¥
dx:p

J-Eliminierung

VI L€ Tomamm]

Fcut bezeichnet wieder die Inferenzrelation des Schnittkalkiils.



60 6 Strukturierungskonzepte

A A

Satz 6.2.4 Sei SP = (3, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation, P die Menge der Préadikate und coP
die Menge der Coprédikate von ¥ und A die folgendermafen definierte Y-Herbrandstruktur:

* Fiir alle Pradikate r € &, 74 =aef {t € Tx | True ey (1)}
* Fiir alle Copradikate r € 3, r4 =qef {t € Ty | 7(t) Yeour False}.

A stimmt mit Her(SP) iiberein.
Beweis. Sei A ein S P-Modell.

Sei 7 ein Pridikat von X. r#4 = rH#er(SP) ergibt sich aus der Definition des Herbrandmodells in §4.2. Sei
r ein Copridikat von . 74 ist in #7¢"(5P) enthalten, weil der (erweiterte) Schnittkalkiil fiir SP bzgl. jedes
SP-Modells, also auch bzgl. A, korrekt ist, d.h. r(t) Feyu False impliziert A |= r(t) = False, also A = —nr(t).
Umgekehrt ist 77¢7(5F) in r4 enthalten, weil Her(SP) das bzgl. der Grofe der Interpretation von r grofte
S P-Modell ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass A die Horn- und co-Hornaxiome von SP erfiillt. Sei r(t) < ¢ € AX und es
gelte A =, ¢ fir ein 0 : X — Tx. Nach Lemma 6.2.5(1) (s.u.) folgt True byt @o, also unter Verwendung
von Instanziierung und Modus ponens auch True ¢, r(t)o, d.h. A |=, r(t) nach Definition von r#. Also gilt
r(t) < ¢ in A. Sei r(t) = ¢ € AX und es gelte A = r(t)o fir ein 0 : X — Ty, also r(t)o eyt False nach
Definition von r4. Unter Verwendung von Instanziierung und Modus ponens folgt o /et False, d.h. A = go
nach Lemma 6.2.5(2) (s.u.). Also gilt 7(t) = ¢ in A. O

Lemma 6.2.5 Sei A wie in Satz 6.2.4 definiert. Dann gilt fiir alle Grundsubstitutionen o : X — Tx und alle
moglichen Préamissen ¢ von Hornaxiomen bzw. Konklusionen 1 von co-Hornaxiomen,

(1) AE o impliziert True by o,
(2) Ao impliziert o by False. O

& Zeigen Sie Lemma 6.2.5 durch Induktion iiber den Aufbau von ¢ bzw. 1!

= Die Regeln des erweiterten Schnittkalkiils wurden gerade so gewéhlt, dass Lemma 6.2.5 gilt. Welche
weiteren Regeln briuchte man, damit Lemma 6.2.5 auch fiir verallgemeinerte Hornaxiome r(t) < ¢ gilt, bei
denen ¢ eine beliebige negations- und implikationsfreie Y-Formel ist?

v Ein Hornaxiom r(¢) < ¢ ist nicht-rekursiv, wenn ¢ weder r noch ein von r abhingiges Pradikat
enthélt. Angenommen, alle Axiome fiir r sind nichtrekursiv. Wie lauten dann co-Hornaxiome fiir r, so dass die

Interpretationen von r als Pradikat bzw. Copradikat im Herbrandmodell iibereinstimmen?

Zuriick zu den Komplementpradikaten. Die Negation der A X-Definition eines Prédikates r liefert co-Hornaxiome
fiir 7. So ergeben sich aus (5) die folgenden Axiome fiir unsorted:

unsorted([]) = False
unsorted([x]) = False
unsorted(z :y: L) = (x<y = wunsorted(y:L)).

Die letzte Implikation erfiillt nur deshalb die Bedingung 6.2.1(3) an eine co-Hornformel, weil (bei geeigneter
Wahl der zugrundeliegenden Spezifikation) ihre Konklusion zur negations- und implikationsfreien Formel = >

y V unsorted(y : L) aquivalent ist.
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Satz 6.2.6 (Komplementkriterium II) Sei SP = (3, AX) eine konstruktorbasierte Spezifikation, r : w
ein Pradikat und 7 : w ein Copradikat 7 : w.

r(t1) < o1 Aq(u) r(vy)
T(tn) ~ Pn A dn (un) T(Uk)
seien die Axiome fiir r.
T(t1) = (g1 = q@(u)) 7(v1) = False
T(tn) = (pn = Gu(un)) 7(vg) = False

Her( Her(SP)

seien die Axiome fiir 7. Dann ist 7 SP) das relationale Komplement von r .

Beweis. Seien AX und coAX die Mengen der Hornaxiome bzw. co-Hornaxiome von SP und ® und ¥ die
von AX bzw. coAX induzierten Schrittfunktionen (siche §4.2 bzw. Def. 6.2.2). Da @5 coax logisch dquivalent
zu ~pr, ax und Her(SP) ein Fixpunkt von ® und ¥ ist, erhdlt man nach Definition von ® bzw. ¥:

piier = er Her(SP er
FHer(SP) _ zU(Her(SP)) _ ‘P?,coixx) _ (WJT,AX)H (SP)
Tz,w\soff&SP) - szw\ﬁb(Her(SP)) = wa\rHer(SP). a

1w Komplementieren Sie die Pridikate exists und forall aus Beispiel 6.3.2 geméfs Satz 6.2.6!

Satz 6.1.10 muss noch ergédnzt werden um Bedingungen, unter denen auch Gleichheitspradikate Komplemente
haben. Wie zu erwarten, sind mal wieder Konsistenz und Vollstandigkeit (im Sinne von Def. 5.1.8) die geeigneten

Bedingungen:

Satz 6.2.7 (Komplementkriterium IIT) Sei SP = (X, AX) eine funktionale Spezifikation. Fiir alle Sorten

s € 3 enthalte ¥ das Préadikat #: ss. Sind die folgenden Hornformeln die einzigen Axiome von SP, in denen #

vorkommt, dann ist £7¢"(SP) das relationale Komplement von =H¢"(5P),

(x1, ... xn) Zcy1,.-,yn) <= x Zy;  fir alle n-stelligen Konstruktoren ¢ € X und 1 <i<n (1)
c(z) £ d(y) fiir je zwei verschiedene Konstruktoren ¢,d € ¥ (2)

Beweis. Zu zeigen ist: Fir alle ¢,t' € Tx, gilt:

SProut#t <= SPWHost=t. (3)

“=" Wir wenden Satz 4.2.8 an und benutzen dazu die ¥-Herbrandstruktur A, die bis auf die folgende
Interpretation von # mit Her(SP) tibereinstimmt:

t#2% =gy SPWeut=t.

Ist A ein Modell von AX, dann gilt die =-Richtung von (3) nach Satz 4.2.8@ . Da (1) und (2) die einzigen
Axiome von SP sind, in denen # vorkommt, geniigt es zu zeigen, dass A genau diese Axiome erfiillt.

Seic: s1...8, = s ein Konstruktor von X, ti,t) € Tx ,, fir alle 1 < k < n derart, dass fiir ein 1 <i <n
At £, also SP lfeu t; = t] gilt. Da SP funktional ist, sind die eindeutigen Normalformen von ¢; bzw. ¢} ver-
schieden. Wéren die Terme c(t1, .. .,t,) und c(t},...,t,) SP-dquivalent, dann wéren auch c(nf(t1),...,nf(tn))
und c(nf(t}),...,nf(t),)) SP-aquivalent, also identisch, weil diese beiden Terme Normalformen sind. Das wi-
derspricht aber der Ungleichheit von nf(t;) und nf(t;). Damit ist gezeigt, dass A alle Axiome der Form (1)
erfiillt. Zeigen Sie analog, dass A alle Formeln (2) erfiillt.
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“&< Sei SP /ey t = ¢'. Dann sind die eindeutigen Normalformen nf(t) und nf(¢') von ¢ bzw. t’ verschieden
und lassen sich wie folgt zerlegen. Es gibt Normalformen u, v, v’, zwei verschiedene Konstruktoren ¢ und d sowie
x € var(u) mit nf(t) = ulc(v)/z] und nf(t') = u[d(v')/x]. Man sieht sofort (oder beweist durch Induktion tiber
die Grofe von u), dass sich die Ungleichung u[c(v)/z] # u[d(v")/x] mit dem Schnittkalkiil aus den Axiomen (1)
und (2) ableiten laft. Da Terme und ihre jeweiligen Normalformen S P-aquivalent sind, folgt sofort SP b, t #
t'. O

6.1.10
6.2.6
komplement-
6.2.7 O abgeschlossen [—> 6.2.9
/_ 6.].9
. T Y
vollstandig konfluent
5.1.8 5.1.10 6.1.7 relativ konsistent | _ | 6.1.5
o 6.1.4 |~ )
terminierend 1.5 e 15
5.1.10 5.2.6 529 o o
3) (2)
stark
terminierend
5.2.1
\ \
>:2:2 >:2.7 relativ vollstandig
6.1.4
orthogonal deterministisch
5.2.4 5.2.8

Figure 4. Volistindigkeits-, Konfluenz- und relative Konsistenzkriterien

Auch der Monotoniebegriff (siche Def. 6.1.4) muss an Spezifikationen mit Copradikaten angepasst werden:
Definition 6.2.8 Seien SP = (X, AX) und SP’ = (¥, AX’) konstruktorbasierte Spezifikationen und o :

Y — ¥/ ein Signaturmorphismus. SP’ ist monoton bzgl. (SP, o), wenn

e fiir alle Priadikate r von ¥ alle in Her(SP) giiltigen Grundatome auch in Her(SP’), gelten,
o fiir alle Copréadikate r von ¥ alle in Her(SP) ungiiltigen Grundatome auch nicht in Her(SP’), gelten.

Der Konsistenzbegriff von Def. 6.1.4 muss nicht gedindert werden und die auf Def. 6.1.4 folgenden Behaup-
tungen (A), (B) und (C) bleiben giiltig.

w Zeigen Sie, dass (B) giiltig bleibt!
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Satz 6.2.9 (Konsistenzkriterium) Seien SP = (X, AX) und SP’ = (¥, AX’) Spezifikationen und o :
3 — ¥/ ein Signaturmorphismus derart, dass SP und SP’ komplementabgeschlossen sind und ¢ Komplemente

erhalt, d.h. fiir alle Pradikate r € ¥ gilt: o(F) = o(r).
SP' ist konsistent bzgl. (SP, o), wenn Her(SP'), ein SP-Modell ist.

Beweis. Sei r(t) ein ¥-Grundatom. Wir miissen zeigen:

(1) Her(SP'), =r(t) = Her(SP)=r(t), falls r ein Priadikat von ¥ ist,
(2) Her(SP)Er(t) = Her(SP'), Er(t), falls r ein Copradikat von X ist.

(1) Sei r ein Pridikat und Her(SP) }~ r(t). Dann gilt Her(SP) | 7(t). Da Her(SP'), nach Vor. eine
Losung von EQx U AX ist, Her(SP) aber die kleinste dieser Losungen, folgt Her(SP'), |= 7(t), also

Her(SP') | o(F(t)) = o@)(o(t)) = a(r)(a(t).

Daraus folgt Her(SP') = o(r)(o(t)) = o(r(t)), d.h. Her(SP'), [~ r(t).
(2) Sei r ein Coprédikat und Her(SP'), & r(t), also Her(SP’) = o(r(t)) = o(r)(o(t)). Dann gilt

Her(SP') | o(r)(o(t)) = o(T)(o(t)) = o((t),

also Her(SP'), = 7(t). Da Her(SP’), nach Vor. eine Losung von EQyx, U AX ist, Her(SP) aber die grofite
dieser Losungen, folgt Her(SP) = 7(t), also Her(SP) Er(t). O

6.3 Parametrisierung

Extensionen erlauben den schrittweisen hierarchischen Aufbau von Spezifikationen. Bestimmte Sorten, Funk-
tionen oder Pradikate kénnen in mehreren Modulen durchaus unter verschiedenen Namen verwendet werden,
da sich mithilfe von Signaturmorphismen bereits auf syntaktischer Ebene prazisieren laft, welche Komponenten
einer Signatur denen einer anderen entsprechen sollen. Jeder als Spezifikation beschriebene Modul hat seine
eindeutige Semantik (initiales oder Herbrandmodell). Bildet ein Signaturmorphismus die Signatur ¥ auf die Si-
gnatur ¥’ ab, dann werden ¥’-Strukturen durch o-Redukte und o-Restriktionen als X-Strukturen interpretiert
(s. Def. 6.1.1).

Signaturmorphismen sind auch das formale Mittel, um Parameterspezifikationen zu aktualisieren und da-
mit solche programmiersprachlichen Konzepte wie Polymorphie, Parametrisierung und Generizitédt im
Spezifikations-Kontext zu realisieren. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Spezifikationen beschreibt eine
Parameterspezifikation keinen Entwurf, sondern nur eine Reihe von Anforderungen an mogliche Entwiirfe, die
den moglichen Aktualisierungen des Parameters entsprechen. Dementsprechend sind wir bei den syntaktischen
Bedingungen an eine Parameterspezifikation sehr liberal. Der Signaturbegriffbleibt derselbe. Die Axiome einer
Parameterspezifikation konnen aber beliebige prédikatenlogische Formeln {iber der Parametersignatur sein.

[pa rametrisierte Spezifikation]

Definition 6.3.1 Eine (formale) Parameterspezifikation PAR = (PX, PAX)[SP,...,SP]
besteht aus einer Menge PY. von Signaturelementen, einer Menge PAX pradikatenlogischer Formeln
und k& > 0 konstruktorbasierten Spezifikationen SP; = (¥;, AX;), 1 < i < k, den konstanten
Teilspezifikationen von PAR derart, dass

k
S(PAR) =45 P U )%
i=1
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eine Signatur und
k

AX(PAR) =4 PAXU U AX;
i=1
eine Menge von X(PAR)-Formeln ist.
Eine ¥(PAR)-Struktur A mit Gleichheit ist ein Parametermodell von PAR, wenn sie AX(PAR)
erfillt und fiir alle 1 <14 < k, das ¥;-Redukt von A isomorph zum initialen Modell von SP; ist (siehe
Def. 5.1.6).

Eine parametrisierte Spezifikation PSP = (X, AX)[PAR;,..., PAR,] besteht aus einer Menge
3 von Signaturelementen, einer Menge AX von Hornformeln und n > 0 Parameterspezifikationen
PARq,...,PAR, derart, dass

Y(PSP) =45 B U U > (PAR;)

i=1
die Signatur und AX die Axiomenmenge einer konstruktorbasierten Spezifikation ist.

Fiir alle 1 <i < n sei A; ein Parametermodell von PAR;. Die semantische Aktualisierung von
PSP durch Ay, ..., A, ist die konstruktorbasierte Spezifikation (X, AX)[A1, ..., A,], deren Signatur
aus ¥ und allen Elementen von A U---U A, aufgefasst als Konstanten (nullstellige Konstruktoren),
und deren Axiomenmenge aus AX und allen Gleichungen f(a) = f4i(a) und logischen Atomen r(b)
mit f,r € X(PAR;), a € A; und b € r4i fiir ein 1 < i < n besteht.

Ein induktives Theorem von PSP ist ein induktives Theorem aller semantischen Aktualisierungen
von PSP (siehe §4.2).

PSP ist (relativ) konsistent bzgl. einer konstruktorbasierten Spezifikation SP, wenn alle Aktua-
lisierungen von PSP konsistent bzgl. SP sind (siehe Def. 6.1.4).

A

ohne Parameterspezifikationen. In diesem Fall ist ¥(PSP) = ¥ und AX(PSP) = AX.

Insbesondere ist eine konstruktorbasierte Spezifikation SP = (3, AX) eine parametrisierte Spezifikation

In Def. 6.3.1 konnen (PX, PAX) oder (X, AX) Symbole enthalten, die in PY bzw. ¥ nicht deklariert sind,

so dass dies keine kompletten Signaturen im Sinne von Def. 3.5 sind. Das werden sie erst durch Hinzunahme

der Signaturen der konstanten Teilspezifikationen von PAR bzw. der Parameterspezifikationen von PSP. So
entstehen gerade die Signaturen Y.(PAR) bzw. X(PSP).

von PSP durch parametrisierte Spezifikationen ersetzt (siche Def. 6.3.4).

Verkniipfungen zur Verfiigung:

BOOL
sorts bool
constructs true, false :— bool
defuncts not : bool — bool
and, or : bool x bool — bool
vars b : bool
axioms not(false) = true

not(true) = false
false and b= false

Bei der syntaktischen Aktualisierung von PSP mit einem aktuellen Parameter werden die formalen Parameter

Beispiel 6.3.2 Die folgende konstruktorbasierte Spezifikation stellt Boolesche Werte und aussagenlogischer
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true and b =b
false or b=b

true or b = true

Die einfachste Parameterspezifikation besteht aus einer Sorte mit Gleichheitspriadikat und deren Komple-
ment:

NEQ(s)
sorts S
preds =,Z£sXs
axioms rZy <= -(z=y)

NEQ(s) wird zu einer Parameterspezifikation mit konstanter Teilspezifikation erweitert:3

TRIV(s)[BOOL| where TRIV(s) = NEQ(s) and
defuncts eq,neq : s X s — bool
Horn axioms eq(z,y) =true < z=y

eq(z,y) = false < xz#vy

neq(z,y) =true < x#y

neq(z,y) = false < z=y

Laut Def. 6.3.1 ist jedes Modell A von TRIV(s)[BOOL| mit Gleichheit und Alsmoor) = Ini(BOOL) ein
Parametermodell von TRIV(s)[BOOL)].

TRIV(s) wird zu einer Parameterspezifikation mit Ordnungsrelationen auf s erweitert:

ORD(s)[BOOL] where ORD(s) = TRIV(s) and

functs min, max : s X s — s

preds < ., >, <, Z :1s8Xs

vars T,y 8

axioms min(z,y) =x < v<y
min(z,y) =y < y<uz

Die folgende parametrisierte Spezifikation verwendet TRIV(s)[BOOL]| als Parameterspezifikation und list
als neuen Sortenkonstruktor:3°

LIST[TRIV(s)[BOOL]| where LIST =
sorts list(s)
constructs [| :— list(s)
s xlist(s) — list(s)
Ay.not(eq(z,y)) : s = (s = bool)

35Der Operator and bezeichnet die komponentenweise Vereinigung von (partiellen) Spezifikationen. Er ist der Spezifikationssprache
CASL [17] entlehnt. where kapselt wie in Haskell lokale Definitionen, hier von Spezifikationen.
36Finige Sortenkonstruktoren haben eine feste Bedeutung (siche §6.6).
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defuncts

preds

vars

Horn axioms

[[]:s—list(s)

s list(s) x list(s) — list(s)

reverse : list(s) — list(s)

exists, forall : (s — bool) x list(s) — bool

eq : list(s) x list(s) — bool

filter : (s — bool) x list(s) — list(s)

remove : s X list(s) — list(s)

apply : ((s = bool) x s) — bool

€ s xlist(s)

¢ s xlist(s)

x,y:s L, L' :list(s) f:s— bool

[z] =]

[+—+L=L

(z:L)++L =x: (L++L)

reverse([]) = |

reverse(x : L) = reverse(L) ++[z]

exists(f,[]) = false

exists(f,x : L) = f(x) or exists(f, L)
forall(f,[]) = true

forall(f,z : L) = f(x) and forall(f, L)

eq([], []) = true

eq([l,x : L) = false

eq(x : L,[]) = false

eq(x: Lyy: L") = eq(x,y) and eq(L, L")
filter(f,]1) = [

filter(f,x : L) =« : filter(f,L) < f(x)=true
filter(f,x : L) = filter(f,L) < f(x)= false
remove(x, L) = filter(A\y.not(eq(z,y)), L)
apply(Ay.not(eq(z,y)),y) = not(eq(z,y))
zey:L <« x=yvVeel

z ¢

r¢y:L < cs#£yhax ¢l

6 Strukturierungskonzepte

Die folgende parametrisierte Spezifikation erweitert LIST[TRIV(s)[BOOL]] zu einer Spezifikation geordneter

Listen:

SORTED|ORD(s)[BOOL|] where SORTED = LIST and

preds

Horn axioms

sorted : list(s)

sorted([])

sorted(x : [])

sorted(z :y: L) < x <yAsorted(y: L)

Die folgende Erweiterung von LIST[TRIV(s)[BOOL]] fithrt Funktionen zwischen verschiedenen Listentypen

ein:

MAPLIST|TRIV (s)[BOOL|,TRIV(s')[BOOL]| where MAPLIST = LIST and

defuncts

map : (s — §') x list(s) — list(s')
concatMap : (s — list(s")) x list(s) — list(s')
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vars x:s L:list(s) f:s—8 g:s—list(s)
Horn axioms map(f,[]) =]

map(f,z: L) = f(x) : map(f, L)
concatMap(g, []) = ||
concatMap(g,x : L) = g(x) ++concatMap(g, L)

FEine weitere parametrisierte Spezifikation mit mehreren Kopien derselben Parameterspezifikation:

FUNCOMP[NEQ(s),NEQ(s'),NEQ(s")] where FUNCOMP —

constructs o (o) x(s—=8)=>(s—8")

defuncts apply : ((s = §") x s) = "

vars z:5 f:5s—8 g:s —s"

Horn arioms  apply(go f.z) = g(f(x)) ¥ )

Bis auf sorted entsprechen alle Funktionen und Préadikate von Beispiel 6.3.2 Standardfunktionen von Haskell,
wobei die Pradikate als Boolesche Funktionen implementiert sind.

5 Programmieren Sie die definierten Funktionen und Priadikate von SORTED[ORD(s)[BOOL]] in Haskell!

Besondere Beachtung verdienen die gesternten Zeilen, wo Konstruktoren funktionaler Sorten benutzt werden.
Den hier als Konstruktorkonstante deklarierten Ausdruck Ay.not(eq(x,y)) bezeichnet man als A-Abstraktion.
A-Abstraktionen sind Konstruktoren zur Bildung funktionaler Objekte. Zur Auswertung von A-Abstraktionen,
die Funktionen des Typs s — s’ darstellen, benotigt man die Funktion apply : (s — §') x s — ', die solche
Funktionen auf Argumente der Sorte s anwendet und die jeweiligen Funktionswerte der Sorte s’ liefert. Anstelle
eines Terms apply(t,u) schreibt man in der Regel t(u). Ist t eine A-Abstraktion, dann nennt man t(u) eine
A-Applikation. Mehr zu A-Termen in §6.5.

Sei PSP = SP[PAR;,..., PAR,] eine parametrisierte Spezifikation. Nach den Definitionen 4.2.6 und 6.3.1
ist eine X(PSP)-Formel ¢ ein induktives Theorem von PSP, wenn fiir alle 1 < ¢ < n und alle Parametermodelle
A; von PAR;

Her(SP[Ay,...,A]) E ¢

gilt. Als Verallgemeinerung von Satz 4.2.7 ergibt sich daraus das folgende Kriterium zum Beweis induktiver
Theoreme von PSP:

Lemma 6.3.3 Sei SP = (X, AX), PSP = SP[PARy, ..., PAR,] eine parametrisierte Spezifikation, CAX
die Menge der Axiome konstanter Teilspezifikationen von PAR;U- - -UPAR,, und ¥’ die Signatur einer beliebigen
semantischen Aktualisierung von PSP. Eine X (PSP)-Formel ¢ ein induktives Theorem von PSP, wenn fiir alle
o0 : X — Tx @o ein induktives Theorem der konstruktorbasierten Spezifikation SP' =45 (¥/,CAX U AX)
ist. 4

3’ enthalt also Elemente von Parametermodellen. Deren Eigenschaften konnen im Beweis von ¢ aber nicht
verwendet werden, weil die entprechenden Axiome f(a) = f4i(a) bzw. r(a) (siche Def. 6.3.1) in SP’ fehlen. Nur
die Axiome konstanter Teilspezifikationen formaler Parameter (CAX) sind verfiighar. Obwohl der Beweis von
@ in einer semantischen Aktualisierung von PSP gefiihrt wird, kdnnen nur Eigenschaften benutzt werden, die in
jeder Aktualisierung gelten. Prinzipiell gilt das zwar fiir alle Axiome von PSP, aber nur die von AX und CAX
sind in jedem Fall Hornformeln und lassen sich daher im Rahmen einer Schnittkalkiil- oder Narrowing-Ableitung

anwenden.

Spezifikationen sollen unabhéngig voneinander entworfen werden kénnen und nur iiber ihre Schnittstellen
Daten, Funktionen und Pradikate austauschen. Folglich weichen die Signaturen aktueller Parameter haufig von
der Signatur des formalen Parameters ab. Der Zuordnung aktueller zu formalen Parametern dienen Signatur-
morphismen (siehe Def. 6.1.1). Sie beschreiben die Aktualisierung syntaktisch:
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konstruktorbasiert

SPi

\ konstruktorbasiert

PARk = (PZ,PAX)I...,SPi,...] . . Her(AKTk)
Parameterspezifikation ok AKTK Interpretiert Parametermodell

Y

(Z,AX)I...,PARK,...]
parametrisierte Spezifikation

Y

(Z,AX)[...,Her(AKTK),...]
semantische Aktualisierung

}
ok ——>()

konstruktorbasiert

Y
(Z,AX)...,0k,...[...,AKTk,...] ’

syntaktische Aktualisierung

konstruktorbasiert

Figure 5. Parametrisierung und Aktualisierung durch konstruktorbasierte Parameter

[syntaktische Aktualisierung]

Definition 6.3.4 Seien SP = (¥, AX) und
PSP = SP[PAR,,...,PARy, PAR1,...,PAR,], PSPy, ..., PSPy

parametrisierte Spezifikationen. Fir alle 1 < i < k sei PY; die Menge der Signatursymbole von
PAR;, die nicht zu einer konstanten Teilspezifikation von PAR; gehoren, und o; : PY; — X(PSP;)
ein Signaturmorphismus. Die parametrisierte Spezifikation

oo [PSPy, ..., PSPL|[PARks1,. .., PAR,] =405 (X', AX')[PARgy1,..., PAR,)]

mit
k k
Y =ar | JE(PSP)U0i(E) und AX' =4 | J(AX(PSP;) Uoi(AX))
i=1 i=1
heiftt Verklebung (amalgamation) von PSP mit PSPy ..., PSP} oder syntaktische Aktualisie-
rung von PSP durch PSPq,..., PSPy entlang o1 ..., 0, wobei 0;, 1 < i < k, folgendermafen auf
Y. fortgesetzt wird:
- 0;(s) = s fiir alle unstrukturierten Sorten s € %,
- 0i(s(s1,...,8n)) = s(0i(s1),...,0:(sy)) fiir alle strukturierten Sorten s € ¥,

- oi(f:w—s)=f:0/(w) = oi(s) fiir alle Funktionssymbole f € X,
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- oi(r:w) =r:o0;(w) fir alle Pradikate r € . Q4

A A

Beschrankt man die Modelle aktueller Parameterspezifikationen auf Herbrandmodelle, stellt sich die Frage,
ob das Herbrandmodell einer syntaktischen Aktualisierung mit semantischen Aktualisierung durch die Her-
brandmodelle der aktueller Parameterspezifikationen iibereinstimmt. Wir betrachten den Fall, dass k = n ist
und PSPq,..., PSP, und damit auch die Verklebung von PSP mit PSPq,..., PSP, unparametrisierte, also
konstruktorbasierte, Spezifikationen sind:

Satz 6.3.5 (Aquivalenz syntaktischer und semantischer Aktualisierung) Seien
PSP = SP[PAR;,...,PAR,]

eine parametrisierte Spezifikation, SP;, ..., SP, konstruktorbasierte Spezifikationen und o4,..., 0, Signatur-
morphismen wie in Def. 6.3.4 derart, dass fiir alle 1 < i < n Her(SP;)|,, ein Parametermodell von PAR; ist.

Dann gilt:
Her(SP[Her(SPi)|s,,...,Her(SP,)|s,]) = Her(SP,, . o.[SP,...,SP,)]). Q

6.4 Refinement

Zuriick zu den in §6.1 eingefiihrten Begriffen. In objektorientierter Terminologie sind Extensionen einer Spezi-
fikation SP Erben von SP. Neue Axiome in SP’ fiir eine Funktion f € SP entsprechen einer Redefinition
von f. Sie konnen dazu fithren, dass SP’ nicht konsistent bzgl. SP ist (s. Def. 6.1.4).

Ahnlich der Vererbung dienen Extensionen und Signaturmorphismen auch dazu, einen Softwareentwurf ver-
tikal zu strukturieren. Man spricht dann von einer Verfeinerung (Refinement) oder abstrakten Im-
plementierung. Eine “abstrakte” Spezifikation SP = (X, AX) wird durch eine “konkrete” SP' = (X', AX")
verfeinert, wenn es einen Signaturmorphismus rep : ¥ — Y/ gibt, der zwei Bedingungen erfiillt:

Verfeineru ng] v

Definition 6.4.1 Seien SP = (X, AX) und SP’ = (X', AX') Spezifikationen und rep : ¥ — ¥/ ein

Signaturmorphismus, genannt Reprisentationsmorphismus. SP’ ist eine Verfeinerung von SP

entlang rep, wenn

(1) das Refinement-Modell Her(SP'),., ein SP-Modell ist,
(2) SP’ konsistent bzgl. (SP,rep) ist.

A A

Die zweite Bedingung verhindert insbesondere, dass in SP unterschiedene Daten im Refinement-Modell
gleichgesetzt werden. Sie gilt genau dann, wenn es einen monotonen -Homomorphismus
Her(SP')rep abs, Ini(SP) = Her(SP)/=sp

gibt. abs heift Abstraktionshomomorphismus der Verfeinerung. Damit folgt aus dem Homomorphiesatz
4.1.4(1), dass (2) genau dann gilt, wenn der Quotient des Refinement-Modells Her(SP’),., nach dem Aquiva-

lenzkern von abs isomorph zum initialen Modell von SP ist, kurz:
Her(SP')rep/ ~aps = Ini(SP)

(siehe Def. 4.1.2). ~gps wird Gleichheitsinterpretation der Verfeinerung genannt, weil die Isomorphie zwi-
schen Her(SP'),ep/~ und Ini(SP) bedeutet, dass die Gleichheit im abstrakten Modell Ini(SP) der Aquivalenz
~apbs im Refinement-Modell entspricht.
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w Folgern Sie die logische Aquivalenz zwischen Bedingung 6.4.1(2) und der Existenz von abs aus Lemma
4.1.9!

= Zeigen Sie, dass abs surjektiv ist!

Zusammengefafit stimmt also das Herbrandmodell von SP’ modulo der Symbolzuordnung rep, modulo
der Restriktion auf Y-erzeugbare Daten und modulo dem Aquivalenzkern von abs mit dem initialen Modell

von SP iiberein.
Das Konsistenzkriterium 6.2.9 liefert sofort ein Kriterium fiir Verfeinerungen:

Korollar 6.4.2 (Refinementkriterium) Seien SP, SP’ und rep wie in Def. 6.4.1. Sind SP und SP’

komplementabgeschlossen, gilt rep(7) = rep(r) fiir alle Pradikate r € ¥ und ist Her(SP’);p ein SP-Modell,
dann ist SP’ eine Verfeinerung von SP entlang rep. O

konkrete Spezifikation abstrakte Spezifikation
SP' |« rep SP [« interpretiert Ini(SP)
erweitert
SP1 interpretiert ist Modell von abs <‘:> isomorph zu
aktualisiert
i Her(SP") Redukt Her(SP')|rep Restriktion Her(SP')rep Abstraktion Her(SP')rep/ ~ abs
SPO Refinement-Modell

Figure 6. Syntax und Semantik von Verfeinerungen

Beispiel 6.4.3 (MAP implementiert STACK) Die folgende Verfeinerung im Sinne von Def. 6.4.1 dient
oft als Benchmark fiir formale Refinement-Ansétze verwendet. Keller werden implementiert als Paare, bestehend
aus einem Feld (= Funktion mit endlichem Definitionsbereich) und einem Zeiger auf das zuletzt eingetragene
Element. Die Kelleroperationen werden entsprechend verfeinert. Wir beginnen mit einer parametrisierten Versi-
on der Spezifikation STACK aus Beispiel 5.1.4, die das Komplement der stack-Gleichheit enthélt (siehe Beispiel
6.3.2):

SP = STACK|NEQ(entry)] where STACK =
sorts stack(entry)
constructs ():= 1+ entry
Just : entry — 1+ entry
empty :— stack(entry)
push : entry x stack(entry) — stack(entry)
defuncts top : stack(entry) — 1+ entry
pop : stack(entry) — stack(entry)

preds %: stack(entry) x stack(entry)
vars x :entry s: stack(entry)
Horn axioms top(empty) = ()

pop(empty) = empty
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top(push(z, s)) = just(x)
pop(push(z,s)) = s
Axiome fiir # geméfs Satz 6.2.7

MAPINEQ(index),NEQ(entry)| where MAP =
sorts map(index, entry)
constructs index : index — index + entry
entry : entry — index + entry
new :— map(index, entry)
upd : index X entry x map(index, entry)

— map(index, entry)

defuncts get : map(index, entry) X index — index + entry
preds Z: map(index, entry) X map(index, entry)

#: (index + entry) x (index + entry)
vars 1,7 rindex x:entry f:map(index,entry)
axioms get(new, i) = index (1)

get(upd(i,a, ),1) = entry(z)
get(upd(i, x, f),j) = get(f.j) < i#j
Axiome fiir # geméf Satz 6.2.7

71

“update”

Die Herbrandmodelle der Aktualisierungen von MAP|NEQ (index), NEQ(entry)] liefern leider keine eindeu-
tigen Représentationen von Feldern. Das ist fiir die hier behandelte Verwendung von MAP als Verfeinerung

aber auch irrelevant. Zu einer addquateren Modellierung von Feldern vgl. §6.4.

Der Repriisentationsmorphismus rep bildet alle S P-Symbole bis auf die folgenden auf sich selbst ab:

rep(l) = nat,
rep(stack(entry)) = map(nat,entry) X nat,
rep(=: stack(entry) x stack(entry)) = ~: (map(nat,entry) x nat) x
rep(#: stack(entry x stack(entry)) = : (map(nat, entry) X nat) x

Es folgt die Verfeinerung als Extension einer Aktualisierung des ersten

MAP|NEQ(index),NEQ(entry)| durch NAT (siehe Def. 6.3.4):

SP" = MAP 4t /indes|INAT|[NEQ(entry)| and
defuncts () := nat + entry
just : entry — nat + entry
empty :— map(nat, entry) x nat

push : entry X (map(nat, entry) x nat) — map(nat, entry) X nat

top : map(nat, entry) X nat — nat + entry

pop : map(nat, entry) X nat — map(nat, entry) x nat

preds #: (map(nat, entry) x nat) x (map(nat, entry) x nat)
copreds ~: (map(nat, entry) x nat) x (map(nat, entry) x nat)
vars i,j:nat x:entry f:map(nat,entry) s,s’ :map(nat,entry) X nat

axioms () = index(0)

just(x) = entry(x)
empty = (new,0)

push(z, s) = (upd(suc(i), z, f), suc(i)) <«
top(f,i) = get(f, i)
pop(f,i) = (f,i—1)

s~ s = top(s) =top(s’) A pop(s) ~ pop(

s=(f,1)

s')

(map(nat, entry) X nat),

(map(nat, entry) x nat).

Parameters

von
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sbs << top(s) #top(s')
st s’ <= pop(s) 2 pop(s’)

SP und SP’ sind orthogonal und terminierend, also nach Kor. 5.2.7 konfluent. Da beide Spezifikationen
vollstdndig sind, sind sie nach Kor. 5.1.15 auch konsistent, also funktional. Demzufolge sind nach Satz 6.2.7
£Her(SP) ypd £Her(SP) die Komplemente von =H2¢7(5P) bz, =Her(SP)  Die duale Version des Satzes 6.2.6,
mit deren Hilfe man Komplemente von Coprédikaten als Pradikate spezifizieren kann, liefert die Komplemen-
teigenschaft von £Her(SP) pygl ~Her(SP'),

Nach Lemma 6.1.2(2) und Korollar 6.4.2 ist SP’ eine Verfeinerung von SP entlang rep, wenn die folgenden

rep-Bilder der Axiome von SP induktive Theoreme von SP’ sind:

—_

top(empty) = ()

push(x, s)) = just(x)

bS]

(
top(
pop(empty) ~ empty
pop(push(z, s)) ~ s
empty + push(zx, s)
push(z, s) 7t empty
push(z, s) £ push(y,s’) < xZy
push(z,s) % push(y,s’) <= sos

s~ S

= W

(=2}

oo

=~~~/
o ot

=]

s~s « s ~s

—_
—_

s~ & s~s NS ~5"

(
top(s)
pop(s) ~ pop(s') < s~s

push(z,s) ~ push(z,s’) < s~

—
w

=top(s’) <« s~s
!

—
W~ )
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—
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Da die Relation ~ im Herbrandmodell von SP’ als grofite Losung ihres Axioms interpretiert wird und der
Aquivalenzabschluss von ~7¢"(5F") dieses Axiom ebenfalls erfiillt, gelten die Formeln (9)-(11) in Her(SP’).

= Fiihren Sie dieses Argument néher aus!

Die Konjunktion von (13) und (14) ist zum Axiom fiir ~ #quivalent. Es bleiben also (1)-(8) und (12) zu
zeigen. Die folgenden Narrowing-Ableitungen von (1)-(4) und (12) wurden wieder mit Ezpander2 [31] erstellt.
Die Ableitung von (4) verwendet das Lemma

upd(i,z, f),j) ~ (f,j) < i>j,  (15)

dessen Beweis wir in Beispiel 7.3.1 fiihren werden.

top(empty) = nothing (1)
Narrowing the preceding formula leads to
top((new,0)) = nothing

Narrowing the preceding formula leads to
top((new,0)) = index(0)

Simplifying the preceding formula leads to

top(new,0) = index(0)
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Narrowing the preceding formula leads to
get(new,0) = index(0)

Narrowing the preceding formula leads to
index(0) = index(0)

Simplifying the preceding formula leads to

True

top(push(x,s)) = just(x) (2)

Narrowing the preceding formula leads to

Any f i:(top((upd(suc(i),x,f),suc(i))) = just(x) & s = (£,1))
Narrowing the preceding formula leads to

Any £ i:(top((upd(suc(i),x,f),suc(i))) = entry(x) & s = (£,1))

Simplifying the preceding formula leads to

Any f i:(top(upd(suc(i),x,f),suc(i)) = entry(x) & s = (£,1))
Narrowing the preceding formula leads to
Any f i:(get(upd(suc(i),x,f),suc(i)) = entry(x) & s = (£,1))

Narrowing the preceding formula leads to

Any f i:((entry(x) = entry(x) | get(f,suc(i)) = entry(x) & suc(i) =/= suc(i)) &
s = (£,1))

Simplifying the preceding formula (7 steps) leads to

Any £ i:(s = (£,1))

Applying the theorem

True ===> Any f i:(s = (£,1))

at position [] of the preceding formula leads to

A1l s0:(Any £2 i2:(s0 = (£2,i2))) ==> Any f i:(s = (£,1))

Simplifying the preceding formula leads to

pop(empty) ~ empty (3)
Applying the axiom resp. theorem

empty = (new,0)

at positions [1],[0,0] of the preceding formula leads to

pop((new,0)) ~ (new,0)
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Simplifying the preceding formula leads to
pop(new,0) ~ (new,0)

Applying the axiom resp. theorem

pop(f,i) = (f,pred(i))

at position [0] of the preceding formula leads to
(new,pred(0)) ~ (new,0)

Applying the axiom resp. theorem

pred(0) = 0

at position [0,1] of the preceding formula leads to
(new,0) ~ (new,0)

Simplifying the preceding formula leads to
-- Anwendung von (9)

pop(push(x,s)) ~ s (4)
Applying the axiom resp. theorem

push(x, (£,i1)) = (upd(suc(i),x,f),suc(i))

at position [0,0] of the preceding formula leads to

Any f i:(pop((upd(suc(i),x,f),suc(i))) ~ (£,i) & s = (£f,i))
Simplifying the preceding formula leads to

Any f i:(pop(upd(suc(i),x,f),suc(i)) ~ (£f,i) & s = (£,1))
Applying the axiom resp. theorem

pop(f,i) = (f,pred(i))

at position [0,0,0] of the preceding formula leads to

Any f i:((upd(suc(i),x,f),pred(suc(i))) ~ (£f,i) & s = (f,1))
Applying the axiom resp. theorem

pred(suc(i)) = i

at position [0,0,0,1] of the preceding formula leads to
Any £ i:((upd(suc(i),x,f),i) ~ (£,i) & s = (£f,1))

Applying the theorem

(upd(i,x,£),j) = (£,j) <===1i > j

at position [0,0] of the preceding formula leads to

6 Strukturierungskonzepte
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Any f i:(suc(i) > 1 & s = (£,1))

Applying the axiom resp. theorem

suc(i) > i

at position [0,0] of the preceding formula leads to
Any f i:(True & s = (£,1))

Simplifying the preceding formula leads to

Any f i:(s = (£,1))

Applying the theorem

True ===> Any f i:(s = (f,1))

at position [] of the preceding formula leads to
A1l s0:(Any £2 i4:(s0 = (£2,i4))) ==> Any f i:(s = (£,1))

Simplifying the preceding formula leads to

s 7 s’ ==> push(x,s) ~ push(x,s’) (12)
Applying the axiom resp. theorem
s 7 s’ ===> top(s) = top(s’) & pop(s) ~ pop(s’)

at position [1] of the preceding formula leads to

(s ~ s’ ==> top(push(x,s)) = top(push(x,s’))) &
(s ~ s’ ==> pop(push(x,s)) ~ pop(push(x,s’)))

The reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

top(push(x,s)) = entry(x) (2)
at position [0,1,0] of the preceding formula leads to

(s ~ s’ ==> entry(x) = top(push(x,s’))) &
(s © s’ ==> pop(push(x,s)) ~ pop(push(x,s’)))

The reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

top(push(x,s)) = entry(x)

at position [0,1,1] of the preceding formula leads to
s 7 s’ ==> pop(push(x,s)) ~ pop(push(x,s’))

The reducts have been simplified.

A transitivity axiom at position [1] of the preceding formula leads to

75
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-- Anwendung von (11)
s 7 s’ ==> Any z0: (pop(push(x,s)) ~ z0 & z0 ~ pop(push(x,s’)))

Applying the theorem
pop(push(x,s)) ~ s 4)
at position [1,0,0] of the preceding formula leads to

s s’ ==> s

pop (push(x,s?’))

The reducts have been simplified.

A transitivity axiom at position [1] of the preceding formula leads to
-- Anwendung von (11)

s 7 s’ ==> Any z1:(s ~ z1 & z1 ~ pop(push(x,s’)))

Applying the theorem

pop(push(x,s)) ~ s (4)

at position [1,0,1] of the preceding formula leads to

True

> Zeigen Sie (5)-(11)!
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= Wie ist der Abstraktionshomomorphismus dieser Verfeinerung definiert (siche Def. 6.4.1)7 &

Beispiel 6.4.4 (STACK implementiert SYMTAB) Auch das folgende ist ein wiederholt zur Illustration
von Verfeinerungsmethoden verwendetes Beispiel. Hier geht es um die Implementierung von Symboltabellen,

oder allgemeiner: blockstruktierten Abbildungen, durch Keller, deren Elemente Felder im Sinne von MAP (s.o.)

sind. Im Unterschied zu Bsp. 6.4.3 besteht hier die Abstraktion von der implementierenden hin zur implemen-

tierten Spezifikation nicht in der Gleichsetzung von Daten, sondern in einer echten Restriktion des implementie-

renden Datenbereichs. Zumindest eins seiner Elemente, ndmlich der leere Keller, implementiert nichts. Formal
ausgedriickt, Her(SP’) ., ist hier eine echte Unterstruktur von Her(SP’)|,.p (siehe Def. 6.4.1, 6.1.1 und 4.1.2).

Zunéchst die (parametrisierte) Symboltabellenspezifikation:

SP = SYMTABI|NEQ(index),NEQ(entry)] where SYMTAB =
sorts symtab(index, entry)
constructs ()= 1+entry
just : entry — 1+ entry
init :— symtab(index, entry)
enter : symtab(index, entry) — symtab(index, entry)

add : index x entry x symtab(index, entry) — symtab(index, entry)

defuncts leave : symtab(index, entry) — symiab(index, entry)
retrieve : symtab(index, entry) X index — 1 + entry

preds %: symtab(index, entry) x symtab(index, entry)

vars 1,7 rindex x:entry s:symitab(index, entry)

Horn axioms leave(init) = init

leave(enter(s)) = s

leave(add(i, x, s)) = leave(s)
retrieve(init,i) = ()
retrieve(enter(s), i) = retrieve(s, )
retrieve(add(i, z,s),i) = just(x)
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retrieve(add(i, z, s), j) = retrieve(s,j) < 1 Z£ ]
Axiome fiir # geméfs Satz 6.2.7

Es folgt die Verfeinerung als Extension der Aktualisierung (des Parameters NEQ(entry)) von STACK|[NEQ(entry)]
durch MAP(NEQ(index),NEQ(entry)) (sieche Beispiel 6.4.3):

SP" = STACK,ap(index,entry) jentryIMAP(NEQ(index ) NEQ(entry))| and
defuncts init :— stack(map(index, entry))
enter : stack(map(index, entry)) — stack(map(index, entry))
add : index X entry x stack — stack(map(index, entry))
leave : stack(map(index, entry)) — stack(map(index, entry))

retrieve : stack(map(index, entry)) x index — 1 + entry

preds #: stack(map(index, entry)) x stack(map(index, entry))
vars i,7 index x:entry [ :map(index,entry) s: stack(map(index,entry))
axioms init = push(new, empty)

enter(s) = push(new, s)

add(i, x, empty) = empty

add(i, x, push(f,s)) = push(upd(i,z, f), s)

leave(empty) = empty

leave(push(f, empty)) = push(f, empty) (©)
leave(push(f, push(g, s))) = push(g, s)

retrieve(empty, i) = ()

retrieve(push(new, s),i) = retrieve(s, 1)

retrieve(push(upd(i, x, f), s),1) = just(x)

retrieve(push(upd(i, x, f), s), j) = retrieve(push(f,s),j) < i#j
Axiome fiir # geméif Satz 6.2.7

Wie im Beispiel 6.4.3 sind SP und SP’ sind orthogonal und terminierend, also nach Kor. 5.2.7 konfluent. Da
beide Spezifikationen vollstdndig sind, sind sie nach Kor. 5.1.15 auch konsistent, also funktional. Demzufolge
sind nach Satz 6.2.7 2Her(SP) ynd £Her(SP) die Komplemente von =Her(SP) by, =Her(SP'),

Der Reprisentationsmorphismus rep bildet symtab auf stack und alle anderen SP-Symbole auf sich selbst
ab. Im Gegensatz zu Beispiel 6.4.3 ist hier das Refinement-Modell Her(SP’),., eine echte Restriktion des rep-
Reduktes von Her(SP’): Jeder nur aus Funktionen von SP zusammengesetzte stack-Term ist SP’-dquivalent
zu einer Normalform der Gestalt push(f, s), reprisentiert also einen nichtleeren Keller. Damit ist nach Lemma
6.1.2(2) und Korollar 6.4.2 SP’ eine Verfeinerung von SP entlang rep, wenn alle mit rep iibersetzten Instan-
zen von SYMTAB-Axiomen, die stack-Variablen durch Terme der Form push(f,s) substituieren, induktive
Theoreme von SP’ sind.

wr Zeigen Sie, dass Her(SP') Axiom (A) erfiillt! Zeigen Sie, dass Her(SP’) Axiom (A) nicht erfillt, wenn
man Axiom (C) durch
leave(push(f, empty)) = empty

ersetzt!
1w Welche Terme von Her(SP’) enthélt Her(SP'),ep nicht?
1= Zeigen Sie mithilfe von Lemma 6.1.2(2), dass Her(SP’),p, aber nicht Her(SP’), Axiom (B) erfiillt!
wr Zeigen Sie mithilfe von Lemma 6.1.2(2), dass Her(SP’),., alle Axiome von SP erfiillt! &

Beispiel 6.4.5 (MAP implementiert HEAP) Ein Heap ist ein binirer Baum, der sich so als Feld
darstellen 14fst, dass alle Knoteneintrége auf benachbarte Feldelemente abgebildet werden. Die folgende Heaps-
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pezifikation stellt neben den Bin&rbaumkonstruktoren die Funktion heapify zur Verfiigung, die einen Heap in

einen strukturgleichen, aber partiell geordneten Heap umwandelt (vgl. Beispiel 7.4.4):

SP = HEAP[ORD(entry)|] where HEAP =

sorts
constructs

defuncts
vars

Horn axioms

bintree(entry)

mt :— bintree(entry)

_# #  :bintree(entry) x entry X bintree(entry) — bintree(entry)

heapify, sift : bintree(entry) — bintree(entry)

x,y,z:entry T1,T2,T3,T4 : bintree(entry)

heapify(mt) = mt

heapify(T1#x#T2) = sift(heapify(T1)#x#heapify(T2))

sift(mt) = mt

sift(mt#xH#mt) = miFa#mt

sift((mt#y#mt)#aH#mt) = (mtfy#mt)#ae#mt < z <y

sift((m#ty#mt)#aH#mit) = (mit#aH#Emt)#y#mt < x>y

sift (T1#y#T2) o (T34 2A4T)) = (T1Hy#T2) #at (T3H#24T4)
= z<yNhNz<z

sift (T1#y#T2) o (T34 2A4T4)) = sift(T1H#a#T2)Hy# (T3H#24T4)
< rz>yANy<z

sift (T1#y#T2) (T34 2A4T4)) = (T1Hy#T2) 4o H sift(T34a4T4)
= T>zANYy>z2

In den restlichen Fillen ist das Argument von sift kein Heap:

sift(mtfa#(T1#y#T2)) = mt

sift(T1H#x#T2)#y#T3)#2#mt) = mt

sift (T1H#Hx#(T2H#y#T3))#2#mt) = mt

~—~ o~~~

sift 14kt den Eintrag = der Wurzel eines Heaps so lange in diesen “einsinken”, bis er auf einen Knoten trifft,

dessen direkter Nachfolger grofer als x sind. heapify(T) wendet sift auf alle Teilbdume von 7" an und macht T

so zum partiell geordneten Baum.

«— >

n
2n 2n+1 e

L] .

«

Q 2n 2n+1

Figure 7. Vom Feld zum Heap und zuriick.

Die Refinementspezifikation implementiert zunichst die Heapkonstruktoren durch Feldfunktionen. Die de-

finierten Funktionen heapify und sift werden dann — modulo dieser Datenstrukturtransformation — durch die

gleichen Algorithmen implementiert, die schon in HEAP zur Spezifikation von heapify bzw. sift verwendet wur-

den. Dazu bendtigen wir noch die Riickiibersetzung heap2map von Heaps in Felder.

SP" = MAP 4t /indes|NAT|[ORD (entry)| and
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defuncts mt : (— nat, entry)map(nat, entry)
_# #  :map(nat,entry) X entry x map(nat, entry) — map(nat, entry)
heapify, sift : map(nat, entry) — map(nat, entry)
shift : (nat — nat) X map(nat, entry) — map(nat, entry)
_+ _:map(nat, entry) x map(nat, entry) — map(nat, entry)
91,92, h1, ho : nat — nat
vars i,j,k :nat x,y,z:entry f, f1, fa,9 : map(nat, entry) h:nat — nat
axioms mt = new
fi#x# fo = upd(1, z, shift (g1, f1) + shift(gz, f2))
shift(h, new) = new
shift(h,upd(i, z, f)) = upd(h(i), z, shif¢(h, f))
new+ f=f
upd(i,z, f) + g = upd(i,z, f + g)
gk)=k+2 = k=24 AVrs: (k=2"+s=71<i)37
Gk)=k+2F = k=24 AVrs: (k=2"+s=1r<1)
heapify(new) = new
heapify(upd(i, z, f)) = sift(heapify(shift(ha, f))#x#heapify(shift(ha, f)))
hi(k)=k—-2" < k=214 AVrs: (k=2"T+s=17 <)
ha(k)=k -2 « k=2%142045 A Vrs: (k=211 42" 4 5= 17 <)
sift(new) = new
sift(upd(i, z,new)) = upd(i, x, new)
sift(upd(i, x, f)) = upd(i,z, f) <= [f=upd(2x*i,y,new) Az <y
sift(upd(i, x, f))
sift(upd(i, x, f))
sift (upd(i, 7, 1))

= upd(i,y, upd(2 * i, z,new)) < f=upd(2x*i,y,new) Az >y
upd(i,z, f) < f=upd2x*i,y,upd(2*i+1,z,9)) Ne <yAhzx<z
upd(i,y, upd(2 * i + 1, z, sift(upd(2 x i, x, f))))
< f=upd2xi,y,upd2xi+1,z,9)) ANz >yAy <z
sift(upd(i, x, f)) = upd(i, z, upd(2 x i, y, sift(upd(2 x i + 1, z, f))))
< f=upd2xi,y,upd2xi+1,z,9))Nx >z Ay >z
Ubersetzung der 3 Fille, in denen das Argument von sift kein Heap ist:
sift(upd(i, z, f)) = new < get(f,2x*1) =index(j) A f=upd(2xi+1,y,9)
sift(upd(i, z, f)) = new <= get(f,2xi+1) =index(j) A f = upd(2 *i,z,upd(4d *i,y,g))
sift(upd(i, z, f)) = new < get(f,2xi+1) =index(j) A f = upd(2 *i,z,upd(d*i+1,y,9))

Z? )

Der Reprisentationsmorphismus rep bildet bintree auf map und alle anderen SP-Symbole auf sich selbst ab.
Die Implementierungsaxiome wurden &hnlich den in Kapitel 8 abgeleiteten Programmen aus dem Beweis von
Anforderungen an sie hergeleitet. Die Anforderungen sind hier die Axiome von HEAP. Sie miissen ja im Refi-
nementmodell Her(SP'),.p gelten, damit SP’ eine Verfeinerung von HEAP ist.

Wie in Beispiel 6.4.4 gehoren auch hier nicht alle Elemente des SP’-Herbrandmodells zum Refinementmodell
Her(SP')pep: Jeder nur aus definierten Funktionen von SP’ zusammengesetzte Grundterm der Sorte map ist
zu einer Normalform der Gestalt

upd(1, 21, upd(2, 2, . .., upd(n, T, new)...))

SP’-dquivalent. Damit ist nach Lemma 6.1.2(2) und Korollar 6.4.2 SP’ eine Verfeinerung von SP entlang
rep, wenn alle mit rep iibersetzten Instanzen von HEAP-Axiomen, die map-Variablen solche Normalformen
zuordnen, induktive Theoreme von SP’ sind.

Der Heapsort-Algorithmus iiberfiihrt zunéchst ein Feld mithilfe von heapify in die Felddarstellung eines

37Keine Hornformel, liefe sich aber unter Verwendung einer Hilfssuchfunktion in eine solche umwandeln.
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partiell geordneten Baums T'. Da dessen Wurzel das kleinste Element unter allen Knoteneintrégen von T enthalt,
wird dieser Knoten aus T entfernt und zum ersten Element des sortierten Feldes. Das — bzgl. der Feldposition —
grofste Blatt von T" wird zur neuen Wurzel von T und mithilfe von sift so lange “nach unten geschoben”, bis sein
Eintrag von Nachfolgereintriagen nicht mehr iiberschritten wird. Der Baum 7' hat jetzt einen Knoten weniger
und seine Wurzel enthélt das zweitkleinste Element des Ausgangsfeldes. Hat T' n Knoten, dann terminiert der
Algorithmus nach maximal n Iterationen des eben beschriebenen Schrittes mit einer sortierten Permutation des
Ausgangsfeldes. Als Erweiterung von SP’ lautet der Heapsort-Algorithmus wie folgt:

HEAPSORT = SP’ and
constructs () :— 1+ nat
just : nat — 1+ nat
defuncts heapsort,loop : map(nat, entry) — map(nat, entry)
remove : map(nat, entry) x nat — map(nat, entry)
maxindex : map(nat, entry) — 1 + nat
axioms heapsort(f) = loop(heapify(f))
loop(new) = new
loop(upd(i, z, new)) = upd(i, z, new)
(i,z, ) = upd(i, z, loop(sift (upd(suc(i),y, remove(f, k)))))
< maxindex(f) = just(k) A get(f, k) = entry(y)

remove(new, i) = new

loop(upd

remove(upd(i, z, f),1) = f

remove(upd(i, x, f), j) = upd(i, x,remove(f,j)) < iZ£]
maxindex(new) = ()

mazindex(upd(i, z, f)) = just(i) < mazxindex(f) = ()
mazindex(upd(i, z, f)) = just(max(i,k)) < mazindex(f) = just(k)

Obwohl heapsort hier vollstindig spezifiziert ist, geniigt es, die Korrektheit des Algorithmus’, d.h. die Giiltigkeit
der Formel
sorted(heapsort(f)) A heapsort(f) ‘ist eine Permutation von* f

nur fiir die o.g. im Refinementmodell vorkommenden Normalforminstanzen von f zu zeigen. Spezifikationen des
Sortiertheitspradikates und der Permutationsrelation (auf Listen!) findet man in den Beispielen 6.3.2 bzw. 7.2.6.

8

6.5 Ausnahmen und Nichtdeterminismus

Die Spezifikation MAP von Feldern (siehe Beispiel 6.4.3) liefert ein Herbrand-Modell, in dem mehrere indqui-
valente Grundnormalformen dasselbe Feld représentieren. So sind upd(i, z, f) und upd(i, z, upd(i,y, f)) nicht
MAP-#quivalent, obwohl beide Terme fiir dasselbe Feld stehen, weil die letzte Anderung von f an der Stelle i
alle vorangegangenen Updates dieser Stelle {iberschreibt. In §6.1 haben wir Copréidikate eingefiihrt, zundchst
um Komplementpridikate zu spezifizieren. Eine Axiomatisierung der MAP-Aquivalenz als Copridikat 16st auch
das eben beschriebene Problem. Wir erweitern MAP um das Coprédikat ~: map x map und das co-Hornaxiom

Die Interpretation von ~ im Herbrandmodell als grofste Relation, die dieses Axiom erfiillt (siehe Def. 6.2.2),
flihrt dazu, dass nicht nur die beiden o.g. Terme dquivalent sind, sondern auch alle anderen Grundnormalformen,
die dasselbe Feld reprisentieren. Genauer gesagt, Her(M AP) erfiillt folgende Aquivalenzen:

upd(i, z, upd(i,y, f)) ~ upd(i,z, f)
upd(i, x,upd(j,y, f)) ~ upd(j,y,upd(i,x, f)) < i#j
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Her(SP') ~Her(MAP)

i Zeigen Sie analog zum Beweis der Aquivalenzeigenschaft von ~ in Beispiel 6.4.3, dass

eine Aquivalenzrelation ist!

Ein anderes Beispiel fiir eine Klasse von Aquivalenzrelationen, die sich einfach als Copridikate spezifizieren
lakt, sind starke Aquivalenzen, die die Identitéit der Elemente eines Summanden einer zweistelligen Summensorte
erhalten, jedoch alle Elemente des anderen Summanden gleichsetzen soll. Die index + entry-Komponente des
Abstraktionshomomorphismus in Beispiel 6.4.3 hat z.B. eine starke Aquivalenz als Aquivalenzkern: Er bildet
néamlich alle Grundnormalformen der Gestalt index(t) auf index(0) ab, diejenigen der Gestalt entry(t) bleiben

jedoch erhalten.

[starke Aquivalenz}

Definition 6.5.1 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation und s+ s’ eine Summensorte von ¥ mit zwei
Konstruktoren def : s — s+ &' fiir “definierte” Werte und undef : s’ — s+ ¢’ fiir “undefinierte”
Werte oder Ausnahmen (exceptions).>® Wir erweitern SP um das Copriidikat ~: (s+ ') x (s + ')
und die co-Hornaxiome

rry = (x=def(2)) = z=y),

rry = (y=def(y) = z=y).

Die Interpretation von ~ im Herbrandmodell (der Erweiterung) von SP heifit starke S P- Aquivalenz.

A A

w Zeigen Sie analog zum Beweis der Aquivalenzeigenschaft von ~Her(SP ) in Beispiel 6.4.3, dass ~Her(SP)

eine Aquivalenzrelation ist!

1 Zeigen Sie, dass im Herbrandmodell von SP folgende Aquivalenz gilt:

zry < (z=y V (3z:x=undef(z) A 3 z:y=undef(2))).

Gleichheitspradikate werden verwendet, um Funktionen zu axiomatisieren. Umgekehrt werden in den co-
Hornformeln, die eine Aquivalenzrelation axiomatisieren, Funktionen verwendet: top und pop in Beispiel 6.4.3,
get in MAP und def in den Axiomen fiir ~. Dies ist neben der Komplementspezifizierbarkeit eine weitere
Dualitét zwischen Préadikaten und Coprédikaten.

[Striktheit, Regularitéit]

Definition 6.5.2 Sei SP = (3, AX) eine Spezifikation wie in Def. 6.5.1. Ein Funktionssymbol
fis1 X+ x5, > s+s €Xist strikt, wenn fiir alle 1 <i <n

[y, an) = def(y) = 3y: i = def(y)
in Her(SP) gilt. f ist regulér, wenn fiir alle 1 <i<n
fx1,.. xn) =def(y) NIz = undef(2) = Va: f(xr,... 21,2, Tit1,...,2,) = def (y)
in Her(SP) gilt. Ein Pradikat r : w € ¥ ist regulér, wenn fiir alle 1 <i <mn
r(xy,...,zpx) A z:x; =undef(z) = Va:r(xy,. ..., 8i—1,2,Tit1,-..,Tpn)

gilt. SP ist regulér, wenn alle Funktionssymbole und alle logischen Priadikate von ¥ regulér sind.

38Letztere werden durch die starke Aquivalenz gleichgesetzt.
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A A

Liefert eine Funktion f einen “definierten” Wert, obwohl sie auf ein “undefiniertes” Argument angewendet
wurde, dann bedeutet Regularitit, dass f an dieser Stelle immer denselben Wert liefert. Nichtstrikte regulére
Funktionen projizieren ihre Argumente auf einzelne Komponenten, oft in Abhéngigkeit von den Werten anderer
Komponenten. Im folgenden Beispiel ist der Konstruktor fiir Ausnahmewerte nullstellig. Deshalb bezeichnen

wir ihn wie iiblich mit ().

REGULAR = TRIV(s) and

constructs ():—=1+s
def :s—1+s
() :—= 14 bool
def : bool — 1 + bool
defuncts m,ma: (14+8)x(1+s)—=1+s

_and_, _or_:(1+bool) x (14 bool) — 1+ bool
if then else: (14+0bool) x (1+s)x (1+s)—=1+s

vars z,y:1+s b:1+ bool
axioms m(z,y) =«

ma(z,y) =y

()and b= ()

def (true) and b =b

def (false) and b = def (false)
()orb=1()

def (true) or b = def (true)

def (false) or b=10b

if () then x else y = ()

if def (true) then x else y = x
if def(false) then x else y =y

Im Gegensatz zu strikten Funktionen erlauben reguldre Funktionen das recovering von einem undefinier-
ten zu einem definierten Wert. Allerdings unterscheidet eine regulére Funktion nicht zwischen verschiedenen

Ausnahmen, sondern weist allen denselben Funktionswert zu.

Die Unterscheidung zwischen definierten und undefinierten Werten induziert die folgende flache Halbord-

nung im Herbrandmodell von SP:

t < u gy t=spuV 3t :t=gpundef(t') NI u' :u=gp def(u)).

== Zeigen Sie folgende Behauptungen:

(1) Beziglich der flachen Halbordnung ist eine Funktion genau dann regulér, wenn sie monoton ist (oder auch

stetig, weil hier Monotonie mit Stetigkeit zusammenfallt).
(2) Jede aus reguldren Funktionen zusammengesetzte Funktion ist regulér.

(3) Eine starke Aquivalenz ~: ss ist mit einer Funktion f : s — s’ € X oder einem Priidikat r : s € ¥
vertraglich, wenn f bzw. r regulér ist.
(4) = ist genau dann mit = vertriglich, wenn (die Interpretationen von) =~ und = (in Her(SP)) miteinander

ubereinstimmen.

Wegen (3) und der Aquivalenzeigenschaft von =~ erlaubt Regularitiit die Faktorisierung von Her(SP) nach

~Her(SP) Um diese Relation zu einer S-sortierten zu machen, setzen wir &~ auf allen Sorten von ¥ aufer s + s’
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mit = gleich. Der Quotient

Strong(SP) =gef Her(SP)/%HeT(SP)
unterscheidet sich vom initialen Modell Ini(SP) (siehe Def. 5.1.6) dadurch, dass zwei Terme gleichgesetzt
werden, wenn sie S P-dquivalent sind oder zu einer Ausnahmesorte gehoren.

Leider gilt Lemma 5.1.7 nicht Strong(SP) anstelle von Ini(SP). Zumindest die Axiome von SP sollten aber
auch von Strong(SP) erfiillt werden. Das wird durch die Regularitit der Funktionen und Pridikate von SP

garantiert.

w Zeigen Sie, dass Strong(SP) ein SP-Modell ist, wenn alle Funktionen und logischen Priadikate von X

regular sind!

(4) legt nahe, dass starke Aquivalenzen i.a. nicht mit Gleichheitspridikaten vertriiglich sind. Immerhin sind

sie Bisimulationen bzgl. Gleichheitspridikaten:
Bisimulation v

Definition 6.5.3 Sei ¥ = (S, F, R) eine Signatur, —: s’ € R und A eine 3-Struktur. Eine S-
sortierte Relation ~ C A x A ist zickzack-vertriglich mit — oder eine Bisimulation bzgl. —,
wenn fiir alle a,b € A; und a’, b’ € Ay gilt:

a~bAa—=4d = Vb2V Ad ~Y,
a~bAb=AY = Fd:a—oYd Ad ~V.

A A

In der Regel bezeichnen s und s’ Zustandsmengen und —: ss” die Ubergangsrelation eines Transitionssystems.
Handelt es sich um ein mit Ereignissen, Eingaben, Ausgaben, etc. markiertes Transitionssystem, dann ist s eine
Produktsorte, z.B. s = state x lab, wobei state als Zustandsmenge und lab als Markierungsmengen interpretiert
wird (siehe §9.1).

w (A) Zeigen Sie, dass jede mit — vertrédgliche reflexive Relation mit — zickzack-vertraglich ist!

w (B) Zeigen Sie, dass jede =gp umfassende Aquivalenzrelation ~ C Tx mit = zickzack-vertréiglich ist!
(Damit ist insbesondere die Interpretation einer starken Aquivalenz ~: ss im Herbrandmodell mit =: ss zickzack-

vertréglich.)

w (C) Zeigen Sie, dass die Interpretation von —: ss’ im Quotienten A/ ~:
cl %A/NCQ e dJa1€cr:Taz€caian %Aaz

(siehe Def. 4.1.2) durch

[ai] =AM oy g dJaz €cr:ay -4 ay

ersetzt werden kann, wenn ~ mit r : ss’ zickzack-vertréiglich ist!
i (D) Sei A eine X-Struktur. Zeigen Sie, dass eine Relation ~ C A x A genau dann mit —: ss’ zickzack-

vertriglich ist, wenn ~ mit dem Funktionssymbol f_, : s — set(s’) vertriglich ist, wobei set(s’) und f_, wie
folgt interpretiert und ~ wie folgt auf Potenzmengen fortgesetzt wird: Sei a € A; und M, N C A,.

Aset(s’) —def @(AS')a
fAla) =aeg {a'|a—="d},
M~N <4y (MaeM3IbeN:a~b)A(WbeNdacM:an~b).

Funktionen eines Typs s — set(s’) bezeichnet man auch als nichtdeterministische Funktionen des Typs
s— s
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w (E) Folgern Sie aus (D), dass ~ genau dann mit einer Funktion f : s — s’ vertréiglich ist, wenn ~ mit
dem Graphen von f (siehe Def. 5.1.19) zickzack-vertriglich ist!

= (F) Wie lautet die Interpretation von f_, im Quotienten A/ ~7?

1w (G) Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von Bisimulationen wieder eine Bisimulation ist und folgern Sie
daraus, dass es eine grofte Bisimulation (bzgl. einer festen Relation —) gibt!

w (H) Zeigen Sie, dass die grofte Bisimulation eine Aquivalenzrelation ist!

Im Zusammenhang mit Zustandsdquivalenzen werden wir uns in §9.2 noch einmal mit Bisimulationen befas-
sen.

6.6 Partiell-rekursive Funktionen

Partiell-rekursive Funktionen sind partielle Funktionen, deren Definitionsbereich nicht entscheidbar sein muss.
Hierzu gehoren z.B. die Interpreter iterativer oder rekursiver Programme, die bekanntlich vor ihrer Ausfiihrung
nicht auf ihre Termination hin gepriift werden koénnen (Halteproblem). Hat eine partielle Funktion jedoch
einen entscheidbaren Definitionsbereich, dann kann man sie auf einfache Weise totalisieren, indem man ihr an
den undefinierten Stellen besondere Werte zuweist. Zur Darstellung der erweiterten Wertebereiche haben wir
Summensorten verwendet. Mithilfe der CPO-Theorie (s. §2.2) lassen sich auch partiell-rekursive Funktionen
mit unentscheidbarem Definitionsbereich totalisieren. Das basiert auf einer Variante des Fixpunktsatzes von
Kleene (4.2.11), die anstelle eines vollstdndigen Verbandes nur einen CPO verlangt. Die Schrittfunktion &
transformiert hier nicht Relationen, sondern Funktionen, hin zur Fixpunktsemantik keines logischen, sondern
eines funktionalen Programms. Dazu muss ®, wie in Satz 4.2.11 verlangt, (aufwérts-)stetig sein. Axiomatisiert
man diese Konstruktion mit Hornformeln, dann stellt sich heraus, dass die Stetigkeit der oben definierten
Regularitéit entspricht.

Ausgangspunkt ist die Spezifikation SP einer partiellen Funktion f :w — s:

f(tl) = Uy <= H1
(1)
f(tk) = wu, < Hj.

Die Partialitiit zeigt sich darin, dass SP nicht (stark) terminierend ist: Es gibt keine Reduktionsordnung >
mit der Eigenschaft, dass alle SP-Reduktionen >-absteigend sind (siehe Defs. 5.1.10 und 5.2.1).

Die Axiomatisierung der Fixpunktsemantik von f mit Hornformeln konnte wie folgt aussehen. Zunéchst
setzen wir voraus, dass die Bedingungen Hi, ..., Hy keine rekursiven Aufrufe von f enthalten. Dann {ibersetzen
wir (1) in Axiome fiir eine Approximationsfunktion [’ : nat x w — 1+ s, die der von einem logischen
Programm induzierten Schrittfunktion entspricht (siehe §4.2):

fOz) = ()
fl(suc(n),t1) = v <= H
f(suc(n),ty) = wvp < Hy.

Hierbei erhélt man v; aus w;, indem man alle Teilterme h(f(t)) von u; mit h # f durch A-Applikationen
(X(x).h(z))(f'(n,t)) ersetzt (siche §6.6)3° Hat u; die Form f(t), dann wird zunichst u; durch f(n,t) ersetzt.

39st h : s — s, dann ist die Funktion (A(z).h(z)) : 1 +s — s’ definiert durch: (A(z).h(z))((y)) = h(y). Die unterstrichenen

Klammern bezeichnen die Einbettung (_):s — 1+ s.
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Die Axiome fiir f verwenden die Approximationsfunktion f:

y <= fl(n2) =(y)
flz) = () < Vn: fl(n,z) = ().

AXy soll f als Funktion auf Her(SP) spezifizieren. Dazu miiite ESP = (X U {f}, AX U AXy) konsistent
bzgl. SP sein. Nach Korollar 6.1.6 ist das der Fall, wenn

(1) SP konfluent ist,
(2) ESP stark terminierend ist,

(3) fiir alle ¢ € AX gilt, dass ¢ deterministisch ist oder das von ¢ und ¢ erzeugte Overlay ein induktives
Theorem von SP ist,

(4) alle von je zwei verschiedenen Axiomen von AXy erzeugten Overlays induktive Theoreme von SP sind.

Eine mithilfe von Satz 5.2.2 konstruierte Reduktionsordnung fiir SP ist auch eine Reduktionsordnung fiir ESP,
weil f weder auf der rechten Seite noch in der Prédmisse eines Axioms von AX; vorkommt. Damit wére (2)
erfiillt. (4) folgt aus der Unldsbarkeit der Konjunktion von 3n,y : f'(n,z) = (y) und Vn : f'(n,z) = () im
Herbrandmodell von SP. Das vom zweiten Axiom von AX; mit sich selbst erzeugte Overlay hat die Konklusion
() = (), erfiillt also (3). Das vom ersten Axiom mit sich selbst erzeugte Overlay lautet:

W =) < fma)=wAfho) =) ()
Demnach bleibt zu zeigen, dass (5) ein induktives Theorem von SP ist.

Sei 0 : X — Tx eine Losung der Pramisse von (5) in Her(SP) und seien mo und no 0.B.d.A. Normalformen,
also natiirliche Zahlen. Im Fall mo = no gilt f'(mo,z0) =gp f'(no,z0), also auch (yo) =gp (y'o). O.B.d.A.
sei mo < no. Dann gibt es einen Term ¢ ohne Vorkommen von () sowie zwei Reduktionen

fl(mo,xz0) —=sp t[()/2] und  f'(no,zo) ——sp t[u/z].
Kommt z in ¢ nicht vor, dann ist ¢[()/z] = t[u/z], also auch
(yo) =sp f'(mo,z0) =sp t[()/2] = tu/z] =sp f'(no,x0) =sp (y'0). (6)

Andernfalls nehmen wir an, dass ¢ aus reguldren Funktionen zusammengesetzt ist (siche Def. 6.5.2). Wegen
f'(mo,zo) = (yo) gilt dann Her(SP) = t[()/z] = tlu/z] fiir alle u € Ts sor¢(z). Analog zu (6) erhilt man
(yo) =sp (y'o). Also ist (5) in Her(SP) giiltig, und fiir die relative Konsistenz von ESP bzgl. SP bliebe zu
zeigen, dass S P stark terminierend und konfluent ist.

6.7 Strukturierte Sorten und \-Terme

So wie implizit in jeder Spezifikation Gleichheitsrelationen vorausgesetzt werden, macht man in der Regel auch
implizite Annahmen {iber die Interpretation der Sortenkonstruktoren +, x und —-:

[Sorten konstruktoren, )\—Terme]

Definition 6.7.1 Seien SP = (X, AX) eine Spezifikation und s1, $3, . . ., 5, Sorten von X. Eine Sorte
der Form s1 X - - - X s,, heiftt Produktsorte. Eine Sorte der Form s; + - - - + s, heifit Summensorte.
Eine Sorte der Form s; — so heiftt funktionale Sorte.

Fiir jede Produktsorte sy X --- X s, € X, n > 2, enthélt ¥ implizit den Tuplung genannten einzigen
(1) Konstruktor

(,eey ) i81...8, =81 X+ X 8
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und die Projektionen genannten definierten Funktionen 7; : 51 X -+ X 8,, = 8;, 1 <4 < n, mit den
Axiomen

m1(T1,. .., Tn) = X1,

Tn(T1, - Tn) = Tn.

Fiir jede Summensorte s; + -+ + s, € X, n > 2, enthélt ¥ implizit die Injektionen genannten
einzigen (!) Konstruktoren k; : s; = $1 4+ -+ + sp, 1 < i < n. Die Verwendung von Summensorten

induziert eine Sortenordnung:

s<s g4 esgibt Injektionen K1 : s — $1,K2 1 1 — S2,..., Kyt Sp_1 — S
Sei s < ¢’ Dann nennt man s eine Untersorte von s’ (siehe §4.1). Die Sortenordnung wird wie folgt
auf X-Strukturen A fortgesetzt: Seia € A; und b € Ay .

a<“b <=g esgibt Injektionen k1, ..., K, mit K, (... (k1(a))...) = b.

Fiir jede funktionale Sorte s; — so € ¥ enthélt ¥ implizit die (definierte) Applikationsfunktion
apply : (81 = $2) X 81 — Sa.

Jedes Funktionssymbol f : s; — so € ¥ liefert einen nullstelligen Konstruktor f :— (s — s2) und
das folgende Axiom fiir apply:

apply(f,z) = f(=).
Ein Ausdruck e der Form

()\pl.tl)l e I()\pk-tk)

heiftt A-Abstraktion, falls pi,...,pr € NFs(X)s, und tq,...,tx € Ts(X)s, gilt. Sei [z1,..., 2]
die Liste der freien Variablen (= Variablen, die nicht in pi,...,pr vorkommen) von e in der
Reihenfolge ihres Auftretens. Als Konstruktor der Sorte s; — so hat e den Typ

e: sort(xy) X ... x sort(x,) — (s1 — S2)
und implizit die folgenden Axiome:

apply(e(x1, e axn)apl) = t17
(1)

apply(e(xla s axn)vpk) = 1.

Die Normalformen pq,...,p; nennen wir Argumentmuster von e. Terme mit A-Abstraktionen
heiten A-Terme. Ein Term der Form apply(Ap.t,u) heifst \-Applikation. Beliebige Terme einer
funktionaler Sorte heiffen Terme hSherer Ordnung.

A A

Z.B. liefert die A-Abstraktion \y.not(eq(z,y)) aus der Listenspezifikation (siche 6.3.2) einen Konstruktor des
Typs entry — (entry — bool).

In der Regel schreibt man ¢(u) anstelle von apply(t,u).

= Zeigen Sie, dass bzgl. der oben definierten Sortenordnung fiir alle 3-Strukturen A Folgendes gilt:

s<s AN beAy = es gibt genau ein a € A, mit a < b.
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b hat also eine eindeutige Représentation in der Untersorte s.

= Zeigen Sie, dass im initialen Modell einer funktionalen Spezifikation SP (siche Def. 5.1.6) das kartesische
Produkt der Interpretationen von n Sorten sy, ..., s, bijektiv zur Interpretation der Produktsorte s; x --- X s,

ist!

Fiir funktionalen Sorte s — s’ gibt es leider keine entsprechende Bijektion zwischen [Ini(SP)s — Ini(SP)y]
und Ini(SP)s—s. Weder hat jede Funktion f : Ini(SP)s — Ini(SP)s einen A(-Term)-Reprdsentanten, noch
ist eine solche Représentation eindeutig. Da in der Theoretischen Informatik A-Definierbarkeit als eine Cha-
rakterisierung von Berechenbarkeit gilt, waren alle Funktionen berechenbar, wenn jede Funktion einen -
Reprisentanten hitte. Und giibe es nur eindeutige A-Reprisentanten, dann wére nach Satz 5.1.17 die Aquivalenz

A-definierbarer Funktionen entscheidbar.

Ist ein Gleichheitspradikat fiir eine funktionale Sorte s — s’ iiberhaupt spezifizierbar? Ja, im Prinzip so, wie
wir in §6.4 die MAP-Gleichheit spezifiziert haben, namlich als Copradikat unter Zuhilfenahme einer Zugriffs-
funktion auf die jeweiligen Funktionswerte. Bei Funktionen beliebigen Typs ist das gerade die apply-Funktion:

{extensionale Aquivalenz}

v
Definition 6.7.2 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation und s — s’ eine funktionale Sorte von X.
Wir erweitern SP um das Copradikat <: (s — ') x (s — s’) und das co-Hornaxiom
z=y = apply(z,z) = apply(y, ).
Die Interpretation von < im Herbrandmodell (der Erweiterung) von SP heifft extensionale SP-
Aquivalenz.
A A

Wie bei starken Aquivalenzen wird =<¢"(5P) zu einer S-sortierten Relation, indem wir = auf allen Sorten
von Y auRer s — s’ mit = gleichsetzen.

Her(SP’) — Her(SP)

& Zeigen Sie analog zum Beweis der Aquivalenzeigenschaft von ~ in Beispiel 6.4.3, dass

eine Aquivalenzrelation ist! Folgern Sie daraus, dass der Quotient
Ext(SP) =4 Her(SP)/=er(SP)
wohldefiniert ist, falls <gp mit den Funktionen von ¥ vertraglich ist!

Wann ist eine extensionale Aquivalenz mit einer Funktion vertriglich? Kurz gesagt, immer dann, wenn deren
Axiome nicht auf spezielle Repréasentationen (z.B. bestimmte A-Abstraktionen) ihrer funktionalen Argumenten
Bezug nehmen. So sind z.B. die extensionalen LIST-Aquivalenzen auf den Sorten s — bool bzw. s — s’ mit den
Funktionen filter bzw. map vertraglich, weil in deren Axiomen die Variable f das einzige funktionale Argument
ist (siehe Beispiel 6.3.2).

Aufer bei starken Aquivalenzen beschreiben die Axiome als Copridikate definierter Aquivalenzrelationen
offenbar die Vertriiglichkeit mit bestimmten Funktionen: pop und top bei ~Her(SP g (siehe 6.4.3), get bei
~Her(MAP) (siche §6.4), f_, : s — set(s') bei Bisimulationen und jetzt apply bei extensionaler Aquivalenz.

Solche Funktionen werden auch Destruktoren genannt (siehe §9.2).

Sei t ein A-Term mit einer A-Abstraktion Ap.u. Jedes Auftreten einer Variablen z von p in v nennt man —
analog zur Bindung quantifizierter Variablen in Formeln — ein gebundenes Vorkommen von x in ¢. Andere
Vorkommen von z in ¢ heifien frei. = ist eine freie Variable von ¢, wenn x in ¢ frei vorkommt. ¢ ist geschlossen,

wenn ¢ keine freien Variablen enthélt.

Rewriting-Schritte mit apply-Axiomen (siehe 6.7.1(1)), bei denen die freien Variablen x1,...,z, der appli-
zierten \-Terme nicht instanziiert werden, entsprechen Reduktionen im Sinne von Anwendungen der S-Regel
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des A-Kalkiils.*? So erhilt man z.B. — iiber einer Spezifikation natiirlicher Zahlen — die Reduktion
Ax.(Ay.(x +9)3)(4) — (Az.(z+3))(4) — 4+ 3.

Eine andere Reduktion desselben A-Terms fiihrt zum selben Ergebnis:
(Az.(A\y.(z+9))(3))(4) — Ay.(4+1))(3) — 4+ 3.

Um die Konfluenz von Sperzifikationen mit der 5-Regel allgemein sicherzustellen, miissen jedoch — wie bei
Formeln mit Quantoren — vor der Instanziierung eines A-Terms ¢ durch eine Substititution o : X — Tx(X)
alle sowohl in range(o) =4¢; dom(o)o als auch in ¢ vorkommenden Variablen in Variablen von X \ range(o)
umbenannt werden. Ohne Umbenennung erhielte man z.B. die folgenden Reduktionen desselben A-Terms, deren
Redukte auf kein gemeinsames Redukt reduzierbar sind:

Ay (z+9)B) 1 +y) — Az(z+3)(1+y) — (1+y)+3,
Az.Ay.(z + )31 +y) — Ay.(1+1y) +y)(3) — (1 +3) + 3.

Nach Umbennung der gebundenen Variable in der A-Abstraktion (Ay.xz + y)(3) vor deren Anwendung auf 1+ y
fiihrt die zweite Reduktion zum selben Redukt wie die erste:

/

y/y

(Az.(Ay-(z +9))3) (L +y) > Az.(\ (2 +9)3) (1 +y) — W.(1+y) +y)(3) — (1+y) +3.

1 Ubersetzen Sie diese A\-Terme in Terme einer geméf Def. 6.7.1 gebildeten Signaturerweiterung und iiber-
tragen Sie die S-Reduktionen in Anwendungen der apply-Axiome 6.7.1(1). Ist die Variablenumbenennung dann
noch erforderlich?

Durch Imiteinander verkniipfte A-Abstraktionen mit komplexen Argumentmustern kann man mithilfe folgen-

der Axiome in eine einzige dquivalente Abstraktion mit einer Variablen als Argumentmuster transformieren.*!

Seien f, g, h,z Variablen.

(Ap1.t)L A Apr.tr) = Ax.match(pr, x,ty, match(pa, x,ta, . .., match(pg, ©, tx, fail)...))
wobei x in p1,..., Dk, t1,- - -, tx nicht vorkommt
match(c(p1, ..., Pn),u,t,rest) =
ite(eqe(u), match(py, argr (u), match(pa, args(w), . .., match(py, arg,(u), t,rest) ... t,rest),t,rest), rest)
fiir alle n-stelligen Konstruktoren ¢, n > 1
match(c, u,t,rest) = ite(eq.(u),t,rest) fir alle Konstruktorkonstanten c

match(x,u,t,rest) = t fiir alle Variablen z.

match(p,u,t,rest) liefert, intuitiv gesprochen, t bzw. rest, je nachdem, ob die Normalform von u eine Instanz
von p ist oder nicht.
Durch Anwendung dieser Gleichungen lésst sich jede A-Abstraktion in eine der Form Az.t transformieren,

die folgende Hilfsfunktionen enthalt:

ite: (s = bool) x (s = ') x (s > s") — (s— ') fir alle funktionalen Sorten s — s

eqc : s — bool fiir alle Konstruktoren c¢: w — s
arg; : S — S; fir alle Konstruktoren c:87...8, >sund 1 <i<n
fail == (s > ') fiir alle funktionalen Sorten s — s'.

40Mehr zum A-Kalkiil in §11.1
41Wir folgen hier [109], §§85.7 u. 5.8.
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Hier ist fail ein Konstruktor, wihrend ite (“if-then-else”), eq. und args,...,arg; durch die folgenden Axiome
definiert werden:

ite(h, f,9)(x) = f(z) < h(z) =true

ite(h, f,9)(x) = g(z) < h(z)= false

eqe(c(x,...,x,)) = true fiir alle Konstruktoren ¢
eqc(d(xy,...,2,)) = false fiir alle Konstruktoren ¢ # d
argi;(c(x1,...,xy)) = x; fiir alle Konstruktoren ¢ und 1 < i < n.

Beispiel 6.7.3

REPAL = NAT and LIST[TRIV(s)| and (s. 5.1.5 u. 6.3.2)
sorts tree
constructs leaf : nat — tree
_#_ itree X tree — tree
defuncts rev : list(s) — list(s)
pal : list(s) — bool
rep : tree X nat — tree
mn : tree — nat
repByMin : tree — tree
vars x,y:entry L,L':list(s) m,n:nat T,T' :tree

axioms rev

(A) pal(L) = eq(L,rev(L))
min(leaf(n)) = n
min(T#T') = min(min(T), min(T"))
rep(leaf(m),n) = leaf(n)
rep(T#T',n) = rep(T,n)#rep(T', n)
(B) repByMin(T) = rep(T, min(T))

rev(L) revertiert die Liste L. Das Herbrandmodell von REPAL erfiillt pal(L) = true genau dann, wenn L ein
Palindrom ist. rep(T, n) ersetzt alle Blatteintriage von T' durch n. min(T") berechnet den minimalen Blatteintrag
des Baums T. repByMin(T) ersetzt alle Blatteintrige von T' durch das Minimum der Blatteintrige von 7. Die
Axiome fiir pal bzw. repByMin liefern recht ineffiziente Implementierungen der beiden Funktionen, weil jede
Liste bzw. jeder Baum zweimal durchlaufen werden miissen, um das jeweilige Ergebnis zu berechnen. Mithilfe

von A-Abstraktionen lassen sie sich effizienter implementieren:

REPALA — NAT and LIST[TRIV(s)| and
sorts tree
constructs leaf : nat — tree
_#  itree x tree — tree
defuncts eq&rev : list(s) — ((list(s) — bool) x list(s))
pal : list — bool
rep&min : tree — ((nat — tree) x nat)
repByMin : tree — tree
vars x,y:s L, L' Ly :list(s) f:list(s)— bool k,m,n:nat T,T :tree g,h:nat — tree
axioms eq&rev(]]) = (A[].truel\z : L. false,[])
eq&rev(z : L) = (M].falselhy : L'.(eq(x,y) and f(L')), L1 ++[z])
< eq&rev(L) = (f, L1)
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(A) pal(L) = f(L') < eg&rev(L) = (f,L)
rep&min(leaf(n)) = (leaf,n)
rep&min(T#T') = (Ak.(g(k)#h(k)), min(m,n))
< rep&min(T) = (g,m) A rep&min(T') = (h,n)
(B”) repByMin(T) = g(n) < rep&min(T) = (g,n)

wr Zeigen Sie durch Induktion iiber (die Gréfe von) list- baw. tree-Normalformen, dass das Herbrandmodell
von REPAL and REPALA die Gleichungen

eq&rev(L) = (AL .eq(L,L"), rev(L)), (1)

rep&min(T) = (An.rep(T,n), min(T)) (2)

erfiillt! (A’) und (B’) kann man auch systematisch aus (1) und (A) bzw. (2) und (B) herleiten (s. §8.4). &

Eine aus Konstruktoren bestehende A-Abstraktion wie Az.(leaf(x)#leaf(x)) kann man als Abstraktion einer
verkettete Datenstruktur ansehen oder sie als solche implementieren. Gebundene Variablen entsprechen
Zeigern, die bei B-Reduktionen gesetzt werden. So wére z.B. die

(Az.(leaf(x)#leaf(x)))(5) — leaf(b)#leaf(5)

nicht anderes als die Setzung des Zeigers = auf 5.

In §5.2 haben wir deterministische Hornaxiome der Form

flur) =t < tin =ur A+ Aty = Uin,
(3)

flug) =t < ki S upr A Algn, = Ukn,

behandelt, die sich direkt in ein funktionales Programm {ibersetzen lassen. Wichtig ist hier, dass alle w1, ..., u,
Normalformen sind. Aus (3) wird das Haskell-Programm

fluy) = let uyp = t11 ... Ulp, = tip, in &

£ (ug) let ug; = tp1 - .- Ukn, = tknk in #

Compiler funktionaler Sprachen iibersetzen solche Programme in A-Abstraktionen. Dabei werden die lokalen
Definitionen let val u = t (bzw. Hornformelpramissen von (3)) durch A-Applikationen ersetzt. So wird aus

den Axiomen

rep&min(leaf(n),m) = (leaf(m),n)
rep&min(T#T',m) = (U#U',min(n,n')) < rep&min(T,m) = (U,n) A rep&min(T’,m) = (U’',n’)

von Beispiel 5.1.5 die A-Abstraktion

Aleaf(n),m).(leaf(m),n) |
MT#T,m). (AU, n). AU, n").(U#U',min(n,n")))(rep&min(T’,m))) (rep&min(T, m)).

Allgemein wird aus (3) die A-Abstraktion
=53 = )\ul.()\ull....(Aulnl.tl)(tlnl)...)(tu) 1...1 )\uk.()\ukl....()\u;mk.tk)(tknk)...)(tkl).

War das Programm rekursiv, dann kommt f in ey vor. In jedem Fall ist die Bedeutung von f eine Lésung der
Gleichung f = e; in f. Das driickt man im A-Kalkiil mit dem p-Operator aus: pf.ef bezeichnet die — im Fall
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einer vollstdndigen Spezifikation von f eindeutige — Losung von f = ey in f. Sie entspricht der Interpretation
von f im initialen Modell von (3). Zum Beispiel entsprechen die Axiome fiir die Subtraktion:

n—0=n,
0—n=0,

suc(m) — suc(n) =m —n
aus Beispiel 5.1.3) der pu-Abstraktion

= .(A(n,0).n 1 X(0,n).0 I A(suc(m), suc(n)).m — n).

Der syntaktische Aufbau von u-Abstraktionen ist &hnlich dem von A-Abstraktionen. Es gibt freie und gebun-
dene Variablen und man kann sie wie oben applizieren. Allerdings ist f in pf.e; immer eine Variable funktionaler
Sorte. Man konnte auch p-Abstraktionen als Konstruktoren auffassen und alle durch Axiome der Form (3) de-
finierten Funktionen im rekursiven Fall als u-Abstraktionen und im nicht-rekursiven Fall als A-Abstraktionen
darstellen.

Die Ubersetzung der Hornformeln (3) in den Term pf.e; verliuft gegeniiber dem flattening von (3) (siche
Def. 5.1.19) in entgegengesetzter Richtung. Flattening transformiert ein funktional-logisches Programm in ein
logisches, p-Abstraktion iiberfiihrt es in ein streng funktionales ohne logische Pramissen.

Der p-Operator 148t sich auch als Anwendung des Fixpunktoperators Y : (s — s) — s auf eine -
Abstraktion definieren:

,U,f.t =def Y()\ft) .

Umgekehrt kann der Fixpunktoperator als Losung der Gleichung f(Y(f)) = Y(f) in Y definiert werden. Die
A-Applikation

Y(f) =aer Az.f(a(x)))(Az.f(z(2)))

liefert eine Losung. Allerdings verhindert die Selbstanwendung von z in diesem Ausdruck dessen Verwendung
im typisierten Kontext, wie wir ihn hier (aus guten Griinden) voraussetzen. Schlimmer noch: Mithilfe pradi-
katenlogischer Interpretationen von A-Abstraktion, A-Applikation und f kann man aus diesem Ausdruck den
beriihmtesten logischen Widerspruch, die Russellsche Antinomie, herleiten (siche §11.4).

6.8 Monaden

Normalerweise verlangt die Komposition zweier Funktionen f und g, dass die Zielsorte von

f mit der Quellsorte von g iibereinstimmt. Genau das ist aber oft nicht der Fall, wenn man Bﬂ@@k@ﬂﬂ
zustandsbasiert programmiert, d.h. wenn f neben der Berechnung (sichtbaren) Werte Zu- [programmers
standsdnderungen bewirkt (“Seiteneffekte” hat). Zusténde sind dann ndmlich weitere (impli- dot Ina Monad
zite) Werte von f, die aber im Definitionsbereich von ¢ nicht vorkommen. Damit g dennoch >>=
auf die Werte von f anwendbar ist, muss g in eindeutiger Weise auf den Wertebereich von f

fortsetzbar sein, so dass man weiter g schreiben kann, auch wenn die Fortsetzung gemeint ist. Das gilt z.B. fiir
eine Substitution o, die ja eigentlich nur auf einer Menge X von Variablen definiert ist, dann aber auch auf
andere Terme angewendet wird. Man weiss eben, wie sich die Fortsetzung aus der auf X definierten Funktion
ergibt.

Ein Sortenkonstruktor M, der jeden Wertebereich A so zu einer Menge M (A) erweitert, dass sich Funk-
tionen von A nach M(B) eindeutig zu Funktionen von M (A) nach M (B) fortsetzen lassen, heifft Monade.
M gehort also zu der gleichen syntaktischen Kategorie wie x, + und —. Die am héufigsten verwendeten sind
Zustandsmonaden. Hier beschreibt jeder Term der Sorte M (s) eine Zustandstransformation:
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STATEMON|TRIV (state),NEQ(s),NEQ(s')| where STATEMON =

sorts M(s) =gef state — (s X state)
defuncts return : s — M(s)
(s M(s) = (M(s) > M())
o= M(s)x(s—= M(s)) = M(s)
> T M(s) x M(s") = M(s)
vars x:s styst':state m:M(s) m' :M(s") fis— M(s)

Horn axioms return(x)(st) = (z, st)
fH(m)(st) = f(x)(st') < m(st) = (x,st))
m >= f = f*(m)
m > m' = m >= lz.m

Der Sortenkonstruktor M, die Einbettung return und der Fortsetzungsoperator * sind hier speziell fiir Zustands-
monaden definiert. >>=, >> und o hingegen werden in jeder Monade wie oben aus return und * abgeleitet.
m >>= Az.m’ reprasentiert die Zuweisung der Ausgabe der Zustandstransformation m an die Variable x und
die anschlieRende Verwendung des Wertes von z als Eingabe der nachfolgenden Zustandstransformation m/.

Deshalb kiirzt man einen Term der Form
my >>= Ax1.(mg >>= Axa.(... (my, >= \x,.m)...))

in Haskell wie folgt ab:

do {x1 <~ my; T < Ma; ...; Ty < My; M}

So kommt man in Haskell zu imperativen Programmen. Entscheidend ist hierbei, dass Werte der Sorte state
bei der Ausfiihrung solcher Terme zwar verédndert werden, aber in der Syntax nicht explizit auftauchen. Genau
das gilt eben auch fiir imperative Programme. Belegt man state mit einer konstruktorbasierten Sorte wie map
(s. Bsp. 6.4.3), dann lassen sich die zugehorigen Konstruktoren und definierten Funktionen in Zustandstrans-

formationen iibersetzen und wie Methoden im objektorientierten Sinn verwenden:

MAPMONI[NEQ(s)] = STATEMON,,,4p(indes,entry)/state IMAP[NEQ(index) NEQ(entry)]]
INEQ(index + entry),NEQ(s)] and
defuncts New : M(index + entry)
Upd : index x entry — M (index + entry)
Get : index — M (index + entry)
vars [ map(index, entry) i:index x:entry
Horn axioms  New(f) = ((),new)
Upd(i, z)(f) = (index(i), upd(i, x, f))
Get(i)(f) = (get(f,1), f)

Nehmen wir z.B. die folgende Funktion vals : list(defuse) — list(index+entry), die eine Liste von Verdnde-
rungen und Benutzungen von Variablen (Elementen der Sorte indez) in die Liste der an den Benutzungsstellen

giiltigen Werte iiberfiihrt:

DEFUSE = BOOL and
sorts index entry defuse
constructs def :index X entry — defuse
use : indexr — defuse
preds _# _:defuse x defuse
Axiome fiir # geméfs Satz 6.2.7
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USELIST1 = LIST jefyse/s[DEFUSE] and LIST[TRIV (index + entry)[BOOL]|| and
MAP|NEQ(index),NEQ(entry)] and

defuncts vals : list(defuse) — list(index + entry)

loop : list(defuse) x map(index, entry) — list(index + entry)
vars L : list(defuse) i:index x:entry f:map(index,entry)
Horn axioms  wals(L) = loop(L,new)

toop([], f) =[]

loop(def (i,x) : L, ) = loop(L, upd(i, x, f))

loop(use(i) : L f) = get(f,1) : loop(L, f)

Hier hat die Schleifenfunktion loop einen Zustandsparameter, ndmlich das Feld f. Auf der Basis von MAPMON
lasst sich f verstecken und loop wird zur Schleifenfunktion Loop ohne Zustandsparameter:

USELIST2 = LIST 4.fyc/s|[DEFUSE] and
MAPMON gt (index + entry) /s [LIST[TRIV (index + entry)]] and

defuncts vals : list(defuse) — list(index + entry)
Loop : list(defuse) — M (list(index + entry))
vars L : list(defuse) i:index x:entry y:index + entry f,qg: map(index,entry)

L’ : list(index + entry)
Horn axioms  wals(L)=L" <« do {New; Loop(L)} (f)= (L, g)
Loop(nil) = return(]])
(def (i,2) : L) = do {Upd(i,); Loop(L)}
(use(i) : L) = do {y + Get(i); L' + Loop(L); return(y : L")}

Loop
Loop

Die als Wertebereich einer partiellen Funktion f : w — s verwendete Summensorte 1 + s kann man zur
Fehlermonade erweitern:

ERRORMONINEQ(s),NEQ(s)]
constructs ():—=1+s
just:s = 1+s

defuncts return:s —1-+s
fail :— 145
Fis=148) =2 (14+4s—>149)
o= il4sx(s=14+8)=>144

vars z:5 e:l+s f:s—=1+5

Horn axioms return(x) = just(x)

(z
fazl =)
f0)=0
[ (Gust(z)) = f(z)

e >= f=f*(e)

Wir haben die Fehlermonade in der Funktion unifyall verwendet (siehe §4.2).

SchlieRlich kann jeder polymorphe Datentyp mit einer (!) Parametersorte zur Monade erweitert werden. Z.B.
entspricht der Sternoperator x der Listenmonade der concat M ap-Funktion (siehe Beispiel 6.3.2):

LISTMON[TRIV(s)[BOOL|,TRIV(s')[BOOL]|| = MAPLIST[TRIV(s)[BOOL|,TRIV(s')[BOOL|| and
defuncts return : s — list(s)
fail :— list(s)



94 6 Strukturierungskonzepte

_* (s = list(s) — (list(s) — list(s'))

o= list(s) x (s — list(s")) — list(s)
vars x:s L:list(s) f:s—list(s')
Horn axioms return(z) = [z]

fail =]

f*(L) = concatMap(f,L)
L »>= f=f*(L)

Die oben hinter STATEMON eingefiihrte do-Notation gilt natiirlich auch fir ERRORMON und LISTMON.
Da es Konstruktoren fiir E(s) bzw. list(s) gibt, kénnen anstelle der Variablen 1, . .., ,, auch Normalformen ste-
hen, was dazu fithren kann, dass die durch die A\-Terme definierten Funktionen partiell sind. Deren Totalisierung
dient die in ERRORMON und LISTMON definierte Funktion fail. Der Term

do {t1 + my; ta < ma; ...; by, < my; m}
mit Normalformen t4,...,t, steht dann nadmlich fiir:
my >>= Atq.(me = Ma.(. .. (my, >= A, . ml\u,. fail) ... )Dusg. fail )l u; . fail,

wobei vorausgesetzt wird, dass fiir alle 1 < i < n jede Normalform der Sorte von ¢; eine Instanz von t; oder u;
ist.

w5 Zeigen Sie, dass die folgende Funktion f eine Liste aller Paare (z,y) mit € L, y € L' und x # y liefert!

PAIRLIST — LISTMON|TRIV (s)[BOOL|,TRIV(s')[BOOL]| and

sorts list(bool) list(s x s)

defuncts folist(s) x list(s) — list(s x s)

vars x,y:s L,L :list(s)

Horn axioms f(L,L") = do{x + L; y + L'; true «+ return(neq(z,y)); return((z,y))}

Der A-Kalkiil ist wegen seiner knappen Syntax die iibliche Zwischensprache fiir Compiler funktionaler Pro-
gramme. Kapitel 11 behandelt seine operationellen (§11.1) und modelltheoretischen (§§11.2-11.4) Eigenschaften.
[28], Kap. 4, liefert einen kurzen, leicht verstindlichen Einstieg.

Da wir A-Abstraktionen als Konstruktoren auffassen, kénnen wir mit dem Narrowing-Kalkiil (Def. 5.1.21)
im Prinzip auch Normalform-Lésungen berechnen, die funktionale Objekte reprasentieren. Dabei kann es sich
aber nur um in der gegebenen Spezifikation bereits vorhandene Funktionssymbole oder A-Abstraktionen han-
deln. Wie schon in §6.6 bemerkt wurde, sind A-Abstraktionen sind Darstellungen funktionaler Objekte, re-
présentieren diese aber nicht eindeutig. Ein geeigneter Unifikationsalgorithmus miifite Terme, die funktionale
Objekte reprasentieren, modulo extensionaler Aquivalenz unifizieren (Def. 6.7.2). Obwohl diese Unifizierbarkeit
hoherer Ordnung allgemein nicht entscheidbar ist, werden unter den Titeln higher-order unification und
higher-order narrowing Losungsalgorithmen entwickelt, die zumindest unter akzeptablen Einschrénkungen
funktionieren.

Unifikation héherer Ordnung ist auch ein Ansatz zur deduktiven Programmsynthese: Man spezifiziert
eine Ein/Ausgabe-Relation r und versucht, Programme, die r realisieren, abzuleiten, indem man die Formel
r(x, f(z)) in f 16st. Baut das Losungsverfahren nur auf den Regeln des Narrowing-Kalkiils auf (Def. 5.1.21), dann
konnte es vielleicht A-Abstraktionen ableiten, aber keine p-Abstraktionen, also keine rekursiven Programme.
Deren Herleitung erfordert ndmlich die Verwendung von Induktionsregeln. Das kommt daher, dass deduktive
Programmsynthese Ableitungen produziert, die im Prinzip invers zu Korrektheitsbeweisen verlaufen, und diese
Induktionsschritte enthalten, sobald das untersuchte Programm rekursiv ist.
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Wir wollen hier nicht den A-Kalkiil bemiihen, um Programmsynthese zu betreiben.?? Vielmehr werden in
Kapitel 8 einige Syntheseregeln behandelt, mit denen man Programme ableiten kann, die eine bestimmte vorge-
gebene syntaktische Struktur aufweisen. Zur Herleitung solcher Regeln werden tatsédchlich Korrektheitsbeweise
umgedreht: Man versucht eine gewiinschte Ein/Ausgabe-Relation fiir eine noch nicht axiomatisierte Funktion
f zu beweisen und trifft dabei — eureka! — auf geeignete Axiome fiir f, mit denen sich der Beweis erfolgreich
zuendefithren 1&ft.

7 Programmverifikation

In diesem und dem folgenden Kapitel wollen wir uns ndher mit Beweisregeln befassen, die zur Verifikation
und Synthese von Programmen besonders geeignet sind. Wir gehen aus von abstrakten Programmen, wie sie
durch die Axiome einer konstruktorbasierten Spezifikation SP = (X, AX) gegeben sind. Verifikation bedeu-
tet dann, als priadikatenlogische Formeln formulierte Eigenschaften einzelner Funktionen oder Prédikate als
induktive Theoreme von SP nachzuweisen. Umgekehrt bedeutet Programmsynthese, aus — zunéchst unbe-
wiesenen — Anforderungen an Funktionen oder Priadikate Axiome einer Spezifikation SP herzuleiten derart,
dass die Anforderungen im Herbrandmodell von SP gelten. Programmtransformation ist der Ubergang von
einer Spezifikation in eine induktiv dquivalente (Def. 6.1.3) oder — bei Signaturwechsel — in eine bzgl. der
Ausgangsspezifikation monotone oder konsistente (Def. 6.1.4). In diesem Kapitel geht es nur um Verifikation.
Synthese- und Transformationsschemata werden in Kapitel 8 behandelt. Eine leicht verstédndliche Einfiihrung
in die Thematik sowie — im Hinblick auf rein funktionale Programme — interessante Ergénzungen bietet [28],
Kap. 3.

7.1 Natiirliches Beweisen

Die bisher behandelten Regelsysteme sind zur praktischen Verifikation wenig geeignet. Der Schnittkalkiil (Def.
4.2.5) diente i.w. der Definition des Herbrandmodells. Er liefert synthetische, bottom-up- oder Vorwérts-
Ableitungen von Axiomen hin zum Beweisziel (Behauptung, conjecture) und produziert so oft riesige
Beweisbidume mit vielen Zweigen, die mit nicht weiter transformierbaren, vom Beweisziel verschiedenen, For-
meln enden. Insbesondere verlangt die Ableitung von Gleichungen i.a. zahlreiche Anwendungen von Kongruen-
zaxiomen. Der Reduktionskalkiil (Def. 5.1.9) kommt ohne Kongruenzaxiome aus und erzeugt analytische,
top-down- oder Riickwéirts-Ableitungen von Beweiszielen hin zu Tautologien oder Widerspriichen. Beide
Kalkiile sind auf Beweise von Goals beschrénkt. Der Narrowing-Kalkiil (Def. 5.1.21) diente der Berechnung
von Goal-Losungen. Zu diesem Zweck wird er auch praktisch eingesetzt, allerdings oft in Verbindung mit wei-

teren Regeln zur Transformation von Constraints.

Analytische Kalkiile dienen oft der Widerlegung. Man beweist die Formel ¢, indem man —¢ in die Formel
False transformiert. Manchmal ist es i.w. die Richtung der Regelanwendung, die einen Kalkiil als bottom-up-
bzw. top-down-Kalkiil ausweist. Z.B. liefert der Modus Ponens die Umkehrung

G

G < H, HTT

Von hier aus gelangt man zur Resolutionsregel, indem man G < H auf Axiome beschréinkt und diese Eigenschaft
zur Anwendbarkeitsbedingung (applicability condition) der neuen Regel macht:

% 1T falls G <= H ein Axiom ist.

La. sind analytische Kalkiile effizienter als synthetische, weil sie weniger scheiternde Ableitungen produzie-
ren. Noch zielgerichteter sind sequentielle Beweise ¢1,..., ¢, bei denen fiir alle 1 < i < n ¢;41 aus @;

42Ein solcher Ansatz wird z.B. in [109] ab Kapitel 11 néher ausgefiihrt.
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durch Anwendung einer Regel entsteht. Von dieser Art sind Reduktionen und Narrowing-Ableitungen, aber
Schnittkalkiil-Ableitungen in der Regel nicht. Alle in diesem und den folgenden Abschnitten vorgestellten Re-
geln zur Programmverifikation sind ausschlieflich zur Konstruktion sequentieller Beweise gedacht.

Die einzige schon in vorangegangenen Kapiteln erwihnte Regel zur Programmverifikation ist Fixpunkt-
induktion fiir logische Pradikate (s. §4.2) bzw. definierte Funktionen (s. §5.1). Sie wird in §7.2 in mehreren
Richtungen verallgemeinert. Pramisse und Konklusion der Fixpunktinduktion sind von einem Typ prédikaten-
logischer Formeln, auf den wir die Formeln eines formalen Beweises in Zukunft generell beschrinken werden:
endliche Konjunktionen negationsfreier Implikationen. Typische Beweisziele, die bei der Programmverifikation
auftreten, sind: Aquivalenzen von Funktionen:

fx) = g(x),
Ein/Ausgabe-Relationen von Funktionen:
f@) =y = ¢@y),

Invarianzbedingungen von Funktionen oder Transitionsrelationen:

o) = »(f(x)),
e)ne —y = o),

Erreichbarkeitsbedingungen von Transitionsrelationen:

p(z) = Jy:rz - ynvy).

Im Folgenden geht es um Regeln und Strategien fiir analytische Beweise, also Transformationen eines Be-
weisziels in die Formel True oder False oder eine (disjunktiv oder konjunktiv verkniipfte) Menge geldster

Formeln

Wiy =t A AT xp =t AT Tpg1 g1t A - AVZ : zyy # L. (1)
fiihren. Gel6st nennen wir eine solche Konjunktion von Gleichungen und Ungleichungen, wenn x4, ..., z, ver-
schiedene Variablen und t1,...,t, Normalformen sind und der transitive Abschluss von {(7,7) | ¢; enthalt z;}

nicht reflexiv ist.

Negation kommt im ganzen Beweis nur als Widerspruchsformel False oder in Gestalt von Komplement-
pradikaten vor (s. Def. 6.1.9). Das Negationssymbol — taucht nirgends auf. Das schriankt die Menge méglicher

Beweisziele nicht ein, weil jede prédikatenlogische Formel -y zu einer Formel 1 dquivalent ist, in der alle
Negationssymbole direkt vor Atomen stehen, und v wiederum zu einer negationsfreien Formel mit Komple-
mentpradikaten dquivalent ist. Man beachte, dass diese Transformation die Grofse einer Formel nicht verdndert.
Verfahren zur Spezifikation von Komplementpradikaten liefern die Sétze 6.1.10 und 6.2.7.

Dieser Ansatz fiir ein Beweissystem entspricht dem natiirlichen Beweisen. Wir gehen davon aus, dass zu
beweisende Behauptungen als Implikationen gegeben sind, und wollen diese Form auch wahrend der Ableitung
beibehalten. Dies unterscheidet sich grundlegend von vielen Theorembeweisern, die nur stark normalisierte
Formeln verarbeiten konnen. Ein Beispiel dafiir ist die Normalisierung in die — von klassischen Beweisern
verarbeiteten — Klauseln. Das sind quantorfreie Disjunktionen von Konjunktionen von Literalen. Ein Literal
ist ein Atom r(t) oder seine Negation —r(t). Quantoren werden dabei i.w. durch Skolemisierung beseitigt, d.i.
die wiederholte Uberfiihrung von Teilformeln Vz3y : ¢(z,y) in erfiillbarkeitsiquivalente Formeln o(z, f(x)),
wobei f ein neu eingefiihrtes Funktionssymbol ist. Zwei Formeln ¢ und 1 sind erfiillbarkeitsdquivalent, wenn
¢ genau dann ein Modell hat, wenn ¢ eins hat, wobei das eine oft ein Redukt des anderen ist (s. 4.1.2). Im
Kontext einer konstruktorbasierten Spezifikation SP, deren Herbrandmodell Va3y : ¢(x,y) erfiillt, konnte man
z.B. SP um das Axiom f(z) = y < ¢(z,y) erweitern. Das Herbrandmodell der erweiterten Spezifikation wiirde
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dann die skolemisierte Formel ¢(x, f(z)) erfiillen. Die klassische Normalisierung pradikatenlogischer Formeln in
Klauselform wird z.B. in [101], [31] und [74] ausfiihrlich behandelt. Wir beschrénken die Normalisierung auf die
Anwendung elementarer Boolescher Aquivalenzen wie die Idempotenz von A und V sowie die Entfernung von
True und False:
True =¢ << True Ay & FalseVe &
False = ¢ < o= True < TrueVey <  True
False N\¢op & @A False < False

Absorptions- und Distributivgesetze werden schon nicht mehr automatisch angewendet, weil sie Formeln erheb-
lich veréindern und evtl. vergréfern konnen.

Klauseln sind selten die natiirliche Darstellung eines Beweisziels. Sie sind maschinenorientiert und bieten
sich daher fiir Inferenzsysteme an, die auf Anwendungsbereiche zugeschnitten sind, in denen Beweise in der
Regel vollautomatisch gefithrt werden kénnen, wie z.B. in der Schaltwerksverifikation oder, allgemeiner, der
Analyse grofser, aber endlicher Datenmengen. Demgegeniiber sind unendliche Datenmengen, Zustandsraume,
etc., meist nur mit induktiven Verfahren verifizierbar. Keines dieser Verfahren entspricht aber einem vollstandi-
gen Kalkiil zur Ableitung aller giiltigen Aussagen iiber den jeweiligen Datenbereich. Das liegt an der generellen
Nichtaufzdhlbarkeit der induktiven Theoreme einer Spezifikation und zeigt sich beim praktischen Beweisen spé-
testens dann, wenn Beweisziele verallgemeinert oder passende Induktionsordnungen gefunden werden
miissen (s. §7.2). Abhilfe schafft nur die Interaktion des automatischen Beweisers mit dem Benutzer. Dieser
muss in den Ableitungsvorgang eingreifen und ihn in die “richtige Richtung” steuern kénnen. Dazu miissen ihm
neben der Ausgangsbehauptung auch die vom Beweiser erzeugten “subgoals” verstédndlich sein, was bei stark
normalisierten Formeln selten der Fall ist.

Wir werden im folgenden versuchen, die Balance zwischen natiirlichem und automatischem Beweisen zu hal-
ten. Einerseits sammeln und prézisieren wir die in Korrektheitsbeweisen von Hand hiufig nur implizit verwende-
ten Regeln. Andererseits benutzen wir sie zur Erzeugung zahlreichen Beispielableitungen, die so aufgeschrieben
sind, dass Moglichkeiten und Grenzen der Beweisautomatisierung erkennbar werden.

Ein Prinzip des natiirlichen Schliefsens ist die weitgehende Lokalisierung von Beweisschritten. Man ersetzt
wie beim Rewriting in den meisten Fallen nur Teilformeln. Die Korrektheit der lokalen Anwendung einer Be-
weisregel ist aber nur dann gewéhrleistet, wenn es sich bei der Regel um eine Simplifikation handelt, d.h. um
eine Regel des Typs

¥
" T
Da Pramisse und Konklusion einer Simplifikation dquivalent sind, liefert ihre Anwendung auf eine beliebige

Teilformel ¢ einer Formel C[y] einen korrekten Ableitungsschritt innerhalb eines top-down- (oder auch bottom-
up-) Beweises:

@ Clyl
Eﬁ = mﬂ (1)

Die Bezeichnung “Simplifikation” soll andeuten, dass die Anwendung Formeln syntaktisch vereinfacht. Typische
Simplifikationen sind z.B. Reduktionen mit allen (!) Axiomen einer Standardfunktion oder -relation. Dann
spricht man auch von partieller Auswertung.?? Ist die zugrundeliegende Spezifikation SP funktional, dann
liefert z.B. Satz 6.2.7 die folgenden Simplifikationsregeln fiir Ungleichungen:

c(tyy . tn) Zc(ur, ..., up) 0

LTerm—Splittingj HZu V- Vi, Zu

fiir alle Konstruktoren ¢ von SP

t)#d
Clashj w o fiir alle Paare (¢, d) verschiedener Konstruktoren von SP
rue

43«Partiell”, weil der zu reduzierende Ausdruck Variablen enthalten kann.
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Die “komplementiren” Regeln dienen der Simplifikation von Gleichungen:**

c(ty, . oytn) =clu, ... uy) 0
tih=ur AN---Nty, =up

fir alle Konstruktoren ¢ von SP

(Term—Splittingj

t)=d

Clash] w i fiir alle Paare (¢, d) verschiedener Konstruktoren von SP
alse

Auf eine Gleichung oder Ungleichung zwischen Normalformen ist immer Term-Splitting oder Clash anwendbar,

es sei denn, eine der beiden Seiten der (Un-)Gleichung ist eine Variable. Dann kann sie u.U. mit einer der

folgenden drei Regeln eliminiert werden:

dz: (x =t A () Vo : (z £tV e(x))

[Variablen-Entfernung]

)

o(t) o(t)
Vo ((z=tAp(x) = ¢(x)) 0 Vo : (p(z) = (v £tV ip(z))) ¢
e(t) = () o(t) = (1)

falls = & var(t)

Umgekehrt angewendet nennen wir diese Regeln Variablen-Einfiihrungen.
= Folgern Sie die Korrektheit der dritten Regel aus der Korrektheit der zweiten!

Aussagenlogische Simplifikationen dienen oft der Entfernung oder Verkiirzung von Implikationen:

I oA (p=1) 1= (p2 = )
Implikationsregeln YN i IYNET iy
© = (11 N o) (01 V) = f
(o = 1) A (o = 92) (p1 = ) A (p2 =)

Die erste Regel enthélt den Modus ponens. Die zweite Regel beschreibt das “Currying” auf logischer Ebene.
Die dritte und vierte Regel spalten eine Implikation auf und fiihren damit néher an die Subsumption (s.u.)

heran.

Beliebige Termersetzungen sind i.a. nur dann korrekte Simplifikationen, wenn der ersetzte Term zum ur-

springlichen dquivalent ist:

ety Nt=u
p(u) Nt =u

0

Termersetzung

Die folgenden Simplifikationen basieren auf Formelsubsumption, d.i. eine Relation zwischen Formeln ¢ und
1, die hinreichend fiir die Giiltigkeit der Implikation ¢ = 1, aber im Gegensatz zu dieser entscheidbar ist:

A 0
Subsumption] v =Y pov voy pAW=0) falls ¢ 1 subsumiert
True V=9 Y= YAl
cVop ]
eV Vo falls o3 A+ A wp_1 pn subsumiert
p1VVn

————  falls ¢, 1 V-V ,_1 subsumiert
Y1V Vo

Wir definieren Formelsubsumption wie folgt induktiv. Sei ~ die syntaktische Gleichheit von Formeln modulo

der Umordnung von Argumenten permutativer Operatoren und 6 eine Umbenennung von Variablen.

44Die Namen der wichtigsten Regeln sind oval gerahmt.
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o~

1 subsumiert ¢

( subsumiert

—p subsumiert —)

© = 1 subsumiert ¢’ = ¢’
p subsumiert 11 V -+ V ¥y,

¢’ subsumiert ¢ und ) subsumiert ¢’

31 <i<n:psubsumiert ¥,

VvV 1<i<n:y; subsumiert ¢ ©1 V.-V @, subsumiert 1
V1< < n:subsumiert ¥; o subsumiert 1 A -+ Ay,
31 < i< n:p; subsumiert ¥ ©1 A A @, subsumiert ¥
AZp(Z) subsumiert gy (y)
VZp(F) subsumiert Vi (y)

 subsumiert 3z (Z)

»(Z) subsumiert (&)

() subsumiert (&)

36,1 b ~ ()

30,1 o(t) ~ o

30,8, {ir, ...,k C{L,...,n}: (@i, A A @i )0~ 1p(t)
30,6, {ir,. ..,y C{1,...,n}: o) ~ (s, V-V, )0

VZp(Z) subsumiert v
©1 A+ A @y subsumiert 3ZY(T)
VZp(F) subsumiert ¢y V -+ V i,

N

ZB. wird y:x <y von x> 0Ax <y+ 1 subsumiert (siche Beispiel 5.1.5).

Die o.a. Definition der Formelsubsumption deckt nicht alle Méglichkeiten ab, die Giiltigkeit von ¢ = ¥ zu

entscheiden. Z.B. konnte man die Bedingung

30,8 {i1, ... iny C{L,...,n} @t ~ (i, V- Vb, )0
in der letzten Zeile der Definition zu

3 {i1,... 9} C{L,...,n}: ¢ subsumiert t;, V--- V1,

verallgemeinern. Das wiirde die Berechnung von “¢ subsumiert 1” erheblich verlangsamen, weil 2" — n — 1
rekursive Aufrufe der Relation “subsumiert” hinzukdmen!

ww Zeigen Sie die Korrektheit der Subsumptionsregeln!

Im Prinzip kénnen Simplifikationen immer dann angewendet werden, wenn sie iiberhaupt anwendbar sind. Da
sie die Bedeutung einer Formel nicht verdndern, kann ihre Anwendung in keine zusdtzlichen Beweis-Sackgassen
fiihren. Das gilt allerdings nicht mehr, wenn andere fiir den Beweis relevante Regeln unsimplifizierte Redices*®
benotigen. Das gilt insbesondere fiir Induktionsschritte, wo Regeln nur auf Induktionshypothesen einer be-
stimmten syntaktischen Struktur und nicht auf beliebige dquivalente Formeln angewendet werden kénnen. Die
o.g. Simplifikationen sind auch in dieser Hinsicht meistens sicher und laufen deshalb in Beweisern wie KIV [97]

und Expander2 [81] im Hintergrund ab, d.h. der Benutzer bekommt i.a. nur simplifizierte Formeln zu sehen.

Die Korrektheit der folgenden Entfaltungsregeln (unfolding) ergibt sich aus den in §6.1 erwdhnten in-
duktiven Theoremen

n

r(z) <= \/ AX; : (z =t A ), (2)
i=1
q(z) = /\ VX, (=t = o), (3)
i=1
ie alle Axiome r(t1) < ¢1,...,7(tn) < @, fir ein logisches Pradikat r bzw. alle Axiome ¢(t1) = ¢1,...,q(tn) =

©p, fiir ein Copradikat ¢ zusammenfassen, wobei X; die Menge der Variablen von r(t;) < ¢; bzw. q(t;) = ¢,
1 <1< n,ist.

4530 nennt man die groften Teilformeln, die von der Regelanwendung tats#ichlich betroffen sind.
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r(t) 0
ElXil(t = til /\(pil) Vo \/EiXik(t = tik /\‘pik)

Entfaltung von r

falls t = ¢; fiir alle j € {1,...,n} \ {i1,...,i,} unlosbar ist (z.B. zum Clash
fithrt)

q(t) 0

Entfalt
niiattung von g VX“(t =t = QDZI) VAR /\VXZk(t =1, = (,0“)

falls t = ¢; fir alle j € {1,...,n}\ {41,...,ix} unldsbar ist (z.B. zum Clash
fithrt)

Der Grenzfall n = 0 liefert Regeln zur Entfernung logischer Prédikate bzw. Copradikate:

r(t) 0

Entfernung von r
False

falls fiir alle Axiome r(u) < ¢ fiir 7, t = u unldsbar ist

q(t) 0

Entfernung von ¢ T
rue

falls fiir alle Axiome g(u) = ¢ fiir ¢, t = v unlosbar ist

i Zeigen Sie die Korrektheit dieser Regeln!

Aus (2) und Satz 5.1.20 folgt das (2) entsprechende Theorem

flo) =y <= \/HXZ‘:(.’JSEti/\yEUi/\QDi), (4)
i=1
das alle Axiome f(t1) = u; < @1,..., f(t,) = u, < @, fiir eine definierte Funktion f zusammenfaft. X; ist die

Menge der Variablen von f(t;) = u; < ;. (3) impliziert die Korrektheit der Entfaltungsregel fiir Terme:

r(..., f(t),...)
ElX“(tEt“/\cpzl/\r(,u“,))\/\/HX%(tEtlk/\cplk/\r(,ulk,))

Entfaltung von f

i)

falls t = t; fur alle j € {1,...,n}\ {i1,..., i} unl6sbar ist (z.B. zum Clash fiihrt)

5 Geben Sie eine nicht-funktionale Spezifikation SP and und zeigen Sie, dass (3) kein induktives Theorem
von SP ist!

Mit einer Anwendung einer Entfaltungsregel wird eine Disjunktion erzeugt, die eine zur Menge der Axiome
fir r bzw. f korrespondierende Fallunterscheidung darstellt. Das Ziel der wiederholten Anwendung ist die
Entfernung von 7 bzw. f aus einer gegebenen Formel.*® Ubrig bleiben Gleichungen zwischen Normalformen, die
dann mit Term-Splitting, Clash und Variablen-Entfernung eliminiert werden.

Die Anwendung einer Entfaltung kann man auch als parallele Resolution bzw. paralleles Narrowing mit allen
Axiomen fiir ein Pradikat bzw. eine Funktion auffassen, wobei die zu Resolutions- bzw. Narrowingschritten
gehorenden Term-Unifikationen (s. Def. 5.1.21) durch die Erzeugung der Gleichungen ¢t = t1,...,t = t, (s.0.)
und deren spétere Losung ersetzt werden. Da die Losung letzten Endes wieder auf Term-Unifikation hinauslduft,
ist es effizienter, Entfaltung durch passende Varianten von Resolution bzw. Narrowing zu implementieren.*” Um

die Zahl der erzeugten Summanden noch weiter einzuschrénken, werden auch bewachte Hornformeln verarbeitet
(siehe §4.2):

r(t
\/?:1 3Z; : (T

~—

[(bewachte) Resolution]

.’Z"Ji A QDZO'l)

46Das gelingt natiirlich nur, wenn die Axiome fiir 7 bzw. f nicht rekursiv sind.
47Expander2 nennt beide Narrowing.
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falls v1 = (r(u1) <= ¢1),..., 7 = (r(u,) <= ¢,) die Axiome fiir r sind, &
eine Liste der Variablen von t ist, fiir alle 1 < i < k to; = w04, vi0; = True

und Z; = var(u;, @;) gilt, und fiir alle k¥ < ¢ < n ¢ nicht mit u; unifizierbar ist

t
[(bewachte) Coresolution] /\k = (g( )_’ )
i=1 V4i 1 (T =20 = pi0;

falls v1 = (q(u1) = ¥1),..., % = (¢(un) = ¢,) die Axiome fiir ¢ sind, &
eine Liste der Variablen von t ist, flir alle 1 < ¢ < k to; = w04, ;04 = True
und Z; = var(u;, @;) gilt, und fiir alle k¥ < ¢ < n ¢ nicht mit u; unifizierbar ist

e f(E),
L(bewachtes) Narrowing] VT (.- f( ))7 /\3 — v 0
i=1 i -\, 004,... r = X0; Yi0;

Vi1t f(toy),.. ) AT = Toy)

falls v1 = (f(u1) = v1) <= @1,.. ., = (f(un) = v,) <= ¢, die Axiome
fiir f sind, & eine Liste der Variablen von t ist, fiir alle 1 < ¢ < k, to; = u;04,

~vio; B True und Z; = var(u;, ¢;) gilt, fiir alle & < i < I, 0; ein partieller
Unifikator of ¢ und w; ist, und fiir alle I < ¢ < n, ¢ nicht mit u; partiell

unifizierbar ist.

Beim Narrowing kann die Unifikation von ¢ mit u; scheitern, weil t eine definierte Funktion enthélt, wihrend
an derselben Stelle in u; ein Konstruktor steht. Da die Unifikation aber spéter erfolgreich sein kann, nachdem
weitere Narrowing-Schritte f aus ¢ entfernt haben, simuliert diese Narrowing-Regel beziiglich der Anwendung
der Axiome i1 = (f(upt1) = Vkt1) <= @rt1,---, 7 = (f(w) = v)) < ¢; die pre-Narrowing-Regel aus
§5.1: wir bilden den partiellen Unifikator o; und ersetzen die Redexformel ¢(f(¢)) durch ihre o;-Instanz und die
Gleichungen, die o; représentieren.

Inferenzregeln des Typs

gﬂ bzw. gu

nennen wir Expansionen bzw. Kontraktionen. Simplifikationen sind demnach sowohl Expansionen als auch
Kontraktionen. ¢ expandiert bzw. kontrahiert zu v, falls eine Folge von Anwendungen von Expansionen
bzw. Kontraktionen zu v fithrt. Leider lassen sich echte Expansionen und Kontraktionen nicht auf beliebige
Teilformeln eines Beweiszieles anwenden, d.h. die Implikation (1) gilt nicht, wenn man { durch f} oder |} ersetzt.
Sie gilt nur, wenn der Kontext keine Implikationen enthélt:

b = Cle] 0 hd | = Clel | falls C' implikationsfrei ist (4)

(G Cly] ¢ Cly]

Im Kontext einer Implikation kehrt sich die Folgerbarkeitsrichtung (senkrechter Pfeil) moglicherweise um, je
nachdem, ob die Pramisse oder die Konklusion der umfassenden Implikation transformiert wird:

@ o = o = ¢
z = 5
N w:»w“Aw:»wﬂ )
© o = ¢ o = ¢
E@ w=>so’ﬂ A</>’=>1/)ll 0

wr Zeigen Sie die Korrektheit von (5) und (6)!

Die Anwendbarkeit einer echten Expansion oder Kontraktion auf eine Teilformel ¢ eines Beweisziels ¢ wird
demnach mitbestimmt von der Polaritdt der Position von ¢ innerhalb von 1, die folgendermafsen definiert ist:
Sei F die Menge aller ¥-Formeln.

polarity : N* x F — {+,—} N x Fx{+,-}—={+ -}
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polarity(w,y) = f(w,,+)
fle, o) = +
Ow,p =, ) = f(w,¢,F)
lw, o = ¢, %) = f(w,¢, %)
0w, p ©®, %) = f(w,p,+) forall ® € {A,V}
lw,p @, +) = f(w,,£) forall ® € {A,V}
0w, =p),£) = f(w,,7F)
Ow,Vayp),£) = flw,p,+) forallz e X
fOw,3zp), £) = f(w,p,L) for all x € X
polarity(w, 1) nennen wir die Polaritdt von w in 1. Die Teilformel an der Position w heisst positiv bzw.
negativ polarisiert, wenn polarity(w, ) den Wert + bzw. — hat. Dieser Begriff liefert die Einschriankung,
unter der (1) von Simplifikationen auf Expansionen bzw. Kontraktionen iibertragen werden kann: Sei w die
Position von ¢ in C[y].4®

® ‘ _ Cly]
” A polarity(w,Clg]) =+ = ol (7)
© ) _ Cly]
v I A polarity(w,Cle]) = - = Clol i) (8)

Da wir hier nur top-down-Beweise fiihren, geniigt uns die Herleitung von Expansionen aus Expansionen oder
Kontraktionen.

i Zeigen Sie die Korrektheit von (7) und (8) durch Induktion iiber die Grofe von C' und unter Verwendung
von (5) und (6)!

Der Entfernung von Quantoren bzw. Gleichungen dienen folgende Expansionen bzw. Kontraktionen:

Jz : () Vo @ p(x)
(Quantor-Entfernungj o) 1 PO 3
- T — t=uAt) (t=unep(t) = (@)
[Glelchungs Entf g] 790(”) (2 o) = o) i

Eher zur interaktiven Anwendung gedacht sind auch die folgenden Regeln, mit denen eine bereits bewiesene
Implikation der Form

aty A---ANat, < prem (9)
aty V---Vat, < prem (10)
aty A---ANat, = conc (11)
aty V---Vat, = conc (12)
uf eine Disjunktion bzw. eine Konjunktion angewendet werden kann. Ublicherweise sind at1,...,at, atomare

Formeln. Es kénnen aber auch beliebige Y-Formeln sein. Expander2 [82, 81] schlieft erlaubt allerdings keine

Quantoren in atq,...,at,, weil das die Suche nach korrekten Redices erheblich komplizieren wiirde.

[konjunktive Resolution] Anwendung von (9)

o1(ath) A A pp(ath)
(/\?:1 gpl(gl V(prema A /\wedom(o’) T = .130')))

wobei fiir alle 1 < i < n atio = at;o gilt und in ¢; weder Existenzquantoren noch Negations-

oder Implikationssymbole vorkommen.

48Wie sich aus der Definition von polarity ergibt, wird C[¢] bei der Positionsbestimmung von ¢ als Term tiiber zwei- bzw.
einstelligen Funktionssymbolen =, A, V, Vz und Jz aufgefafit.
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[disjunktive Resolutionj Anwendung von (10)

p1(aty) V-V pn(aty,)
(/\?21 901(3 V(premcr A /\J;Edom(a) T = IU)))

wobei fiir alle 1 <14 < n at,o = at;o gilt und in @; weder Allquantoren noch Negations- oder
Implikationssymbole vorkommen.

[konjunktive Coresolution] Anwendung von (11)

¥1 (atll) ASERRA @n(@t%)
(Vizy @iV V(/\zedom(a) T = x0o = conco)))

wobei fiir alle 1 <4 < n atjoc = at;o gilt und in ¢; weder Existenzquantoren noch Negations-
oder Implikationssymbole vorkommen.

(disjunktive Coresolution]  Anwendung von (12)

p1(aty) A A pn(aty,)
(\/?:1 @Z(v V(/\$Ed0m(a') r =20 = COnCO’)))

wobei fiir alle 1 < ¢ < n at,o = at;o gilt und in ¢; weder Allquantoren noch Negations- oder

Implikationssymbole vorkommen.

V ist die Menge der Variablen von prem, die nicht in aty, ..., at, auftreten. Wahrend Resolution auf ein Atom
angewendet wird (s. Def. 4.2.12 oder Def. 5.1.21), kann man mit den o.g. Regeln n Atome gleichzeitig ersetzen.

Ausserdem wird hier die jeweils erzeugte Substitution als Konjunktion

/\ Tr =0

z€dom(o)
von Gleichungen wiedergegeben.

Die Regeln sind korrekt, wenn (9)-(12) Lemmas sind, d.h. ein induktives Theorem der zugrundeliegenden
Spezifikation SP ist oder als solches vorausgesetzt wird. So lassen sich mit diesen Regeln — wie bei manuel-
len Beweisen iiblich — Ableitungen strukturieren und man muss nicht jeden Beweis auf die Anwendung von
Axiomen, also die o.a. Entfaltungsregeln beschréanken. Ist SP funktional, dann ist z.B. die aus einer endlichen
Menge von Normalformen gebildeten Fallunterscheidungen der Form

EIXletl\/-~~\/3anEtn, (13)

ein giiltiges Lemma, falls fiir alle 1 < i < n, t; eine Normalform ist, X; die Menge der Variablen von t; ist, diese
alle dieselbe Sorte wie x haben, x darin aber nicht vorkommt, und fiir alle t € NFy ein 1 < i < n mit t; <t
existiert (s. Def. 5.2.4). Einfachstes Beispiel (s. Bsp. 5.1.3):

=0V 3y:z=suc(y).
Leider enthélt ein solches Lemma i.d.R. auf der linken Seite Quantoren und wére deshalb von Expander2
nicht anwendbar. Tatséchlich kann man aber jeden Beweis einer Formel ¢(x), in dem das Lemma (13) verwendet

wird, durch einen Beweis der Formel ¢(x) <= P(z) ersetzen, in dem anstelle von (13) die folgenden Axiome fiir

das neue Pradikat P angewendet werden:

P(tz‘)<:P(1'i1)/\"'/\P($ini)7 1<1<n, (14)
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wobei 0.B.d.A. vorausgesetzt wird, dass X; = {1, ..., %in, } aus Variablen der Sorte von t; besteht. Im Beispiel:

P(0),  P(suc(z)) < P(x).

1 Bilden Sie entsprechende Axiome fiir die Sorten aus Bsp. 5.1.4 und Bsp. 5.1.5!

Wie aus den Regeln hervorgeht, sind nicht nur Instanzen der Konklusion bzw. Pramisse von (9)-(12) mogliche
Redices, sondern die Atome aty,...,at, konnen in verschiedenen, aber nicht ganz beliebigen Formelkontexten
Y1, .- -, pn auftreten. Wir zeigen fiir die konjunktive und die disjunktive Resolution, wie die jeweilige Kontext-
bedingung die Korrektheit der Regeln impliziert.

Konjunktive Resolution ist offenbar korrekt bzgl. jeder 3-Struktur mit Gleichheit, wenn aus (9) die Giiltigkeit
von .
p1(aty) A+ ANpglaty) < /\ wi(3V prem) (15)
i=1
folgt. Wegen der Monotonie von ¢; folgt

n

/\cpi(atl A /\atn) (16)
i=1
aus der Pramisse von (15). (16) wiederum impliziert

n

N(wilati) A--- A pilata)), (17)

i=1

weil, wie man durch Induktion iiber ¢ zeigen kann,
platy A+ Nat,) <= @latr) A+ Ap(aty,) (18)

gilt, sofern sich die logischen Operatoren von ¢ auf V, A und V beschrianken. (17) impliziert die Konklusion von
(15). Also ist die konjunktive Resolution korrekt.

Disjunktive Resolution ist offenbar korrekt bzgl. jeder X-Struktur mit Gleichheit, wenn aus (10) die Giiltigkeit
von .
p1(aty) V-V ulat,) < /\ wi(3V prem) (19)
i=1
folgt. Wegen der Monotonie von ¢; folgt

n

/\ pilaty V- Vaty,) (20)

i=1
aus der Pramisse von (19). (20) wiederum impliziert

n

N(pilatr) V-V pi(aty)), (21)

i=1

weil, wie man durch Induktion iiber ¢ zeigen kann,
platy V---Vat,) <<=  lat1) V-V p(at,) (22)

gilt, sofern sich die logischen Operatoren von ¢ auf A, V und 3 beschrénken. Durch Distribution von A iiber V
wird (21) zu:

\/ (()01 (a‘til) TARRRNA Son(ati"))7
1<iq,..., in<n

was schliefflich zur Konklusion von (19) fiihrt. Also ist die disjunktive Resolution korrekt.
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w Zeigen Sie die Giiltigkeit von (18) und (22) unter den genannten Kontextbedingungen durch Induktion
iiber die Grofe von .

1w Zeigen Sie, dass auch konjunktive und disjunktive Coresolution bzgl. jeder ¥-Struktur mit Gleichheit
korrekt sind, indem sie die Beweise der Korrektheit konjunktiver und disjunktiver Resolution dualisieren!

7.2 Induktion

Aussagen {iber rekursiv definierte Funktionen und Pradikate auf unendlichen Datenbereichen lassen sich i.a. nur
induktiv beweisen. Rekursion in den Axiomen fiir ein Signatursymbol f findet sich i.a. bei der Verifikation von f
als Induktion wieder. Die Mengen, iiber die induziert wird, bestehen i.d.R. aus Normalformen. Ist S P funktional
— was wir schon in §7.1 fiir die Korrektheit wichtiger Regeln wie Term-Splitting und Clash vorausgesetzt
haben —, dann hat jeder Grundterm genau eine SP-dquivalente Normalform, so dass man nur noch {iber
Normalformen induzieren muss. Leider 14ft sich jedoch die Menge moglicher Induktionsschemata (genauer:
wohlfundierter Normalformordnungen, entlang derer induziert wird) nicht so auf endlich viele begrenzen, dass
damit alle im Herbrandmodell giiltigen Aussagen beweisbar waren. Insbesondere beim Beweis von Aussagen
iiber mehrere Funktionen oder Préadikate ist es oft erforderlich, die Rekursionsschemata der Axiome trickreich
zu einer passenden Induktionsordnung zu kombinieren. Die Menge der induktiven Theoreme von SP ist — wie
oben bereits erwihnt wurde — nicht aufzahlbar. M.a.W. es gibt keinen bzgl. Her(SP) vollstandigen Kalkiil. Das
widerspricht nicht der Vollsténdigkeit von Regelsystemen fiir die Prédikatenlogik wie den bekannten Hilbert-
und Tableau-Kalkiilen. Dort geht es ndmlich um die Giiltigkeit in allen Modellen von SP, also auch in
solchen, deren Tragermengen keinen induktiven Aufbau haben und daher auch keine induktiven Beweise ihrer
Eigenschaften erlauben.

Prinzipiell lassen sich drei Ansétze zum Beweis induktiver Theoreme unterscheiden:

e Noethersche Induktion mit dem Spezialfall struktureller Induktion,
e implizite Induktion oder induktive Vervollstindigung,

e Fixpunktinduktion und Coinduktion.

Noethersche Induktion bezeichnet den — naheliegendsten — Ansatz, eine Behauptung Vap(z) dadurch
zu beweisen, dass man eine wohlfundierte Ordnung < auf Her(SP)ori () angibt und ¢(x) herleitet unter
der Annahme, dass ¢(y) fiir alle y < 2z gilt. Demnach ist Noethersche Induktion die Anwendung folgender

Expansion:

vz p(z) 0

Noethersche Induktion
Ve (Vy (y <z = »(y) = @)

Die Giiltigkeit der fi-Richtung ergibt sich wie folgt:*? Es gelte der Sukzedent der Induktionsregel in Her(SP).
Sei A die Menge aller x € Her(SP)sori(z), die ¢(x) nicht erfiillen. Wir nehmen an, dass A nichtleer ist. Da
< wohlfundiert ist, hat A ein bzgl. < minimales Element x. Also gilt o(y) fiir alle y € Her(SP)ors() mit
y < xg, d.h. z = 1z erfiillt die Pramisse Vy (y < = ¢(y)) der duferen Implikation des Sukzedenten.
Wegen der Giiltigkeit des Sukzedenten in Her(SP) erfiillt daher x = z auch die Konklusion ¢(x), was aber
ro € A widerspricht. Also ist A leer, d.h. alle x € Her(SP)ori(y) erfiillen ¢(z), m.a.W.: der Antezedent der
Induktionsregel gilt in Her(SP).

Man beachte, dass die Konklusion der Noetherschen Induktion die iiblicherweise geforderte Induktionsver-
ankerung enthélt. Fiir alle bzgl. < minimalen Elemente z ist die Pramisse des Sukzedenten der Induktionsregel
néamlich eine Tautologie und damit der Sukzedent dquivalent zu ¢(z). Fiir die minimalen Elemente muss man
¢ demnach direkt zeigen.

OWir folgen dem Beweis von [65], Theorem 5-10.
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In ihrer allgemeinen Form ist Noethersche Induktion kaum von einem automatischer Beweiser einsetzbar,
denn es fehlt jeglicher Ansatz zu einer konkreten Definition von <. Eine Anforderung an < haben wir hier
allerdings schon eingebaut. Indem die Wohlfundiertheit der Interpretation von < im Herbrandmodell von SP
verlangt wird, setzen wir ndmlich voraus, dass < ein Pradikat von SP ist.

Das bekannteste Beispiel Noetherscher Induktion ist die strukturelle Induktion, bei der Grundterme nach
ihrer Grofe geordnet werden. Sei #t die Anzahl der Symbole von ¢.

t <HerSP) s st < H

Gibt es auch nur zwei SP-#quivalente Grundterme t,¢ unterschiedlicher Grofe, dann gilt diese Aquivalenz
jedoch fiir kein Pridikat <, dessen Interpretation in Her(SP) eine wohlfundierte Relation ist. Wegen der
impliziten Kongruenzaxiome von SP muss =gp namlich mit < vertriglich sein. Dann aber wiirde aus #t < #t’
und t =gp t/ t/ <Her(SP) ¢ folgen und < (5P) wire nicht wohlfundiert.

Strukturelle Induktion funktioniert erst bei funktionalen Spezifikationen, wo sich Grundterme nach der Grofe

ihrer Normalformen ordnen lassen:

= Erweitern Sie eine beliebige funktionale Spezifikation um Axiome fiir < derart, dass (1) gilt!

Ist  im Beweisziel Vz(x) ein Tupel mehrerer Variablen, dann muss < auf Termtupel fortgesetzt werden.
Da gibt es bereits viele Moglichkeiten, aus denen man eine passende auswihlen muss. Haufig eignet sich die
lexikographische Erweiterung von (1) (vgl. Bsp. 7.2.2):

(t1ssta) <TTER () = HOF(0), - #Of () <tew FOFE)), - #(0F(E,) (2)

= Erweitern Sie Thre Spezifikation von < so, dass auch (2) gilt!

# ist eine spezielle Gewichtsfunktion. Eine Gewichtsfunktion w ordnet Grundtermen Elemente einer
Menge A mit wohlfundierter Ordnung < zu. Haufig ist A = N und < die iibliche “kleiner”-Relation. Dann wird

> von w auf Grundnormalformen “projiziert”:
t <HerSP) s w(nf(t)) < w(nf(t)). (3)
Die Spezifikation von < besteht hier i.w. aus geeigneten Axiomen fir w.

Theorembeweiser wie Isabelle [88, 75] und der Larch Prover [13] stellen Beweisregeln fiir strukturelle In-
duktion zur Verfiigung. Der Boyer-Moore Prover [19], QuodLibet [9] und Expander2 [31] erlauben auch andere
Formen Noetherscher Induktion. CLAM [22] und INKA [51] steuern Beweise mithilfe sog. wave rules in Richtung
auf Formeln, die als Induktionshypothesen interpretiert werden kénnen. Die Tatsache, dass ohne vorherige Ab-
leitung von Induktionshypothesen keine Induktionsregeln angewendet werden kénnen, ist neben der geeigneten
Wahl von <« ein weiterer Grund dafiir, dass die Benutzer induktiver Beweiser mit diesen interagieren miissen.

Mit Expander2 [31] kann man Noethersche Induktionsbeweise wie folgt fithren. Nach Auswahl der beweisen-
den Formel, i.a. eine Implikation prem = conc, werden Variablen x4, . .., x, angeklickt, die damit als Induktions-
variablen deklariert sind. Ausserdem erzeugt das System zwei Lemmas, die Induktionshypothesen entsprechen:

/
n

cond <= (v1,...,35) > (2},...,2)) A prem/ (4)

prem’ = ((x1,...,2,) > (2},...,2]) = conc) (5)
conc’ und prem’ werden aus conc bzw. prem gebildet, indem jedes Vorkommen einer Induktionsvariablen x

durch 2’ ersetzt wird. Die Abstiegsbedingung (z1,...,z,) > (2},...,2},) ist ein Atom, wobei < die — ggf.
noch unsperzifizierte — Induktionsordnung bezeichnet, x1, ..., x,, die urspriinglichen Induktionsvariablen sind und
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x},...,z eine Kopie davon, die bei Anwendung des Lemmas auf eine Instanz von prem bzw. conc instantiiert
wird. Die Anwendung von (4) bzw. (5) kann erst dann als Induktionsschritt bezeichnet werden, wenn das Redukt
der Anwendung, d.h. die entsprechende Instanz der Pramisse von (4) bzw. Konklusion von (5) bewiesen, also
auf True reduziert worden ist. Dazu muss die Induktionsordnung < axiomatisiert werden, natiirlich so, dass
ihre Interpretation im Herbrandmodell der jeweiligen Spezifikation wohlfundiert ist.

Die bisher vorgestellten Regeln legen folgende Strategie beim Beweis einer Implikation nahe: Pramisse und
Konklusion so lange kontrahieren bzw. expandieren, bis letztere von ersterer subsumiert wird. Sind Induktions-
schritte erforderlich, dann muss die Ableitung Formeln hervorbringen, auf die die passenden Induktionshypo-
thesen der Form (4) oder (5) anwendbar sind.

Beispiel 7.2.1 Wir zeigen die Korrektheit eines logischen Programms zur Berechnung der Partitionen einer
Liste (siche §6.2):

PARTITION = LIST[TRIV(entry)] and LIST{list(entry)/entry}[LIST[TRIV(entry)]] then
defuncts flatten:list(list(entry))->list(entry)
preds part:list*list(list(entry))
vars X,y:s s,s’:list(entry) p:list(list(entry))
axioms flatten([]) = []
flatten(s:p) = s++flatten(p)
part ([x1, [[x]11)
part(x:y:s,[x]:p) <== part(y:s,p)
part(x:y:s,(x:s’):p) <== part(y:s,s’:p)

Die Korrektheit (der Axiome von) part wird durch folgende Hornformel beschrieben:
part(s,p) = s= flatten(p). (6)

Wir wihlen s als Induktionsvariable (und markieren sie mit einem Ausrufungszeichen), werden also fiir einen
Noetherschen Induktionsbeweis ein Pradikat <: list(entry) x list(entry) brauchen, dessen Interpretation im
initialen Modell von PARTITION wohlfundiert ist. Die Induktionshypothesen (4) und (5) lauten hier demnach
wie folgt:

s’ = flatten(p’) <=== part(s’,p’) & !s >> s’
part(s’,p’) ===> (!s >> s’ ==> g’ = flatten(p’))

Das zweite wird an den Stellen (A) und (B) angewendet. Im jeweils folgenden Schritt wird die eben erzeugte
Abstiegsbedingung durch Resolution mit dem (einzigen) Axiom z : s > s fir die Induktionsordnung sofort

wieder eliminiert.

Derivation of:
part(s,p) ==> s = flatten(p)
Selecting induction variables at position [0,0] of the preceding formula leads to
A1l p:(part(!s,p) ==> !s = flatten(p))
Applying the axioms
flatten[] = []
& flatten(s:p) = s++flatten(p)
& part([x], [[x1]1)

& (part(x:y:s,[x]:p) <=== part(y:s,p))
& (part(x:y:s,x:s’:p) <=== part(y:s,s’:p))
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at positions [0,1,1],[0,0] of the preceding formula leads to

A1l x:(!s = [x] ==> [] = flatten[]) &

A1l x y s p0:(!s = x:y:s & part(y:s,p0) ==> y:s = flatten(p0)) &

A1l x y s s’ pO0:(!s = x:y:s & part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))
The reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

flatten([] = []

at position [0,0,1,1] of the preceding formula leads to

A1l x y s p0:(!s = x:y:s & part(y:s,p0) ==> y:s = flatten(p0)) &
A1l x y s s? pO:(!s = x:y:s & part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))

The reducts have been simplified.
Shifting subformulas at position [0,0,0,1] of the preceding formula leads to

A1l x y s p0:(!s = x:y:s ==> (part(y:s,p0) ==> y:s = flatten(p0))) &
A1l x y s s’ pO:(!s = x:y:s & part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))

Applying the induction hypothesis
part(s,p) ===> (!s >> s ==> s = flatten(p)) a)
at position [0,0,1,0] of the preceding formula leads to
A1l x y s p0:(!s = x:y:s & (x:y:s > y:s ==> y:s = flatten(p0)) ==>
y:s = flatten(p0)) &
A1l x y s s’ p0:(!s = x:y:s & part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))
The reducts have been simplified.
Applying the axioms

X:s >> s
& (x >> y <=== x > y)

at position [0,0,0,1,0] of the preceding formula leads to

A1l x y s s? pO0:(!s = x:y:s & part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))

The reducts have been simplified.

Shifting subformulas at position [0,0,1] of the preceding formula leads to
A1l x y s s? pO:(!s = x:y:s ==> (part(y:s,s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0)))
Applying the induction hypothesis

part(s,p) ===> (!s >> s ==> s = flatten(p)) (B)
at position [0,1,0] of the preceding formula leads to

A1l x y s s? pO0:(!s = x:y:s & (x:y:s >> y:s ==> y:s = flatten(s’:p0)) ==>
y:s = s’++flatten(p0))

The reducts have been simplified.

7 Programmverifikation
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Applying the axioms

X:8 >> s
& (x >> y <=== x > y)

at position [0,0,1,0] of the preceding formula leads to

A1l x y s s? pO0:(!s = x:y:s & y:s = flatten(s’:p0) ==> y:s = s’++flatten(p0))
The reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

s++flatten(p) = flatten(s:p)

at position [0,1,1] of the preceding formula leads to

True

Beispiel 7.2.2 (nach C.-P. Wirth) Selbst um einfache Aussagen, deren induktive Giiltigkeit schon beim
ersten Hinsehen klar ist, formal zu beweisen, sind manchmal nichttriviale Induktionsordnungen erforderlich —
wie das folgende Beispiel (siehe [114], §3.2.2) zeigt.

PQ = NAT and

preds P:nat
Q:nat*nat
‘gt¢: (nat*nat)*(nat*nat) -- lexikographische Ordnung
>>: (nat*nat*nat)* (nat*nat+*nat) -- Induktionsordnung
Nat:nat

axioms P(0)
P(suc(x)) <== P(x) /\ Q(x,suc(x))
Q(x,0)
Q(x,suc(y)) <== P() /\ Q&x,y)
(x,y) ‘gt¢ (x’,y’) <= x> x’
(x,y) ‘gt (x,y°) <== y >y’

(x,y,2z) > x’,y’,2°) <== x>x> /\ x>y
(x,y,2) > (x’,y’,2°) <= (y,z) ‘gt‘ (x’,0) /\ (y,z) ‘gt (y’,z’)
Nat (0)

Nat (suc(x)) <== Nat(x)
Wir beweisen die Formel
Nat(z) A Nat(y) A Nat(z) = p(z) Aqly, z)

durch Noethersche Induktion, wobei alle drei Variablen z,y, z als Induktionsvariablen deklariert werden. Das
Pradikat Nat schrankt die Instanzen von x, y, z auf Grundterme ein, die zu Normalformen der Sorte nat reduziert
werden kénnen. Ohne diese Einschrankung wére die Formel nicht beweisbar.

Die Induktionshypothesen (4) und (5) lauten hier demnach wie folgt:

P(x’) & Q(y’,2’) <=== Nat(x’) & Nat(y’) & Nat(z’)) & (!x,!y,!z) > (x’,y’,z’))
Nat(x’) & Nat(y’) & Nat(z’) ===> (Ix,!y,!z) >> (x’,y’,z’) ==> (P(x’) & Q(y’,z’))

Die erste wird an den Stellen (A) und (B) angewendet.

Derivation of

Nat(x) & Nat(y) & Nat(z) ==> P(x) & Q(y,z)
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Selecting induction variables at positions [0,0,0],[0,1,0],[0,2,0] of the preceding formula leads to
Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!'z) ==> P(!x) & Q(!y,!'z)
Applying the axioms

Q(x,0)
& (Q(x,suc(y)) <=== P(x) & Q(x,y))
& P(0)
& (P(suc(x)) <=== P(x) & Q(x,suc(x)))
at positions [1,1],[1,0] of the preceding formula leads to

(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x = 0 | Any x:(P(x) & Q(x,suc(x)) & !'x = suc(x))) &

(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==> !tz =0 | P(!y) & Any y: (Q('y,y) & 'z = suc(y)))
The reducts have been simplified.
Applying the induction hypothesis
P(x) & Q(y,z) <=== (Nat(x) & Nat(y) & Nat(z)) & (!x,!y,!'z) > (x,y,z) (h)
at positions [0,1,1,0,0],[0,1,1,0,1] of the preceding formula leads to

(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x =0 |

Any x:('x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & (suc(x),!'y,!z) > (x,x,suc(x)))) &
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==> !z =0 | P(ly) & Any y:(Q('y,y) & 'z = suc(y)))
The reducts have been simplified.
Moving up quantifiers at position [1,1,1,1] of the preceding formula leads to
(Nat(!'x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x =0 |

Any x:('x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & (suc(x),!'y,!z) > (x,x,suc(x)))) &
(Nat(!'x) & Nat(ly) & Nat(!z) ==> !z = 0 | Any y:(P('y) & Q(ly,y) & 'z = suc(y)))
Applying the induction hypothesis
P(x) & Q(y,z) <=== (Nat(x) & Nat(y) & Nat(z)) & (!x,!'y,!'z) >> (x,y,z) (B)
at positions [1,1,1,0,0],[1,1,1,0,1] of the preceding formula leads to

(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x = 0 |

Any x:('x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & (suc(x),!'y,!z) > (x,x,suc(x)))) &
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'z =0 | Nat(!y) & Any y:(!'z = suc(y) & Nat(y) & (!'x,'y,suc(y)) >> (ly,'y,y)))
The reducts have been simplified.
Applying the axiom resp. theorem

(x,y,2) > (x7,y’,2’) <===x>x’ & x>y’
at position [0,1,1,0,3] of the preceding formula leads to

(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x = 0 | Any x:(!x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & suc(x) > x)) &
(Nat(!'x) & Nat(ly) & Nat(!z) ==>
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'z = 0 | Nat(!y) & Any y:(!z = suc(y) & Nat(y) & (!'x,!y,suc(y)) >> (ly,'y,y)))
The reducts have been simplified.
Applying the axiom resp. theorem

(x,y,2) > (x?,y’,2°) <=== (y,z) ‘gt (x’,0) & (y,z) ‘gt (y’,z’)
at position [1,1,1,1,0,2] of the preceding formula leads to
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'x = 0 | Any x:(!'x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & suc(x) > x)) &
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>

'z =0 |

Nat(!y) &

Any y:('z = suc(y) & Nat(y) & (ly,suc(y)) ‘gt¢ (ly,0) &

(ly,suc(y)) ‘gt (ly,y)))

The reducts have been simplified.

Applying the axioms

((x,y) ‘gtt (x’,y’) <===x > x7)
& ((x,y) ‘gtt (x,y?) <===7y > y’)

at positions [1,1,1,1,0,3],[1,1,1,1,0,2] of the preceding formula leads to
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>
'x = 0 | Any x:(!'x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)) & suc(x) > x)) &
(Nat('x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>
'z = 0 | Nat(!y) & Any y:(!z = suc(y) & Nat(y) & suc(y) > y))
The reducts have been simplified.
Applying the axiom resp. theorem
suc(x) > x
at position [0,1,1,0,3] of the preceding formula leads to
(Nat(!'x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>
'x = 0 | Any x:(!'x = suc(x) & Nat(x) & Nat(suc(x)))) &
(Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>
1z = 0 | Nat(!y) & Any y:(!'z = suc(y) & Nat(y) & suc(y) > y))
The reducts have been simplified.

Applying the axioms

(Nat (suc(x)) <=== Nat(x))
& Nat (0)

at positions [0,1,1,0,2],[0,0,0] of the preceding formula leads to

Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==>
'z = 0 | Nat('y) & Any y:('z = suc(y) & Nat(y) & suc(y) > y)

The reducts have been simplified.
Applying the axiom resp. theorem

suc(x) > x

111
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at position [1,1,1,0,2] of the preceding formula leads to

Nat(!x) & Nat(!y) & Nat(!z) ==> !z = 0 | Nat(!y) & Any y:(!z = suc(y) & Nat(y))
The reducts have been simplified.

Applying the axioms

Nat (0)
& (Nat(suc(x)) <=== Nat(x))

at position [0,2] of the preceding formula leads to

True

Oft 1a#t sich der Beweis einer Formel ¢ auf keine Induktionshypothese, d.h. auf keine Instanz von ¢ hinfithren.
Vielmehr liefert er eine Instanz einer Generalisierung 1) von . 1 impliziert dann ¢, ist aber nicht dquivalent
zu . Fine geeignete Generalisierung von ¢ ist in vielen Féllen die konjunktive Verkniipfung von ¢ mit einem
weiteren Beweisziel ¢'. Dann ist der Einsatz von ¢ A ¢'-Instanzen als Induktionshypothesen im Beweis von ¢
korrekt, sofern sich auch ¢’ unter diesen Induktionsannahmen herleiten 14ft.

Andere Generalisierungen von ¢ erhélt man aus ¢, indem man Teilterme von ¢ durch (allquantifizierte)
Variablen ersetzt. Diese Art der Verallgemeinerung lafst sich zwar automatisieren, fithrt aber in vielen interes-
santen Féllen zu Formeln, die als Induktionshypothesen noch zu schwach sind. Umgekehrt besteht die Gefahr,
dass man zu stark verallgemeinert und die Generalisierung nicht beweisbar ist, weil sie gar nicht gilt. Die in
§4.2, §5.1 und unten behandelte Fixpunktinduktion befreit uns zwar von der Suche nach geeigneten Induktions-
ordnungen. Die Aufgabe, hinreichende Verallgemeinerung von Beweisziele zu finden, wird uns aber auch dort

nicht abgenommen, allerdings ein klein weing stérker eingegrenzt.

Implizite Induktion basiert auf Satz 6.1.5(1): Eine Hornformel ¢ ist genau dann ein induktives Theorem
von SP, wenn SP U ¢ relativ konsistent bzgl. SP ist.”® Zum Beweis der relativen Konsistenz konnen wir die
Kriterien 6.1.5(2),(3) und 6.1.6 und 6.1.7 nicht anwenden, weil SP und SP U ¢ dieselbe Signatur haben. Einzig
6.2.9 hat eine Chance. Dieses Kriterium ist hier aber nur dann anwendbar, wenn die Menge der Prédikate
von SP bzgl. SP U ¢ komplementabgeschlossen ist. Fiir Gleichheiten bedeutet das praktisch, dass SP und
SP U ¢ funktional sind (s. Satz 6.2.7). Nach Kor. 5.1.15 legt das die Bedingung nahe, dass SP U ¢ konfluent
ist. Tatséchlich besteht der iibliche Ansatz impliziter Induktion im Beweis der Konfluenz von SP U ¢. Das
Bindeglied zwischen Konfluenz und Konsistenz ist hier die SP-Reduzibilitdt von ¢:

[reduzible Hornformel]

Definition 7.2.3 Eine Hornformel t{= u} < H ist SP-reduzibel, wenn fiir alle 0 : X — Ty aus
der (SP U ¢)-Konvergenz von Ho folgt, dass to nicht SP-reduziert ist (s. Def. 5.1.10).

A A

Lemma 7.2.4 Sei SP eine konstruktorbasierte Spezifikation und ¢ eine Hornformel {iber SP so, dass SPUg
terminiert.

(1) Ist SPU ¢ konfluent und ¢ SP-reduzibel, dann ist SP U ¢ relativ konsistent bzgl. SP.
(2) Ist SP konfluent und SP U ¢ relativ konsistent bzgl. SP, dann ist ¢ SP-reduzibel.

Beweis. v Ubung. O

50Das gilt auch fiir Spezifikationen SP, die die Bedingungen 5.1.2(1)-(3) nicht erfiillen.
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Die Konfluenz von SPU¢ schlieRt man dann aus der von S P mithilfe hierarchischer Kriterien®! (s. z.B. [15]).
Vergleichende Analysen von impliziten bzw. Noetherschen Induktionsbeweisen haben gezeigt, dass mit impliziter
Induktion kein entscheidender Effizienzgewinn zu erreichen ist [80, 13]. Wo Noethersche Induktion geeignete
Induktionsordnungen verlangt, erfordert implizite Induktion wegen der Bedingung, dass SP U ¢ terminiert (s.
Lemma 7.2.4), Reduktionsordnungen fiir SP, die mit ¢ vertriglich sind. Man spricht auch von “induktiver
Vervollstandigung”, weil unter gewissen Bedingungen die Erweiterung von SP U ¢ um kritische Klauseln von
SP Uy zu einer konfluenten Spezifikation fiihrt, aus deren Existenz dann auf die induktive Giiltigkeit von ¢
im Herbrandmodell von SP zuriickgeschlossen werden kann. Wir werden implizite Induktion hier nicht weiter
behandeln. Sie wird z.B. im Induktionsbeweiser SPIKE [18] eingesetzt.

Fixpunktinduktion und implizite Induktion kommen im Gegensatz zu explizter Induktion ohne wohl-
fundierte Ordnungen aus. Die Korrektheit der Fixpunkt(induktions)regeln folgt direkt aus Satz 4.2.8; der u.a.
besagt, dass das Herbrandmodell einer funktionalen Spezifikation SP logische Pridikate und — abgestiitzt auf
Satz 5.1.20 — auch die Graphen definierter Funktionen als kleinste Losungen ihrer jeweiligen Axiome interpre-
tiert. Ein Beweisziel der Form r(z) = ¢(z) ist deshalb immer dann ein induktives Theorem von SP, wenn die
Interpretation von 7 durch ¢”¢"(5P) ebenfalls ein Modell von SP liefert, wenn also ¢¢"(5P) die Axiome fiir r

erfiillt. Genau das driickt die Konklusion der Fixpunktinduktion aus:

Sei SP funktional, r ein logisches Prédikat von SP, f eine definierte Funktion von SP sowie AX, und AXy
die Mengen der Axiome, in denen 7 bzw. f vorkommt. Weiterhin sei vorausgesetzt, dass die Formel ¢ weder r
noch von r abhingige Pradikate oder Funktionen ¢ enthélt. ¢ ist von r abh&ngig, wenn r in der Prémisse eines

Axioms fiir ¢ vorkommt oder ein dort vorkommendes Priadikat von r abhéngig ist.

r(x) = o(z)
Npeax, Ylp(w)/r(u) | 7(u) kommt in 4 vor]

f@)=y = o(z,y) 4
y ¥lo(u,v)/ f(u) = v | f(u) = v kommt in ¢ vor]

[Fixpunktinduktion iiber rj

[Fixpunktinduktion iber fj A
peflat(AXs

Die Expansionseigenschaft ({}) folgt aus Satz 4.2.8: Jede Interpretation von r : w auf T ,,, die AX, erfiillt,
enthilt r#e7(SP) | weil rHer(SP) die kleinste Losung von AX,. ist. Also gilt 7(z) = ¢(x).

Fixpunktinduktion kann auch auf eine bedingte Behauptung wie
(r(z) Apre(z)) = ¢(x)  bzw.  (f(z) =y Apre(z)) = ¢(z,y)
angewendet werden, weil diese zu
(r(z) = (pre(z) = @(x))  bzw.  (f(z) =y = (pre(z) = ¢(z,y))
aquivalent ist.

Fixpunktinduktion macht die Verwendung einer wohlfundierten Ordnung iiberfliissig. Sie fasst mehrere
Schritte eines Noetherschen Induktionsbeweises zu einem Schritt zusammen (Anwendung von Induktionshypo-
thesen, Beweis von Abstiegsbedingungen). Umgekehrt lassen sich Beweise durch Fixpunktinduktion in Beweise
durch Noethersche Induktion umformen. Definiert man z.B. <: ss wie bei struktureller Induktion (siehe (1)

oder (2)), um Eigenschaften eines Pridikats 7 : s mit Axiomen®?
r(ei(x1, .. Tmy)) < i1, m ) {Ar(@k,)}, oo r(en(@1, . 2m,)) < pi(@r, . T, ) {AT(2k,) T
Konstruktoren cq,...,¢, und 1 < k; < m; zu beweisen, dann lautet die Regel der Fixpunktinduktion iiber r
wie folgt:
@) = ole) -

AN @@ am) = pilan oz he@m))) |

51Unsere Kriterien Satz 5.2.7 und 5.2.9 versagen, weil SP U in der Regel nicht orthogonal ist und dieselbe Signatur wie SP hat.
52Geschweifte Klammern um eine Teilformel deuten an, dass diese optional ist.
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Gilt der Sukzedent von (7) und ist die als transitiver Abschluss von
{(ci(th s 7tmi)’tki) € TXQI | Her(SP) |: (Pi(tla e 7tmi)7 I1<i< n}

definierte Ordnung < wohlfundiert, dann kénnte man die Giiltigkeit von r(z) = ¢(x) in Her(SP) auch fol-
gendermafen durch Noethersche Induktion beweisen: O.B.d.A. sei t € NFy und Her(SP) = r(t). Dann gilt
SP Feyut 7(t). Also gibt es 1 <4 < n und Grundterme t1, ..., t,, mit t = ¢;(t1,...,tm,) und

SP Feur @ity .. tm {AP(t,)} (8)

Entfillt die in geschweifte Klammern gesetzte Teilformel, dann lésst sich aus (8) und dem Sukzedenten von (7)
die Formel ¢(c;(t1,...,tm;)) = ¢(t) ableiten. Andernfalls folgt SP eyt ¢(tk,) nach Induktionsvoraussetzung aus
SP byt r(tr,) und damit aus aus (8) und dem Sukzedenten von (7) die Ableitbarkeit von ¢(c¢;(t1,...,tm,)) =
©(t). Also ist p(t) in Her(SP) giiltig.

w Zeigen Sie, dass <¢7(5P) wohlfundiert ist, wenn es ein S P-Modell gibt, das < als wohlfundierte Relation
interpretiert!

Umgekehrt kann man die Konklusion der Fixpunktinduktion als Konjunktion méglicher Induktionsschritte
flir den Beweis von ¢ auffassen. Ist sie nicht beweisbar, dann muss ¢ generalisiert werden, d.h. zu einer starke-
ren Behauptung ¢ A ¢’ erweitert werden. Damit wird die Konklusion der Fixpunktinduktion u.U. abgeschwécht,
weil die — Induktionshypothesen bei Noetherscher Induktion entsprechenden — Pramissen der transformierten
Hornformeln stirker werden. r liefert die “untere Grenze” der Generalisierung, da ja r(x) = (o(z) A¢'(x)) gelten
soll. ¢ ist die “obere Grenze”. Dennoch gibt es unendlich viele Formeln ¢’, die

ri@) = e@) () = o)

erfiillen, und fiir die man alle die entsprechende Konklusion der Fixpunktinduktion

A @lle(u) A @' (w)/r(u) | r(u) kommt in ¢ vorl
PYeEAX,
erzeugen miisste — was zu einem Beweisbaum mit unendlichem Verzweigungsgrad fithren wiirde —, um mog-
licherweise zu einem Beweis von r(x) = ¢(z) zu kommen. Das gibt zumindest einen Hinweis darauf, warum
die Menge der induktiven Theoreme einer Spezifikation nicht aufzéhlbar ist. Die Menge der unendlich vielen
Konklusionen der Fixpunktinduktion entspricht einer Formel zweiter Stufe:

Ip: N\ Glle(w) Ap(w)/r(u) | r(u) kommt in ¢ vor] A (r(z) = @(z) Ap(x)).
PEAX,
Auch das begriindet die Nicht-Aufzdhlbarkeit induktiver Theoreme.
[39] verwendet eine andere Art der Verallgemeinerung, die ebenfalls manchmal zur Abschwichung der Be-
weisverpflichtung fiihrt. Sei wieder SP funktional, r ein logisches Priadikat von SP, f eine definierte Funktion

von SP sowie AX, und AX die Mengen der Axiome, in denen r bzw. f vorkommt. Die Ergdnzungen gegeniiber
der Fixpunktinduktion sind unterstrichen.

starke Fixpunktinduktion iiber r

r(z) = ¢lx)
Newyeveax, ) = @lp)Ar(u))/r(u) | r(u) kommt in ¢ vor]Ar(t))

starke Fixpunktinduktion iiber f

T

flx)=y = o(z,y)

/\f(t)zucweflat(AXf)
plt.u) < (W[(p(v,v)Af(v) = ')/ f(v) = | f(v) = kommt in ¢ vor]Af (1) = u)
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Auch hier verschwinden bei der Anwendung der Regel zunédchst die Vorkommen von r bzw. f in den Axiomen.
In den Pramissen der transformierten Axiome werden aber ggf. neue Vorkommen von r bzw. f erzeugt, die die

Pramissen verstarken.

Wir zeigen, dass auch die starke Fixpunktinduktion iiber r : w korrekt ist. Sei SP = (3, AX), ® die von AX
induzierte Schrittfunktion (siehe §4.2), v die Interpretation von r in Her(SP), A die ¥-Herbrandstruktur, die
r durch {t € Tx. ,, | Her(SP) |= ¢(t)} und alle anderen Pradikate von SP wie im Herbrandmodell interpretiert,
und F @ p(Ts.m) — 9(Ts.w) fiiv alle S-Herbrandstrukturen B definiert durch F(r®) = r®(B), Die starke
Fixpunktinduktion iiber r ist offenbar genau dann korrekt, wenn

Frinrhynef crt = HCpA (9)
gilt. Eine Relation r ist F-abgeschlossen, wenn F(r) C r gilt. Da ® und damit auch F monoton und 7
F-abgeschlossen ist, folgt

Frtnrf)y Cc FrAnrynFrA nr)y C Fert nrf)n Py C FrA nrf)ynel C - npd (10)

aus der Primisse von (9). Damit ist 74 N F-abgeschlossen. Da r die kleinste F-abgeschlossene Relation ist,
folgt r C rH N r4 und damit die Konklusion von (9).

Ist r verschrénkt-rekursiv mit anderen Pradikaten rq,...,r, definiert, dann ist i.a. eine Behauptung ¢ iiber
r auch nur “verschrankt-induktiv’ mit Behauptungen iiber rq,...,r, beweisbar. Tatsédchlich kann Fixpunktin-
duktion leicht zu einer Regel erweitert werden, mit deren Hilfe sich alle diese Behauptungen gleichzeitig zeigen
lassen:

simultane Fixpunktinduktion iiber ry,...,7,

Nii(ri(@) = ¢i(x)) "
Ay /\weAXr,-i Y[p;(w)/rj(u) | rj(u) kommt in ¢ vor, 1 < j < n]

Analog zur Fixpunktinduktion sei vorausgesetzt, dass ¢1,...,p, weder r;, 1 < i < n, noch von r; abhéngige

Pradikate oder Funktionen enthélt.

Wie lauten die entsprechende Verallgemeinerung der Fixpunktinduktion dber einer definierten Funktion f7
Moglicherweise muss diese auch mit der Fixpunktinduktion {iber einem Pradikat » kombiniert werden, wenn ein
f und r wechselseitig-rekursiv spezifiziert sind.

Beispiel 7.2.5 Wir beweisen nochmal die Formel

part(L,P) = L = flatten(P)

aus Beispiel 7.2.1, jetzt aber mit Fixpunktinduktion. Der Beweis wurde wieder mit Ezpander2 erstellt [31]. Er
ist um einiges kiirzer und direkter als der mit Noetherscher Induktion gefiihrte (siehe Bsp. 7.2.1). Narrowing
wird hier als Sammelbegriff fiir Narrowing und Resolution im Sinne von §7.1 verwendet.

Derivation of

part(s,p) ==> s = flatten(p)

Applying fixpoint induction w.r.t.
part ([x1, [[x]11)

& (part(x:y:s,[x]:p) <=== part(y:s,p))
& (part(x:y:s,x:s’:p) <=== part(y:s,s’:p))
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at position [] of the preceding formula leads to

A1l x:([x] = flatten[[x]]) &

A1l x y s p:(y:s = flatten(p) ==> x:y:s = flatten([x]:p)) &

A1l x y s p s?:(y:s = flatten(s’:p) ==> x:y:s = flatten(x:s’:p))

The reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

flatten(s:p) = s++flatten(p)

at positions [2,0,1,1],[2,0,0,1],[1,0,1,1],[0,0,1] of the preceding formula leads to
[1 = flatten[]

The reducts have been simplified.

Narrowing the preceding formula leads to

True

Beispiel 7.2.6 (mergesort) Wir zeigen die Korrektheit eines funktionalen Sortierprogramms (Sortieren
durch Mischen). Es wird als Extension von LIST’[ORD(entry)| spezifiziert (siehe Beispiel 6.3.2). Die Beweise
setzen voraus, dass die Relation ~ (“ist Permutation von”) eine Kongruenzrelation ist. Axiome fiir ~ werden

nicht verwendet, aber mehrere Lemmas (theorems).

MERGESORT = LIST’[ORD(entry)] and
defuncts sort:list(nat)->list(entry)
merge:list(entry)*list(entry)->list(entry)
split:1list(entry)->(list(entry)*list(entry))

preds ~:list(entry)*list(entry)
vars x,y:s s,sl,s2,s’,s1’,s2’:1list(entry)
axioms sort([1) = [I

sort ([x]) = [x]
sort(x:y:s) = merge(sl’,s2’)
<== split(s) = (s1,s2) & sort(x:sl) = s1’ & sort(y:s2) = s2’
merge([],s) = s
merge(s,[]1) = s
merge(x:sl,y:s2) = x:merge(sl,y:s2) <== x <=y
merge(x:sl,y:s2) = y:merge(x:sl,s2) <== x>y
split([1) = (01,
split([x]) = ([x],[1)
split(x:y:s) = (x:sl,y:s2) <== split(s) = (s1,s2)

lemmas sorted(sl) & sorted(s2) ==> sorted(merge(sl,s2)) (1)
split(s) = (s1,s2) ==> s 7 sl++s2 (2)
s ~ merge(sl,s2) ==> s ~ sl++s2 (3)
x:y:(s++s?) 7 (x:s)++(y:s?) (4)
s’++x:s T x:istts’ (5)
X >y ===>y <=x (6)

Die Korrektheitsanforderungen an (die Axiome fiir) sort lauten:

/

sort(s)=s" = sorted(s'),

sort(s) =8 = s~

In beiden Teilen fiihrt die Anwendung der Fixpunktinduktion zur Einfiithrung eines Pradikats, das die jeweilige
Konklusion ¢(x) (s.0.) wiedergibt. Die automatisch erzeugten (co-Horn-)Axiome (siehe §7.3) fiir diese Pradikate

lauten demnach wie folgt:
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sort0(s,s?’) ===> sorted(s’) bzw. sorti(s,s?) ===> s s’

Hier sind die Beweise:

Derivation of

sort(s) = s’ ==> sorted(s’)

Applying fixpoint induction w.r.t.

sort[] = []
& sort([x] = [x]
& (sort(x:(y:s)) = merge(z0,z1) <=== split(s) = (s1,s2) & sort(x:sl) = z0 & sort(y:s2) = zl1)

to the preceding tree leads to the formula
All x y s7 z0 z1 sl s2:

(¢ sorto([1,[D

& sort0([x], [x])

& ( sortO(x:(y:s7),merge(z0,z1)) <=== split(s7) = (s1,s2) & sortO(x:s1,z0) & sortO(y:s2,z1)))
Simplifying (4 steps) the preceding tree leads to new ones. The current factor is given by
sort0([1, [1)

Narrowing the preceding factor leads to the factor
sorted[]
Narrowing the preceding factor leads to new ones. The current factor is given by
A1l x: (sort0([x],[x]))
Narrowing the preceding factor leads to the factor
A11 x2: (sorted[x2])
Narrowing the preceding factor leads to a new formula. The current formula is given by
All x y s7 z0 z1 s1 s2:
( split(s7) = (s1,s2) & sortO(x:s1,z0) & sortO(y:s2,z1)
==> sort0(x:(y:s7) ,merge(z0,z1)))
Applying the axiom
sort0(s,s’) ===> sorted(s’)

at positions [0,1],[0,0,2],[0,0,1] of the preceding tree leads to the formula

All x y s7 z0 z1 sl s2:
(split(s7) = (s1,s2) & sorted(z0) & sorted(zl) ==> sorted(merge(z0,z1)))

Applying the theorem
sorted(s) & sorted(s’) ===> sorted(merge(s,s’))
at position [0,0] of the preceding tree leads to the formula

A1l x y s7 z0 z1 s1 s2:
(sorted(merge(z0,z1)) & split(s7) = (s1,s2) ==> sorted(merge(z0,z1)))

Simplifying (3 steps) the preceding tree leads to the formula
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True

3k 3K 3K 3k 3k 3k >k K 5K 3k 3k 3k 5k %k 5k 3k 3k 3k 3k %k 5K 5K 3k 3k 3k 5k K 5K 3k 3k 3k 5k %k 5K 5K 3k 3k 5k 5k 5k 5k 3k 3k 3k 5k % 5K 5k 3k 3k 5k 5k 5K 5k 3k 3k 5k %k 5k 5k 3k 3k 3k >k %k 5k 5k 3k %k %k % >k >k >k 3k >k k Kk k

Derivation of

sort(s) = s’ ==>s ~ 8’
Applying fixpoint induction w.r.t.
sort[] = []
& sort[x] = [x]
& (sort(x:(y:s)) = merge(z3,z4) <=== split(s) = (s1,s2) & sort(x:sl) = z3 & sort(y:s2) = z4)
to the preceding tree leads to the formula
All x y s7 z3 z4 sl s2:
¢ sort1([1,[D)
& sort1([x], [x])
& ( sortl(x: (y:s7) ,merge(z3,z4))
<=== gplit(s7) = (s1,s2) & sortl(x:s1,z3) & sortl(y:s2,z4)))
Applying the axiom
sorti(s,s’) ===> s ~ g’

at positions [0,2,1,2],[0,2,1,1],[0,2,0],[0,1],[0,0] of the preceding tree leads to the formula

All x y s7 z3 z4 sl s2:

¢ 00-n
& [x] 7 [x]
& (x:(y:s7) ~ merge(z3,z4) <=== split(s7) = (s1,s2) & x:s1 ~ z3 & y:s2 ~ z4))

Simplifying (13 steps) the preceding tree leads to the formula
A1l x y s7 sl s2: (split(s7) = (s1,s2) ==> x:(y:s7) ~ merge(x:sl,y:s2))
Applying the theorem

split(s) = (s1,s2) ===> s ~ sl++s2
at position [0,0] of the preceding tree leads to the formula
A1l x y s7 s8 s9: (s7 ~ s8++s9 ==> x:(y:s7) ~ merge(x:s8,y:s9))
Applying the theorem

s ~ merge(sl,s2) <===s 7 sl++s2
at position [0,1] of the preceding tree leads to the formula
All x y s7 s8 s9: (s7 ~ s8++s9 ==> x:(y:s7) ~ (x:s8)++(y:s9))
Simplifying the preceding tree leads to the formula
A1l x y s7 s8 s9: (s7 ~ s8++s9 ==> x:(y:s7) ~ x:(s8++(y:s9)))

Applying the theorem

x:y: (sl++s2) 7 x:(sl++(y:s2))
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at position [0,1] of the preceding tree leads to the formula
A1l x3 y2 s7 s8 s9: (s7 ~ s8++s9 ==> True)
Simplifying (3 steps) the preceding tree leads to the formula

True

= sorted spezifiert aufsteigende Sortierung. Geben Sie Hornaxiome fiir ein Préadikat sortedB an, das im

Herbrandmodell genau dann gilt, wenn die Argumentliste absteigend sortiert ist. Zeigen Sie
reverse(L) =L = (sorted(L) = sortedB(L'))

mit Fixpunktinduktion {iber reverse (siehe Bsp. 6.3.2)!

Beispiel 7.2.7 (quick- und bubblesort) Zeigen Sie analog zu Beispiel 7.2.6 die Korrektheit von quicksort
und bubblesort bzgl. folgender Spezifikationen:

QUICKSORT = LIST’ [ORD(entry)] and

defuncts sort:list(entry)->list(entry)
smaller,greater:nat->(entry->bool)

vars x,y:nat s,sl,s2:1list(entry)

axioms sort([1) = [1
sort(x:s) = sort(sl)++x:sort(s2)

<== filter(smaller(x),s) = sl /\ filter(greater(x),s) = s2

smaller(x) (y) = true <== x <=y
smaller(x) (y) = false <== x >y
greater(x) (y) = not(smaller(x)(y))

BUBBLESORT = LIST’ [ORD(entry)] then

defuncts sort:list(entry)->list(entry)
bubble:list (entry)->1list (entry)

vars X,y:entry s,s’:list(entry)

axioms sort(s) = s> <== bubble(s) = s’ /\ s = s’
sort(s) = sort(s’) <== bubble(s) = s’ /\ s =/= s’
bubble([]1) = []
bubble([x]) = [x]
bubble(x:y:s) = x:bubble(y:s) <== x <=y
bubble(x:y:s) = y:bubble(x:s) <== x >y

= Optimieren Sie BUBBLESORT durch Erweiterung des Wertebereiches von bubble um einen Booleschen
Wert (flag), der angibt, ob der jeweilige Aufruf von bubble die Argumentliste verindert hat! Anstatt die Bedin-
gung s = s’ bzw. s # s’ zu iiberpriifen, braucht sort dann nur den Wert des flags abzufragen. Zeigen Sie, dass
Thr optimiertes bubble zum bubble von BUBBLESORT &quivalent ist!

Beispiel 7.2.8 (Rucksackproblem) Gegeben sind ein Rucksack der Grofe b und n > 0 Objekte mit
Grofen ay, ..., a, und Nutzwerten ci,...,¢,. Gesucht ist eine Teilmenge M von {1,...,n} mit > ., a;z; <b
und maximalem Gesamtnutzen c(Z) =g4¢ >0, ¢;z;. & € {0,1} ist der charakteristische Vektor von M, d.h.
z; = 1 & i € {0,1}. Der Aufruf knap(n,b) des folgenden, leider exponentiellen Haskell-Programms knap

berechnet Z und ¢(Z) rekursiv. Vektoren werden hier als Listen implementiert.

knap(1,b) = if a(1) > b then ([0],0) else ([1],c(1))
knap (n,b) if d1 > d2’ then (v1++[0],d1) else (v2++[1],d2’)
where (v1,d1) = knap(n-1,b)
(v2,d2) = knap(n-1,b-a(n))
d2’ = d2+c(n)

]
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= Zeigen Sie die Korrektheit von knap durch Fixpunktinduktion! Die zu beweisende Behauptung lautet als

Formel wie folgt:

knap(k,a) =% = (Xn: a;x; <OAYY: (zn: a;y; < b= Xn:ciyi < iqxl))

i=1 1=1 =1 =1

Die Methode der Tabellierung (siehe §8.6) iiberfiihrt knap in den folgenden Algorithmus, der knap als Matrix
darstellt:

knap = array’ bounds [(i,f i) | i <- range bounds]
where bounds ((1,-1000), (n,b))
£(1,b) = if a(1) > b then ([0],0) else ([1],c(1))
f(n,b) if d1 > d2’ then (vi1++[0],d1) else (v2++[1],d2’)
where (v1,d1) = knap!(n-1,a)
(v2,d2) = knap! (n-1,b-a(n))
d2’ = d2+c(n)

7.3 Coinduktion

Aus der Interpretation von ¢ im Herbrandmodell folgt die Korrektheit einer zur Fixpunktinduktion iiber Pra-
dikaten dualen Beweisregel fiir Coprédikate: Sei AX, die Menge der Axiome, in denen ¢ vorkommt. Analog zur
Fixpunktinduktion sei vorausgesetzt, dass ¢ weder ¢ noch von ¢ abhéngige Copréadikate enthélt.

o(r) = q(v)
Npeax, Yle(w)/q(u) | q(u) kommt in 1 vor]

[Coinduktion iiber qj

Auch Coinduktionsbeweise kdnnen es erforderlich machen, die jeweiligen Behauptungen zu generalisieren.
Da das hier bedeutet, die Prdmisse ¢ einer Implikation zu erweitern, muss ¢ disjunktiv mit einer Formel ¢’
verkniipft werden, damit die Implikation verstirkt wird. ¢ liefert jetzt die “obere Grenze” der Generalisierung

und ¢ die “untere Grenze”, da (¢(x) V ¢'(x)) = q(x) gelten soll:
p) = e@)Vve@) = q).
w Zeigen Sie unsorted([1,2,3,5,4]) erstens mit Coinduktion tiber unsorted und zweitens durch Widerlegung,
d.h. durch Ableitung der Formel sorted([1,2,3,5,4]) = False nach True!
Beispiel 7.3.1 (MAP implementiert STACK, cont.) Das Lemma (15) in Beispiel 6.4.3 wird mit

Coinduktion bewiesen.

Derivation of
i>j ==> (upd(i,x,£),j) 7 (£,3)

Applying coinduction w.r.t.

s 7 s’ ===> top(s) = top(s’) & pop(s) ~ pop(s?’)
at position [] of the preceding formula leads to

All i j x £: (4 > j ==> top(upd(i,x,f),j) = top(f,j)) &
All i j x £:(1 > j ==>
Any i0 jO x0 £0:(i0 > jO & pop(upd(i,x,f),j) = (upd(i0,x0,£0),j0) &
pop(£,j) = (£0,30)))
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Reducts have been simplified.
Applying the axioms

pop(f,i) = (f,pred(i))
& top(f,i) = get(f,i)

at positions [1,0,1,0,2,0],[1,0,1,0,1,0],[0,0,1,1]1,[0,0,1,0] of the preceding formula leads to

A11 i j:(i > j ==> 1 > pred(j)) &
A1l i j x £: (1 > j ==> get(upd(i,x,f),j) = get(£f,j))

Reducts have been simplified.
Applying the axioms

get(upd(i,x,f),i) = entry(x)
& (get(upd(i,x,f),j) = get(f,j) <===1 =/= j)

at position [1,0,1,0] of the preceding formula leads to
A1l i j: (1 > j ==> i > pred(j))

Reducts have been simplified.

Applying the theorem

i > j ===>1i > pred(j)

at position [0,0] of the preceding formula leads to

True

Durch Dualisierung der starken Fixpunktinduktion erhilt man die starke Coinduktion [39]. Sei wieder ¢ ein
Copradikat und AX, die Menge der Axiome, in denen ¢ vorkommt. Die Ergédnzungen gegeniiber der Coinduktion
sind unterstrichen.

starke Coinduktion tiiber ¢

o(r) = q(v)
Natymvpeax, )= (@l(ew)Ve(w))/q(u) | q(u) kommt in 1 vor|Vg(t))

TT

Auch hier verschwinden bei der Anwendung der Regel zunéchst die Vorkommen von ¢ in den Axiomen. In den
Konklusionen der transformierten Axiome werden aber ggf. neue Vorkommen von ¢ erzeugt, die die Konklusionen

verstarken.

= Zeigen Sie die Korrektheit der starken Coinduktion durch Dualisierung des Beweises der Korrektheit der
starken Fixpunktinduktion (siehe §7.2)!

Ist ¢ verschrénkt-rekursiv mit anderen Copradikaten gqi,...,q, definiert, dann ist i.a. eine Behauptung
©(x) = g(x) auch nur “verschrankt-induktiv’ mit entsprechenden Behauptungen iiber ¢;(z) = ¢;(x), 1 <i < n,
beweisbar. Tatsdchlich kann Coinduktion leicht zu einer Regel erweitert werden, mit deren Hilfe sich diese
Behauptungen gleichzeitig zeigen lassen:

simultane Coinduktion iiber ¢1,...,q,

/\?:1(%‘(33) = qi(r))
N1 Npeax,, lei(u)/g;(u) | gj(u) kommt in ¢ vor, 1 < j <n]

T
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Analog zur simultanen Fixpunktinduktion sei vorausgesetzt, dass ¢1, ..., @, weder ¢;, 1 < i < n, noch von ¢;
abhéngige Copradikate enthélt.

Wiéhrend eine der Fixpunktinduktion zugéngliche Formel r(z) = ¢(x) verlangt, dass das Praidikat r die
Eigenschaft ¢ hat, sagt eine mit Coinduktion transformierbare Formel ¢(z) = ¢(z) aus, dass das Coprédikat g
fiir alle Objekte gilt, die ¢ erfiillen. Die Expansion von ¢(z) = ¢(z) ist also eher eine Auswertung von (Instanzen
von) ¢ als ein Beweis. Wire ¢ ein Pradikat, dann beginnt die Expansion von ¢(z) = ¢(x) in der Regel mit
Auswertungsschritten, also Entfaltungen von ¢. Das Gleiche gilt fiir eine Expansion von ¢(z) = ¢(z), falls g ein
Copradikat ist, obwohl diese auf einen Beweis (der Giiltigkeit von ¢ fiir ¢) hinauslauft.

Die vier genannten Formelschemata sind demnach nicht nur paarweise mit dualen Regeln expandierbar, die
Expansionen streben auch duale Ziele an: einerseits Beweise, andererseits Auswertungen. Die Symmetrien sind
in Fig. 8 veranschaulicht. Narrowing steht dort fiir Entfaltungen zusammen mit Simplifikationen, die notwendig
sind, um schlieflich True, False oder eine Menge geloster Formeln zu erreichen (s. §7.1).

Die Anwendung von Fixpunktinduktion/Coinduktion einerseits und Narrowing andererseits offenbart eine
weitere Dualitdt. Im ersten Fall werden Axiome von Behauptungen verindert, im zweiten Fall ist es genau
umgekehrt: Behauptungen werden von Axiomen transformiert.

Bei den Narrowing-Anwendungen auf die Formeln ¢(z) = p(z) und ¢(z) = ¢(x) in Fig. 8 ist die Expansion

von p(z) bzw. g(x) gemeint.

proof evaluation

predicate /P(X) ==> ¢(X) o(x) ==> p(x) \ predicate

N\

fixpoint induction

axioms(p)[#/p] narrowing

N

narrowing

True / False /
solved formula

~

narrowing

N

axioms(q)[¢/q]

™

coinduction

narrowing

copredicate \ g(X) ==> ¢(x) $(x) ==>q(x) / copredicate

proof evaluation
Figure 8.

Was man wie beweist/auswertet.
Je nach Redex kann mit Narrowing auch Resolution oder Coresolution gemeint sein.
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7.4 Invarianzbeweise

Beispiel 7.4.1 (merge) Wir wollen Lemma (1) aus Beispiel 7.2.6 zeigen:
sorted(s1) A sorted(s2) = sorted(merge(sy, $2)). (1)

(1) beschreibt eine typische Invarianzbedingung: Wird merge auf sortierte Listen angewendet, dann ist auch
die Ergebnisliste sortiert. Zum Beweis mit Fixpunktinduktion muss (1) generalisiert werden:

merge(s1, S2) = s A sorted(sy) A sorted(sz) = sorted(s) As ~ sl + +s2. (2)

(2) ist dquivalent zur Konjunktion von Lemma (1) und Lemma (3) aus Beispiel 7.2.6!

Derivation of

merge(sl,s2) = s & sorted(sl) & sorted(s2) ==> sorted(s) & s ~ sl++s2

Shifting subformulas at positions [0,1],[0,2] of the preceding formula leads to
merge(sl,s2) = s ==> (sorted(sl) & sorted(s2) ==> sorted(s) & s ~ sl++s2)
Applying fixpoint induction w.r.t.

merge([],s) = s & merge(s,[]) = s &
(merge(x:s,y:s’) = x:23 <=== x <= y & merge(s,y:s’) = z3) &
(merge(x:s,y:s’) = y:23 <=== x > y & merge(x:s,s’) = z3)

at position [] of the preceding formula leads to

A1l s x y s’ z3:((sorted[] & sorted(s) ==> sorted(s) & s ~ [I++s) &
(sorted(s) & sorted[] ==> sorted(s) & s ~ s++[]) &
((sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==>
sorted(x:z3) & x:23 7 x:s++y:s’) <===
x <=y &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3) & z3 ~ s++y:s’)) &
((sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==>
sorted(y:2z3) & y:2z3 ~ x:stt+y:s’) <===
X>y &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3) & z3 ~ x:s++s’)))

Simplifying the preceding formula (33 steps) leads to

A1l s x y s’ 23:(x <= y & (sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> z3 ~ s++y:s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==>
sorted(x:z3)) &

All s x y s’ 23:(x <= y & (sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> z3 ~ s++y:s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==>
x:23 7 x:ist+y:s’) &

A1l s x y s’ 23:(x > y & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==>
sorted(y:z3)) &

A1l s x y s’ 23:(x > y & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==>
y:23 ~ x:ist+ty:s?’)

Applying the axiom resp. theorem
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sorted(s) <=== sorted(x:s)

at positions [0,0,2,0,0],[0,0,1,0,0] of the preceding formula leads to 4 factors.
The current factor is given by

A1l s x y s’ 2z3:(x <= y & (Any x0: (sorted(x0:s)) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) &
(Any x1:(sorted(xl:s)) & sorted(y:s’) ==> z3 ~ s++y:s8’) &
sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==>
sorted(x:23))

Simplifying the preceding factors (2 steps) leads to the factor

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <= y & sorted(z3) &
z3 7 stty:s’ ==>
sorted(x:23))

Applying the axiom resp. theorem

sorted(x:sl) <===
sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <= y & sorted(sl) & sl 7 s++y:s’

at position [0,1] of the preceding factors leads to the factor

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <= y & sorted(z3) &
z3 7 stty:s? ==>
Any s9 yO s’0:(sorted(x:s9) & sorted(y0:s’0) & x <= y0 &
sorted(z3) & z3 ~ s9++y0:s5°0))

Simplifying the preceding factors (2 steps) leads to 3 factors.
The current factor is given by

A1l s x y s’ 23:(x <= y & (sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> z3 ~ s++y:s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s?’) ==>
x:23 7 x:istty:s’)

Applying the axiom resp. theorem
sorted(s) <=== sorted(x:s)
at position [0,0,2,0,0] of the preceding factors leads to the factor
A1l s x y s’ 23:(x <= y & (sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) &
(Any x3:(sorted(x3:s)) & sorted(y:s’) ==> 23 ~ s++y:s’) &
sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==>
x:23 7 x:ist+t+y:s?)
Simplifying the preceding factors leads to the factor
A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <=y &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ s++y:s’ ==
x:23 7 x:ist+t+y:s?)
Decomposing the atom at position [0,1] of the preceding factors leads to the factor
A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <=y &
(sorted(s) & sorted(y:s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ s++y:s’ ==>

z3 7 s++y:s?)

Simplifying the preceding factors (2 steps) leads to 2 factors.
The current factor is given by
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A1l s x y s’ 23:(x > y & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==>
sorted(y:z3))

Applying the theorem

X >y ===>y <=Xx

at position [0,0,0] of the preceding factors leads to the factor

A1l s x y s’ 23:(y <= x & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s?) ==>
sorted(y:z3))

Applying the axiom resp. theorem

sorted(s) <=== sorted(x:s)

at positions [0,0,2,0,1],[0,0,1,0,1] of the preceding factors leads to the factor

A1l s x y s’ 23:(y <= x & (sorted(x:s) & Any x5:(sorted(x5:s’)) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & Any x6:(sorted(x6:s’)) ==> 23 ~ x:s++s’) &
sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==>
sorted(y:z3))

Simplifying the preceding factors (2 steps) leads to the factor

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(z3) &
z3 7 X:ist+s’ ==>
sorted(y:z3))

Applying the axiom resp. theorem

sorted(x:sl) <===
sorted(x:s) & sorted(y:s’) & x <= y & sorted(sl) & s1 ~ s++y:s’

at position [0,1] of the preceding factors leads to the factor

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(z3) &
z3 7 x:stt+s? ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s13) & sorted(y2:s’1) & y <= y2 &
sorted(z3) & z3 ~ s13++y2:s’1))

Simplifying the preceding factors (3 steps) leads to the factor

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(z3) &
z3 7 x:ist+s’ ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s13) & z3 ~ s13++y2:s’1 &
sorted(y2:s’1) & y <= y2))

Applying the theorem

s’++x:s 7 x:st++s’

at position [0,0,4] of the preceding factors leads to the factor
A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(z3) &

z3 = s’++x:s ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s13) & z3 ~ s13++y2:s’1 &
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sorted(y2:s’1) & y <= y2))
Simplifying the preceding factors (2 steps) leads to the factor

A1l s x y s’:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(s’++x:s) ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s13) & s’++x:s ~ s13++y2:s’1 &
sorted(y2:s’1) & y <= y2))

Substituting s’ for s13 at position [0,1,0,1,0,0] of the preceding factors
leads to the factor

A1l s x y s’:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(s’++x:s) ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s’) & s’++x:s ~ s’++y2:s’1 &
sorted(y2:s°1) & y <= y2))

Substituting x for y2 at position [0,1,0,1,0,1,0] of the preceding factors
leads to the factor

A1l s x y s?:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(s’++x:s) ==
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s’) & s’++x:s 7 s’++x:s8’1 &
sorted(x:s’1) & y <= x))

Substituting s for s’1 at position [0,1,0,1,0,1,1] of the preceding factors
leads to the factor

A1l s x y s’:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x & sorted(s’++x:s) ==>
Any s13 y2 s’1:(sorted(y:s’) & s’++x:s 7 s’++x:s & sorted(x:s) &
y <= x))

Simplifying the preceding factors (6 steps) leads to a single formula,
which is given by

A1l s x y s’ 23:(x > y & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s?’) ==>
y:2z3 7 x:istty:s’)

Applying the theorem

at position [0,0,0] of the preceding formula leads to

A1l s x y s? z3:(y <= x & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> z3 ~ x:s++s’) & sorted(x:s) &
sorted(y:s’) ==
y:23 T x:ist+t+y:s?)

Applying the axiom resp. theorem

sorted(s) <=== sorted(x:s)

at position [0,0,2,0,1] of the preceding formula leads to

A1l s x y s’ 23:(y <= x & (sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) &
(sorted(x:s) & Any x10:(sorted(x10:s’)) ==> 23 ~ x:s++s’) &
sorted(x:s) & sorted(y:s’) ==
y:2z3 T x:istty:s?’)

Simplifying the preceding formula leads to

All s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) &y <=x &
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(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>
y:23 7 x:istty:s?)

A transitivity axiom at position [0,1] of the preceding formula leads to

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>
Any z4:(y:23 7 24 & z4 7 x:s++y:s’))

Applying the theorem

y:x:s++s’ 7 x:st++y:s’

at position [0,1,0,1] of the preceding formula leads to

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>

Any z4:(y:23 7 24 & z4 = y:x:st++s’))

Substituting y:x:s++s’ for z4 at position [0,1,0,1,1] of the preceding formula
leads to

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>
Any z4:(y:2z3 7 y:i:x:s++s’ & y:x:s++s’ = y:x:is++s’))

Simplifying the preceding formula (6 steps) leads to

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <= x &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>
y:2z3 T yix:st++s?’)

Decomposing the atom at position [0,1] of the preceding formula leads to

A1l s x y s’ z3:(sorted(x:s) & sorted(y:s’) & y <=x &
(sorted(x:s) & sorted(s’) ==> sorted(z3)) & z3 ~ x:s++s’ ==>
23 7 x:ist+s?)

Simplifying the preceding formula (2 steps) leads to

True

Number of proof steps: 31

Beispiel 7.4.2 Wir spezifizieren den als 2-3-Baume bekannten Datentyp von Bdumen mit Knotenausgrad
2 oder 3 zusammen mit einer Operation insert, die Elemente in 2-3-Bédume eintriagt und ggf. balancierte Baume
rebalanciert:

2-3-TREE[ORD(s)] and NAT then

sorts tree

constructs mt:->tree - leerer Baum
_#_#_:treexsxtree->tree - Wurzel hat 2 Nachfolger
_H#_#_#_#_:tree*sxtreexsktree->tree - Wurzel hat 8 Nachfolger

defuncts insert:s*tree->(tree*nat)
h:tree->nat - Baumhdohe

preds balanced:tree

vars X,y,z,z’:s T1,T2,T3,T4,T5:tree

axioms insert(x,mt) = (mt#x#mt,1)
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insert (x,T1#x#T2) = (T1#x#T2,0)

insert (x, T1#x#T2#y#T3) = (T1#x#T2#y#T3,0)
insert (x, T1#y#T2#x#T3) = (T1#y#T2#x#T3,0)

insert (x,T1#y#T2) = (T3#y#T12,0) <« x < y A insert(x,T1)
insert (x,T1#y#T2) = (T1#y#I3,0) <« y < x A insert(x,T2)
insert (x, T1#y#T2#z#T3)
insert (x, T1#y#T2#z#T3)

(T3,0)
(T3,0)
(T4#y#T2#z#T3,0) <« x < y A insert(x,T1)
(TA#y#T2#z#T3,0)

< y < x <z A insert(x,T2) = (T4,0)
(T1#y#T2#z#T4,0) <« 2z < x A insert(x,T3)

insert (x, T1#y#T2#z#T3)
insert (x, T1#y#T2) (T3#z#T4#y#T2,0) < x < y A insert(x,T1)
insert (x, T1#y#T2) (T1#y#T3#z#T4,0) <« y < x A insert(x,T2)
insert (x, T1#y#T2#z#T3) = (T4#y#(T2#z#T3),1)

< x <y A insert(x,T1) = (T4#z’#T5,1)
((T1#y#T4) #z> #(T5#2z#T3) ,1)

< y < x <z A insert(x,T2) = (T4#z’#T5,1)
((T1#y#T2) #z#T4,1)

< 2z < x A insert(x,T3) = (T4#z’#T5,1)

insert (x, T1#y#T2#z#T3)

insert (x, T1#y#T2#z#T3)

h(mt) = 0

h(T1#x#T2) = max(h(T1) ,h(T2))+1

h(T1#x#T2#y#T3) = max(h(T1),h(T2),h(T3))+1

balanced (mt)

balanced (T1#x#T2) < h(T1) = h(T2) A balanced(T1) A balanced(T2)
balanced (T1#x#T2#y#T3)

< h(T1) = h(T2) = h(T3) A balanced(T1) A balanced(T2) A balanced(T3)

1 Zeigen Sie folgende Invarianzbedingungen durch Fixpunktinduktion iiber insert:

insert(xz,T) = (T7,0) A balanced(T) = h(T) = h(T") A balanced(T")
insert(x,T) = (T",1) A balanced(T) = h(T)+ 1= h(T") ANbalanced(T"). &

(T4,0)

(T4,0)

(T3#z#T4,1)
(T3#z#T4,1)

Beispiel 7.4.3 Wir spezifizieren den als AVL-Biume bekannten Datentyp bindrer Bdume zusammen mit

einer Operation insert, die Elemente in AVL-Bédume eintrigt und ggf. balancierte Badume rebalanciert:

AVL-TREE[ORD(s)] = NAT then
sorts bintree nonempty

constructs

defuncts

preds
vars

axioms

mt:->tree - leerer Baum
_:nonempty->tree - nichtleerer Baum
_#_#_:treexs*tree->nonempty - ausgeglichener Baum
_#_#_:nonempty*s*tree->nonempty - linkslastiger Baum
_#_#{_): tree*s*nonempty->nonempty - rechtslastiger Baum
insert:s*tree->nonempty

[_}#_#_:nonempty*s*tree->nonempty - Rotation von links her
_#_#[_]: tree*s*nonempty->nonempty - Rotation von rechts her
h:tree->nat - Baumhdhe

balanced:tree

x,y,z:s T1,T2,T3,T4:tree
insert(x,mt) = mt#x#mt
insert (x, T1#x#T2) = T1#x#T2
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insert (x,#X#TQ) = @]#X#TQ
insert(x,Tl#x#) = Tl#x#@]
insert (x,T1#y#T2) = T3#y#T2 <« x <
insert (x, T1#y#T2) = Ti#y#T3 <« 7y <
insert (x,(T1j#y#T2) = [T3My#T2 <« x
insert (x,(T1j#y#T2) = [T1j#y#T3 <« y
= x
= v

y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) = h(T3)

x A insert(x,T2) = T3 A h(T1) h(T3)

<y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) = h(T3)
x A insert(x,T2) = T3 A h(T1) = h(T3)
insert (x,T1#y#T2)) = T3#y#(T2) y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) = h(T3)
insert (x,Ti#y#T2)) = Ti#y#(T3] x A insert(x,T2) = T3 A h(T1) = h(T3)
insert (x,T1#y#T2) = (T3J#y#T2 <« x < y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) # h(T3)
insert (x,T1#y#T2) = Ti#y#{T3] <« y < x A insert(x,T2) = T3 A h(T2) # h(T3)
insert (x,(T1j#y#T2) = [T3y#T2 <« x < y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) # h(T3)
insert (x,(T1#y#T2) = Ti#y#T3 <« y < x A insert(x,T2) = T3 A h(T2) # h(T3)
insert (x,Ti#y#T2)) = T3#y#T2 <« x < y A insert(x,T1) = T3 A h(T1) # h(T3)
insert (x,T1#y#T2)) = Ti#y#T3] <« 7y < x A insert(x,T2) = T3 A h(T2) # h(T3)

(1) [T1#x#T2#y#T3 = Ti#x# (T2y#T3

(2) (TL #x#T2 fy#T3 = Ti#tx# (T2H#y#T3)
3 T1#x# T2#y#T3|#z#T4 = (T1#x#T2)#y# (T3#z#T4)

(a) T1#x{(T2)y#T3) #2474
(5) Te#x#(T2#y#(T3)| #2414 = (TL#xT2) #y# (T342#T4)
(6) T1#x#[T2#y#T3] = (T1#cH{T2)y T3

(7 T1#x# T2#y#(T3)| = (T1#x#T2)#y#T3

(®) T1#x# [ T2#y#T3 #z#T4‘ = (T1#x#T2)#y# (T3#z#T4)
(9) Ti#x# | T2#y#(T3)#z#T4| = (T1#x#T2) #y# (T3#z#T4)

(10) T1#x#||(T2#y#T3 [#z#T4| = (T1#x#T2) #y# (T3#z#(T4))
h(mt) =0
h(T1#x#T2) = max(h(T1),h(T2))+1
n((T1)}#x#T2) = max(h(T1),h(T2))+1
h(T1#x#T2)) = max(h(T1),h(T2))+1
balanced(mt)
balanced (T1#x#T2) < h(T1) = h(T2) A balanced(T1) A balanced(T2)
balanced ((T1}#x#T2) < h(T1) = h(T2)+1 A balanced(T1) A balanced(T2)
balanced (T1#x#T2)) < h(T1)+1 = h(T2) A balanced(T1) A balanced(T2)

o
AN AN A

(T1#x#T2) #y# (T3#z#T4))

Wieder ist die wesentliche Anforderung an insert eine Invarianzbedingung:

balanced(T) = balanced(insert(z,T)).

= Zeigen Sie durch Fixpunktinduktion iiber insert und die beiden Rotationsfunktionen:

insert(z,T) =T = (balanced(T) = balanced(T"))
[T1#a#T2=T = ((balanced(T1) A balanced(T2) Ah(T1) = h(T2) +2) = balanced(T))
T1#x#T2|=T = ((balanced(T1) A balanced(T2) A h(T1) +2 = h(T2)) = balanced(T)).

= Optimieren Sie — dhnlich der Einfiigeoperation bei 2-3-Béumen (s. Bsp. 7.4.2) — insert durch Erweiterung
des Wertebereiches der Funktion um einen Booleschen Wert (flag), der angibt, ob der jeweilige Aufruf von insert
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Figure 9. Die 10 Rotationsfille (nach A. Hallmann)

die Hohe des Argumentbaumes verdndert hat! Anstatt die Bedingungen h(T'1) = h(T3), h(T1) # h(T3), etc.,
zu liberpriifen, braucht insert dann nur den Wert des flags abzufragen. Zeigen Sie, dass Ihr optimiertes insert

zum insert von AVL-TREE aquivalent ist!

s Spezifizieren Sie eine Operation remove : s X nonempty — tree, die Eintrage entfernt und wie insert die

Balanciertheit von Badumen erhélt! Da eine Loschoperation die Hohe eines Baumes verringern kann, miissen ggf.

Teilbdume mehrfach rotiert werden, was zu rekursiven Aufrufen der Rotationsfunktionen fiihrt. &

Beispiel 7.4.4 (Baumordnungen) Infixordnung (auch Suchbaumeigenschaft genannt) und partielle Ord-

nung sind zwei Arten, die Struktur eines bindren Baumes auszunutzen, um Eintrége zu sortieren und damit die

Zugriffszeit zu verkiirzen.?® Fiir Suchbdume bieten sich Konstruktoren an, die den leeren Baum ausschliefen.

TREE-ORDERS[ORD(s)] = AVL-TREE[ORD(s)] then

sorts
constructs

defuncts
preds

axioms

searchtree

leaf:s -> searchtree
& _&_
minT,maxT:searchtree -> s
bin:searchtree -> tree
infix:searchtree
parti:tree
infix(leaf (x))
infix (T&x&T’) <==
minT(leaf(x)) = x

:searchtreexs*searchtree -> searchtree

minT (T&x&T’) = (min(minT(T) ,min(x,minT(T?))))

maxT(leaf(x)) = x

maxT (T&x&T’) =

bin(leaf (x)) = mt#x#mt
bin(T&x&T’) = bin(T)#x#bin(T?)
parti(mt)

<==
<==

parti(mt#x# (T1#y#T2))
parti ((T1#x#T2)#y#mt)

53Alle Axiome mit dem Konstruktor _# # gibt es implizit auch fiir g#_#_ und _#_#g.

(max (maxT(T) ,max (x,maxT(T?))))

x <=y /\ parti(T1#x#T2)
y <= x /\ parti(T1#x#T2)

infix(T) /\ maxT(T) <= x /\ x <= minT(T’) /\ infix(T?)
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parti ((T1#x#T2)#y#(T3#z#T4)) <== y <= x /\ parti(T1#x#T2) /\
y <= z /\ parti(T3#z#T4)

= Zeigen Sie, dass die Invarianzbedingung
infix(T) A insert(z, bin(T)) = bin(T') = infiz(T")
ein induktives Theorem von TREE-ORDERS ist, dass also insert die Infixordnung erhalt!
= Zeigen Sie, dass auch Thre spezifizierte Loschfunktion remove Suchbdume in Suchbéume iiberfiihrt!
= Zeigen Sie, dass die Invarianzbedingung
parti(T1) A parti(T2) = parti(sift(T1#x#T2))

ein induktives Theorem von HEAP ist (s. Beispiel 6.4.5)! Folgern Sie daraus die Giiltigkeit von parti(heapify(T))!
¥

7.5 Schleifeninvarianten

G O

out

Figure 10. Die Funktionen eines iterativen Programms: die Ausgangsfunktion f, deren Schleifenfunktion g, die
Initialisierung in der Schleifenvariablen, deren mdgliche Modifikationen loop; und die Projektion vom
Schleifenbereich C in den Ausgabebereich D.

Eine bestimmte Struktur der Axiome fiir eine Funktion oder ein Priddikat nennt man auch Programm-
schema. Eins der gebrduchlichsten ist das fiir iterative Programme charakteristische, das aus vier Sorten A,
B, C und D, einer Funktion f : A x B — D, einer Schleifenfunktion ¢ : B x C — D, Hilfsfunktionen
in:AxB—C,out: BxC — D und loopy,...,loop, : Bx C — C sowie einer Axiomenmenge der Form

f(a,b) = g(b,in(a,b))
g(b,c) = g(b,loop1(b,c)) < d61(b,c)

g(b,¢) = g(b,loop,(b,c)) < ,(b,c)
g(b,c) = out(b,c) < 6(b,c)

besteht. Daf (1) tatséchlich einer iterativen Definition entspricht, zeigt die folgende Implementierung der Axiome

als Funktionsprozedur mit Schleifenrumpf:
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function f(a:A,b:B):D;
begin c:C;
c:=in(a,b);
while 6_1(b,c) V---Vd_n(b,c)
do if ¢_1(b,¢) then c:=loop_1(b,c); (2)

if é_n(b,¢) then c:=loop_n(b,c)
od;
if §(b,¢) then return out(b,c)

end

Welche Bedingung muss an die Spezifikation, in die (1) eingebettet ist, gestellt werden, damit diese Implemen-

tierung von (1) korrekt ist?

0 7

Figure 11. Die Relationen eines iterativen Programms: die (gewiinschte) Ein/Ausgaberelation ¢ von f, die
Hoare-Invariante 0 und die Subgoal-Invariante 1, die der (gewinschten) Ein/Ausgaberelation der
Schleifenfunktion g entspricht.

Der Verifikation von Schleifenprogrammen dienen zwei komplementére Verfahren: Hoare-Induktion und
Subgoal-Induktion (siehe z.B. §10.2 oder [61]).

Subgoal-Induktion ist Fixpunktinduktion iiber f (Beweis der E/A-Relation ¢(a,b,d) von f) mit anschlie-
fender Fixpunktinduktion {iber g (Beweis der Subgoal-Invarianten). Die Subgoal-Invariante (b, ¢, d) setzt
Werte der Schleifenvariablen b,c mit Werten der Ausgabevariable d in Beziehung. Die an 1 gestellten
Bedingungen bilden die Konklusion folgender Regel:

fla,b) =d = ¢(a,b,d)
(b, in(a,b),d) = ¢(a,b,d)
A glbye)=d = P(b,cd)

[Subgoal—Invarianten—Erzeugung}

Der zweite Faktor der Konklusion 1aft sich dann durch Fixpunktinduktion iiber g beweisen (siehe §7.2). Die
Axiome fiir g sind durch (1) gegeben.

Dual dazu beschreibt eine Hoare-Invariante 6(a, b, ¢) einen Zusammenhang zwischen Werten der Einga-
bevariablen a,b und Werten der Schleifenvariable c. Eine Hoare-Invariante 6 l&ft sich folgendermafsen aus

einer Subgoal-Invarianten 1 konstruieren:
0(a,b,c) <=qer Vd: (¥(b,c,d) = ¢(a,b,d))
Umgekehrt liefert jede Hoare-Invariante 6 eine Subgoal-Invariante v:

P(b,e,d) <=qey Va:(8(a,b,c) = ¢(a,b,d))
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Mit dieser Beziehung erhilt man die Korrektheit Regel zur Erzeugung von Hoare-Invarianten aus der Korrektheit
der o.g. Regel zur Erzeugung von Subgoal-Invarianten:

fla,b) =d = ¢(a,b,d)
6(a,b,in(a,b))
A gb,e)=d = (6(a,b,c) = ¢(a,b,d))

[Hoare-Invarianten-Erzeugung}

Der zweite Faktor der Konklusion 1aft sich wieder durch Fixpunktinduktion {iber g beweisen.

Beide Regeln sind natiirlich auch dann korrekt, wenn die Axiome fiir g nicht dem iterativen Schema (1)
folgen. f muss allerdings wie in (1) durch das Axiom f(a,b) = g(b,in(a,b)) definiert sein.

Beispiel 7.5.1 Aufbauend auf Bsp. 7.2.1 beweisen wir die Korrektheit eines iterativen Programms zur
Zerlegung einer Liste in Teillisten fester Ladnge mit Hoare-Induktion.

PARTN = PARTITION and NAT then

defuncts partn:nat*list->list(list)
g:nat*list*nat*list*list(list)->1list(1list)
length:list->nat

preds lgOk:nat*1list(list)

vars k,n:nat x:s s,s’:list p,p’:list(list)
partn(s,n) = g(n,s,0,[1,[1)
g(n,[],k,s,p) = pt+[s]
g(n,x:s,k,s’,p) = g(n,s,k+1,s’++[x],p) <===k < n
g(n,x:s,k,s’,p) = g(n,x:s,0,[],p++[s’]) <===k > n

length[] = 0

length(x:s) = length(s)+1

1g0Ok(n, [1)

1gOk(n, [s]) <=== 1length(s) <=n

1lgOk(n,s:s’:p) <=== length(s) = n /\ 1gOk(n,s’:p)

theorems: flatten(p++p’) = flatten(p)++flatten(p’)
1gOk(n,p++[s]) <=== 1gOk(n,p) /\ length(s) <= n
conjects: partn(s,n) = p ==> s = flatten(p)
partn(s,n) = p ==> 1gOk(n,p)

Die beiden letzten Formeln sind die Korrektheitsbedingungen an partn. Aus den Argumentsorten von partn
und g folgt, dass eine Hoare-Invariante den Typ
nat X list x list x nat x list x list(list)

haben muss. Zum Beweis von (3) definieren wir sie durch das Axiom:
INV(s,n,s1,k,s2,p) < s= flatten(p+ +[s2 + +51]).

Derivation of

partn(s,n) = p ==> s = flatten(p)

Hoare invariant creation for the iterative program
partn(s,n) = g(n,s,0,[1,[1)

at position [] of the preceding formula leads to

INV(s,n,s,0,[1,01) &
(g(n,z3,2z4,25,26) = p & INV(s,n,z3,z4,25,26) ==> s = flatten(p))

Narrowing at position [0] of the preceding formula (3 steps) leads to
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True & (g(n,z3,2z4,25,z6) = p & INV(s,n,z3,24,25,26) ==> s = flatten(p))

Reducts have been simplified.

Simplifying the preceding formula leads to

g(n,z3,24,25,26) = p & INV(s,n,z3,z4,25,26) ==> s = flatten(p)

Shifting subformulas at position [0,1] of the preceding formula leads to

g(n,z3,24,2z5,26) = p ==> (INV(s,n,z3,z4,z5,26) ==> s = flatten(p))

Applying fixpoint induction w.r.t.

g, [1,k,s,p) = pt+[s] &

(g(n,x:s,k,s’,p) = 27 <=== k < n & g(n,s,k+1,s’++[x],p) = 27) &

(g(n,x:s,k,s’,p) = 27 <=== k > n & g(n,x:s,0,[],p++[s’]) = z7)

at position [] of the preceding formula leads to

A1l n k s p x s’ 2z7:(All s6:(INV(s6,n,[],k,s,p) ==> s6 = flatten(p++[s])) &
(A1l s7:(INV(s7,n,x:s,k,s’,p) ==> s7 = flatten(z7)) <===
k<n&
A1l s7:(INV(s7,n,s,k+1,s’++[x],p) ==> s7 = flatten(z7))) &
(A1l s8:(INV(s8,n,x:s,k,s’,p) ==> s8 = flatten(z7)) <===
k>né&
A1l s8:(INV(s8,n,x:s,0,[],p+t+[s’]) ==> s8 = flatten(z27))))

Applying the axiom resp. theorem

INV(s,n,sl1,k,s2,p) <=== s = flatten(p++[s2++s1])

at positions [0,2,1,1,0,0],[0,2,0,0,0],(0,1,1,1,0,0],([0,1,0,0,0],[0,0,0,0] of the preceding formula
leads to

A1l n k s p x s’ 27:(All s6:(s6 = flatten(pt+[s++[]]) ==> s6 = flatten(p++[s])) &

(A1l s7:(s7 = flatten(p++[s’++x:s]) ==> s7 = flatten(z7)) <===
k <n&
A1l s7:(s7 = flatten(p++[s’++[x]++s]) ==>

s7 = flatten(z7))) &
(A1l s8:(s8 = flatten(p++[s’++x:s]) ==> s8 = flatten(z7)) <===
k>né&
A1l s8:(s8 = flatten(p++[s’]++[[J++x:s]) ==>

s8 = flatten(z7))))

Simplifying the preceding formula (29 steps) leads to

A1l n k s p x s 2z7:(k > n & flatten(p++[s’,x:s]) = flatten(z7) ==>
flatten(p++[s’++x:s]) = flatten(z7))

Applying the axiom resp. theorem
flatten(p++p’) = flatten(p)++flatten(p’)
at positions [0,1],[0,0,1] of the preceding formula leads to

A1l n k s p x s” 2z7:(k > n & flatten(p)++flatten[s’,x:s] = flatten(z7) ==>
flatten(p)++flatten[s’++x:s] = flatten(z7))

Applying the axiom resp. theorem
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flatten(s:p) = s++flatten(p)
at positions [0,1],[0,0,1] of the preceding formula leads to

A1l n k s p x s? 27:(k > n & flatten(p)++s’++flatten[x:s] = flatten(z7) ==>
flatten(p)++s’++x:s++flatten[] = flatten(z7))

Applying the axioms

flatten[] = []
& flatten(s:p) = s++flatten(p)

at positions [0,1],[0,0,1] of the preceding formula leads to

All n k s p x s? 27:(k > n & flatten(p)++s’++x:s++flatten[] = flatten(z7) ==>
flatten(p)++s’++x:s++[] = flatten(z7))

Applying the axiom resp. theorem
flatten[] = []
at position [0,0,1] of the preceding formula leads to

A1l n k s p x s? 2z7:(k > n & flatten(p)++s’++x:s++[] = flatten(z7) ==
flatten(p)++s’++x:s++[] = flatten(z7))

Simplifying the preceding formula (4 steps) leads to
True

Number of proof steps: 12

Zum Beweis der zweiten Bedingung an partn definieren wir eine Hoare-Invariante durch das Axiom:
INV (s,n,s1,k,s2,p) < 1gOk(n,p) Nk =length(s2) Nk <=n
Derivation of
partn(s,n) = p ==> 1g0k(n,p)
Hoare invariant creation for the iterative program
partn(s,n) = g(n,s,0,[1,[1)
at position [] of the preceding formula leads to

INV(s,n,s,0,[]1,[]) &
(g(n,z3,24,25,26) = p & INV(s,n,z3,z4,25,26) ==> 1gOk(n,p))

Narrowing at position [0] of the preceding formula (2 steps) leads to
True & (g(n,z3,24,25,2z6) = p & INV(s,n,z3,z4,25,2z6) ==> 1gOk(n,p))
Reducts have been simplified.

Simplifying the preceding formula leads to

g(n,z3,24,2z5,26) = p & INV(s,n,z3,z4,25,2z6) ==> 1gOk(n,p)

Shifting subformulas at position [0,1] of the preceding formula leads to
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g(n,z3,2z4,25,26) = p ==> (INV(s,n,z3,z4,25,26) ==> 1gOk(n,p))
Applying fixpoint induction w.r.t.
g(n,[1,k,s,p) = p++ls] &
(g(n,x:s,k,s’,p) = 27 <=== k < n & g(n,s,k+1,s’++[x],p) = 27) &
(g(n,x:s,k,s’,p) = 27 <===k > n & g(n,x:s,0,[],p++[s’]) = 27)
at position [] of the preceding formula leads to
A1l n k s p s4:(INV(s4,n,[],k,s,p) ==> 1g0k(n,p++[s])) &
All n k s pxs’z7 sb:(k<ng&
A11 s5:(INV(s5,n,s,k+1,s’++[x],p) ==> 1gOk(n,z7)) &
INV(s5,n,x:s,k,s’,p) ==>
1g0k(n,z7)) &
A1l nk s px s’ 27 s6:(k >ng&
A1l s6:(INV(s6,n,x:s,0,[],p++[s’]) ==> 1g0k(n,z7)) &
INV(s6,n,x:s,k,s’,p) ==>
1g0k(n,z7))
Reducts have been simplified.
Applying the axiom resp. theorem

INV(s,n,sl,k,s2,p) <=== 1lgOk(n,p) & k = length(s2) & k <= n

at positions [2,0,0,2],[2,0,0,1,0,0],[1,0,0,2],[1,0,0,1,0,0],[0,0,0] of the preceding formula
leads to

A1l n s p:(length(s) <= n & 1lgOk(n,p) ==> 1lgOk(n,p++[s])) &

A1l n p s’ z7:(length(s’) <= n & length(s’) < n &
(1g0k(n,p) & length(s’)+1 <= n ==> 1g0k(n,z7)) & lgOk(n,p) ==>
1g0k(n,z7))

Reducts have been simplified.

Applying the axiom resp. theorem

1gOk(n,p++[s]) <=== 1gOk(n,p) & length(s) <=n

at position [0,0,1] of the preceding formula leads to

A1l n p s’ z7:(length(s’) <= n & length(s’) < n &
(1g0k(n,p) & length(s’)+1 <= n ==> 1g0k(n,z7)) & lgOk(n,p) ==>
1g0k(n,z7))

Applying the theorem

k < n===>%k+1 <=n

at position [0,0,1] of the preceding formula leads to

True

Reducts have been simplified.

Number of proof steps: 8

Beispiel 7.5.2 Wir beweisen die Korrektheit eines iterativen Programms zur Berechnung von Quotient und
Rest der Division natiirlicher Zahlen mit Expander2.
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DIVLOOP = NAT then
defuncts div:nat->nat*nat
loop:nat*nat*nat->nat*nat

preds INV:nat*nat*nat*nat -- Hoare-Invariante

vars X,¥,q,r:nat
axioms div(x,y) = loop(y,0,x)
loop(y,q,r) = (q,r) <===1 <y

loop(y,q,r) = loop(y,q+l,r-y) <===r1 >=y

INV(x,y,q,r) <=== x = (y*q)+r
Derivation of
div(x,y) = (q,r) ==> x = (y¥+r & r < y
Hoare invariant creation for the iterative program
div(x,y) = loop(y,0,x)
at position [] of the preceding formula leads to

INV(x,y,0,%) &
(loop(y,z1,2z2) = z0 & INV(x,y,zl,z2) ==> (20 = (q,r) ==> x

Narrowing at position [0] of the preceding formula leads to

True &
(loop(y,z1,2z2) = z0 & INV(x,y,zl1,2z2) ==> (20 = (q,r) ==> x

Reducts have been simplified.
Simplifying the preceding formula leads to

loop(y,z1,2z2) = z0 & INV(x,y,z1,z2) ==> (20 = (q,r) ==> x

Shifting subformulas at position [0,1] of the preceding formula leads to

loop(y,z1,2z2) = z0 ==>
(INV(x,y,21,22) ==> (20 = (q,r) ==> x = (y*qQ)+r & r < y))

Applying fixpoint induction w.r.t.

(loop(y,q,r) = (q,r) <===1 < y) &
(loop(y,q,r) = 23 <===r >=y & loop(y,q+tl,r-y) = z3)

at position [] of the preceding formula leads to

All y q r 2z3:((A1l x qO0 r0:(INV(x,y,q,r) ==>

((gq,r) = (q0,r0) ==> x = (y*q0)+r0 & r0 < y)) <===

r<y) &
(A1l x gl r1:(INV(x,y,q,r) ==>

(z3 = (ql,r1) ==> x = (yxql)+rl & rl < y)) <

r>=yé&
A1l x q1 r1:(INV(x,y,q+l,r-y) ==>

(z3 = (q1,r1) ==> x = (y*ql)+rl & r1 < y))))

Applying the axiom resp. theorem

INV(x,y,q,T) <=== x = (y*q)+r

at positions [0,1,1,1,0,0],[0,1,0,0,0],[0,0,0,0,0] of the preceding formula leads to

A1l y q r 23: ((A11l x qO0 r0:(x = (y*q)+r ==>

(y*q)+r & r < y))

(y*x@)+r & r < y))

(yxa)+r & r < y)
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((q,r) = (90,r0) ==> x = (y*q0)+r0 & r0 < y)) <===

r<y)&
(A1l x ql r1:(x = (y*@)+r ==>

(z3 = (ql,r1) ==> x = (y*ql)+rl & rl < y)) <===
r>=yé&

A1l x g1 r1:( (yx(q+1))+(r-y) ==>

X =
(z3 = (ql,r1) ==> x = (y*ql)+rl & rl < y))))
Simplifying the preceding formula (57 steps) leads to
A1l y g r q1l r1:(r >= y & A1l q1 rl:((y*x(q+1))+(xr-y) = (y*ql)+rl) &

A11 r1:(rl1 < y) ==>

(y*q)+r = (y*ql)+rl)
Applying the axiom resp. theorem
(x*(y+1))+(2-x) = (x*y)+z

at position [0,0,1,0] of the preceding formula leads to

A1l y q r q1 rl:(r >= y & All q1 ri1:((yxq@)+r = (y*ql)+rl) & All ri1:(rl1 < y) ==>
(y*q)+r = (y*ql)+rl)

Simplifying the preceding formula (2 steps) leads to
True

Number of proof steps: 9

7 Programmverifikation

Beispiele 7.5.3 Es folgen einige z.T. nichttriviale iterative Programme mit ihrer jeweiligen Korrektheits-

bedingung ¢ und Hoare-Invarianten 6. Hilfsfunktionen werden nicht explizit spezifiziert. Jede vom Programm

nicht verdnderte gemeinsame Komponente von Eingabe- und Schleifenvariable taucht nur einmal als Argument

von 6 auf.

Summe
sum(x) = suml(x,0)
suml(y,z) = if y > O then suml(y-1,y+z) else z
5.2) i 2= N0
e(x’:%z) < def Z;L:IZ = (Z?:l i) + 2.
Fakultat
fact(x) = facti(x,1)
facti(y,z) = if y > O then factl(y-1,y*z) else z
o(z,2) ==aef 2=zl
O(x,y,2) < aef ! =ylx2z.
Fibonacci-Zahlen
fib(x) = fib1(x,0,1)
fibll(x,y,z) = if x > O then fibl(x-1,z,y+z) else y
p(x,2) <=4 z ist die z-te Fibonacci-Zahl.

O(n,z,y,2) <=4ef n > und y ist die (n — z)-te und z die (n — x + 1)-te Fibonacci-Zahl.

Ganzzahlige Wurzel
root(x) = rootl(x,0,1)
rootl(x,y,z) = if x >= z then rootl(x,y+1,z+2y+3) else y
o(r,2) <aer z=[Vx]
O(x,y,2) <aef > Y Az=(y+ 1)~
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Grofiter gemeinsamer Teiler
gcd(x,y) = gcdl(x,y)
gcdl(x,y) = if x > y then gcdl(x-y,y) else if x < y then gcdl(x,y-x) else y
o(z,y,2) <aes z=g9T(z,y).
O(m,n,x,y) <= aer g9T(m,n) = ggT(2,y).
Quotient und Rest (Beispiel 7.5.2)
div(x,y) = divil(y,0,x)
divi(y,q,r) = if r >= y then divi(y,q+l,r-y) else (q,r)
O(2,y,q,7) <aef T=Yxq+rAr<y.
0(x,y,q,1) <>def T=Yy*q+T.

Kiirzeste Wege in Graphen des Typs nat x nat — nat nach Floyd und Warshall (vgl. [77], §6.2)

minGraph(G) = minGraphl(G,1)

minGraph1(G,i) = if i <= N then minGraphl(A(j,k) .min(G(j,k),G(j,1)+G(i,k)),i+1) else G

©(G,G") <=4 G und G’ sind markierte gerichtete Graphen mit der Knotenmenge {1,...,N}.
Jede Kante (4, k) von G’ ist markiert mit der Lénge des kiirzesten Weges,
der in G von j nach k fiihrt.

0(G,G,i) <=4 G und G’ sind markierte gerichtete Graphen mit der Knotenmenge {1,..., N}.
Jede Kante (j, k) von G’ ist markiert mit der Linge des kiirzesten Weges,
der in G von j nach k fithrt und nur Knoten der Menge {1,...,i — 1} passiert.

Tiefensuche in Graphen des Typs s — list(s) (vgl. [77], §6.3)
search(G,L) = search1(G,L,[])
search1(G,[],V) =V
search1(G,x:L,V) = if x in V then searchi(G,L,V) else searchl1(G,G(x)++L,x:V)
©(G,L,V) <=4 V ist eine Liste aller (von einem Knoten) von L aus erreichbaren Knoten von G.
6(G,L,L',V) <=4 Jeder von L aus erreichbare Knoten von G liegt in V' oder ist von L’ aus auf
einem Weg erreichbar, der keinen Knoten von V' passiert.
Eine Subgoal-Invariante ist hier leichter zu finden:
(G,L,V,V') <=4er V' besteht aus den Knoten von V und den von L\ V aus erreichbaren

Knoten von G.

Minimaler Spannbaum nach Kruskal (vgl. [77], §6.4)

KRUSKAL = LIST{nat/s}[NAT] and ORD(label) and LIST{edge/s}[NAT] and LIST{list(nat)/s}[LIST{nat/s}[NAT]] then

sorts edge = natxlabel*nat
graph = list(edge)
partition = list(list(nat))

defuncts maxnode:->nat
firstPart:->partition
spanTree:graph->graph
spanTreel:graph*partition*graph->graph

preds _<=_:edgexedge
vars i,j,m,n:nat x,y:label G,T:graph L,L’,L1,L2:list(nat) P:partition
axioms (i,x,j) <= (m,y,n) <== x <=y
firstPart = [[1],..., [maxnode]]
spanTree(G) = spanTreel(sort(G),firstPart, [])
spanTreel([],L:L°:P,T) = [] -- Hier ist G ist unzusammenhaengend.

spanTreel (G, [L],T) = T
spanTreel((i,x,j):G,L:L’:P,T)
= if L1 = L2 then spanTreel(G,L:L’:P,T)
else spanTreel(G, (L1++L2) :remove(L1l,remove(L2,L:L’:P)), (i,x,j):T)
<== i in L1 /\ j in L2
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»(G,T) > def G ist ein markierter Graph mit der Knotenmenge {1,..., N} und T ist ein
minimaler Spannbaum von G.

0(G,G',P,T) <=4¢f G und G’ sind markierte Graphen mit der Knotenmenge {1,..., N} und P enthélt alle
Knoten von G. Jede Kante von G\ G’ verbindet zwei Knoten derselben Liste von P.
Fiir alle Knotenlisten L von P ist der von L erzeugte Teilgraph von 7T ein minimaler
Spannbaum des von L erzeugten Teilgraphen von G.

Optimaler Bindrcode nach Huffman (vgl. [77], §7.3)

BINTREE = LIST[TRIV(s)] then
sorts tree
constructs leaf:list(s)->tree
#_#_:treexlist(s)*tree->tree

defuncts root:tree->list(s)
vars T,T’:tree cL:1list(s)
axioms root (T#cL#T’) = cL

HUFFMAN = LIST{tree/s}[BINTREE] and NAT then
defuncts min0f2: (s->nat) *treextree->tree
minOfList: (s->nat)*list(tree)->tree
firstList:1list(s)->list(tree)
newList:1list(s)*1list(tree)->list(tree)
Huffman: (s->nat)*1list(s)->tree
Huffmanl: (s->nat)*list(tree)->tree
vars T,T’,T1,T2:tree fr:s->nat c:s cL:1list(s) TL:list(tree)
axioms min0f2(fr,T,T’) = if sum(map(fr) (root(T))) <= sum(map(fr) (root(T’)))
then T else T’
minOfList(fr,T:TL) = if TL = [] then T else minOf2(fr,T,min0fList(fr,TL))
firstList([]) = []
firstList(c:cL) = [c]:firstList(cL)
newList (fr,T:TL) = (T1#(root(T1)++root(T2))#T2) :remove(T2,TL’)
<== minOfList(fr,T:TL) = T1 /\ remove(T1,T:TL) = TL’> /\
minOfList (fr,TL?) = T2
Huffman(fr,cL) = Huffmanl(fr,firstList(cL))
Huffmanl(fr,T:TL) = if TL = [] then T else Huffmanl(fr,newList(fr,T:TL))

o(fr,cL,T) <=4 T ist ein Codebaum so, dass fiir alle Zeichen ¢, ¢’ € cL und Wege w, w’
von der Wurzel von T zu dem Blatt, das mit ¢ bzw. ¢/ markiert ist, gilt:
fre) < fr(d) = length(w) > length(w’).

O(fr,cL,TL) <=4 TL isteine Codebaumliste derart, dass fiir alle Zeichen ¢, ¢ € ¢L und Wege w, v’
von der Wurzel der Baume T, T’ zu dem Blatt, das mit ¢ bzw. ¢’ markiert ist, gilt:
fric) < fr(d) = length(w) > length(w’),
fric) < fr(d) Nlength(w) = length(w') NT #T"

= Y rrnonry ) < oot ().

8 Deduktive Programmsynthese

Die Grundidee deduktiver Programmsynthese ist einfach: Man stellt eine Ein/Ausgabe-Relation ¢(z,y) auf, die
eine noch unspezifizierte Funktion f erfiillen soll:

flx)=y = ¢z,y). (1)

Dann wird (1) expandiert, i.w. durch Entfaltungen von Termen und Atomen von ¢. Die Anwendung von (1) als
Induktionshypothese liefert “rekursive Aufrufe” von f, die oft deutliche Hinweise darauf geben (eureka/), mit
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welchen Axiomen fiir f die Expansion erfolgreich zuendegefiihrt werden kann. Deduktive Programmsynthese ist
demnach in gewisser Weise komplementér zur Verifikation. Es wird immer wieder versucht, die Ableitung von
Axiomen (= Programmen) fiir eine Funktion, die eine gewiinschte Ein/Ausgabe-Relation realisiert, zu automa-
tisieren. Sofern die erzeugten Programme nicht rekursiv, also mehr oder weniger trivial sind, geht das auch recht
gut. Ein allgemeines Verfahren zur automatischen Ableitung rekursiver Programme wére aber komplementér zu
einem vollstdandigen Beweiskalkiil fiir induktiver Theoreme. Da diesem die Nichtaufzdhlbarkeit induktiver Theo-
reme widerspricht, gibt es auch kein wvollstindiges Programmsyntheseverfahren (siehe auch die Bemerkungen
am Ende von §6.6).

Hat man passende Axiome fiir f, die (1) erfiillen, in der o.g. Weise abgeleitet, dann lohnt es sich, die in der
Ableitung verwendeten (Axiome und) Lemmas iiber Funktionen und Pridikate von ¢ genauer anzusehen. Da
die Ableitung bzgl. aller Spezifikationen korrekt ist, die diese Lemmas und die Axiome fiir f erfiillen, gilt auch
(1) in jeder solchen Spezifikation.

8.1 Funktionskomposition

Im ersten Beispiel geht es um die Ableitung von Axiomen fiir die Komposition zweier gegebener Funktionen
(vgl. [91], Example 1).

SUMFILTER = LIST{nat/s}[NAT] then

defuncts sum:list(nat)->nat
filter: (nat->bool)*1list(nat)->list(nat)
sumfilter: (nat->bool)*list(nat)->nat

vars n:nat L,L’:1list f:nat->bool

axioms sum([]) = 0
sum(n:L) = n + sum(L)
filter(£,[1) = []
filter(f,n:L) = n:filter(f,L) <== £(n)
filter(f,n:L) = filter(f,L) <== f(n) =

= true
false

Wir expandieren die Bedingung, dass sum filter die Komposition von filter und sum ist, und leiten dabei
Axiome fiir sum filter ab:%*

sumfilter(f, L) = sum(filter(f, L)) (1)
Entfaltungen von filter
F L =[] A sumfilter(f,L) = sum([]),
In, L’ : (L =n: L' Asumfilter(f,L) = sum(n : filter(f,L")) A f(n) = true),
In, L : (L =n: L' A sumfilter(f, L) = sum(filter(f,L")) A f(n) = false)
Entfaltungen von sum
F L =[] A sumfilter(f,L) =0,
In, L' : (L=mn:L Asumfilter(f,L) = n + sum(filter(f, L") A f(n) = true),
In, L’ : (L =n: L' A sumfilter(f, L) = sum(filter(f, L") A f(n) = false)
Anwendungen einer Induktionshypothese
F L =[] A sumfilter(f,L) =0,
In,L': (L=mn:L Asumfilter(f,L) =n+ sumfilter(f,L') A f(n) =true AN L > L),
In,L': (L=mn: L Asumfilter(f,L) = sumfilter(f,L') A f(n) = false N\L> L")
Anwendung des Lemmas n: L > L
H L =[] A sumfilter(f,L) =0,
In, L' : (L=n:L Asumfilter(f,L) = n+ sumfilter(f,L') A\ f(n) = true),
dn, L' : (L=mn:L Asumfilter(f,L) = sumfilter(f,L') A f(n) = false)

54Hier steht das Komma mal wieder fiir Disjunktionen.
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Die letzte Goalmenge liefert Axiome fiir sumfilter (eurekal):

sumfilter(£f,[]) = 0
sumfilter(f,n:L) = n + sumfilter(f,L) <== f(n) = true
sumfilter(f,n:L) sumfilter(f,L) <== f(n) = false

Mit ihnen léfst sich die Expansion von (1) zuendefiihren:

Entfaltung von sumfilter
F L=[A0=0,
In, L' : (L=n:L An+ sumfilter(f, L") = n+ sumfilter(f,L') A f(n) = true),
An, L’ : (L =n: L Asumfilter(f,L") = sumfilter(f,L') A f(n) = false)
Anwendung des Lemmas n=n
F L=]]vVv 3nL:(L=n:L'Af(n)=true) Vv In, L' : (L=n:L A f(n) = false)
Anwendung des Lemmas b = true Vb = false

H L=[]v 3nL:L=n:L (2)
Anwendung des Lemmas (2)
F True

Fafit man (1) als Axiom fiir sumfilter auf, dann ist die oben durchgefiihrte Expansion eine umgekehrte
Entfaltung. Deshalb werden die Induktionsschritte in Programmableitungen auch Faltungen (fold-Schritte)
genannt.

Wie in diesem Beispiel gibt es oft schon andere Axiome fiir die zu spezifierende Funktion. Dann geht es
darum, die Zahl der verwendeten Hilfsfunktionen zu verringern und damit zu effizienteren Implementierungen.
So wird die Liange der Reduktion eines Grundterms sum filter(f, L) in eine Normalform halbiert, wenn man
die abgeleiteten Axiome anstelle von (1) benutzt.

Die Expansion von (1) 14t sich leicht verallgemeinern zur Ableitung von Axiomen fiir die Komposition g o h
zweier Funktionen ¢ und h, die nach demselben Schema wie sum bzw. filter spezifiziert sind. Wie lauten
passende Axiomenschemata fiir ¢ und h und welche Eigenschaften miissen die dort verwendeten Hilfsfunktionen
haben, damit die Expansion von (g o h)(f, L) = g(h(f, L)) ein entsprechendes Axiomenschema fiir g o h liefert?

In [110] wird ein Algorithmus vorgestellt, der Programme fiir Kompositionen von n Funktionen erzeugt. Die
Entfernung expliziter Funktionskompositionen kann man auch als eine Art flattening betrachten (s. §5.1). [110]
spricht von Entwaldung (deforestation).

8.2 Tuplung

Hier geht es um die Linearisierung nicht-linear-rekursiver Funktionsdefinitionen durch Zusammenfassung meh-
rerer rekursiver Aufrufe zu Tupeln mithilfe einer Tuplungsfunktion. Betrachten wir dazu die iibliche Spezifi-
kation der Fibonacci-Zahlen:

FIB = NAT then
defuncts fib:nat->nat
fib2:nat->(nat*nat)

vars n:nat
axioms £fib(0) = 0
fib(1) =1
fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

Die Tuplungsfunktion fib2 soll beide rekursiven Aufrufe parallel berechnen:

fib2(n) = (fib(n), fib(n + 1)). (1)
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Wir expandieren (1) und leiten dabei Axiome fiir fib2 ab:°°

fib2(n) = (fib(n), fib(n + 1))
Entfaltungen von fib
F n+1=0A fib2(n) = (fib(n),0),
n+1=1A fib2(n) = (fib(n), 1),
Jk:(n+1=k+2A fib2(n) = (fib(n), fib(k) + fib(k + 1)))
Clash und Term-Splitting
F n=0A fib2(n) = (fib(n),1),
Ik (n=k+ 1A fib2(n) = (fib(n), fib(k) + fib(k + 1)))
Termersetzung
H n=0A fib2(0) = (fib(0),1),
Fk:(n=k+1A fib2(k+1) = (fib(k+ 1), fib(k) + fib(k + 1)))
Entfaltung von fib und Variablen-Einfiihrung
F n=0A fib2(0) = (0, 1),
Jk,z,y:(n=k+ 1A fiblk) =z A fiblk+1)=yA fib2(k+1) = (y,z+y)
Term-Splitting
H n=0A fib2(0) = (0, 1),
Jk,z,y: (n=k+1A(fib(k), fib(k+ 1)) = (x,y) A fib2(k+1) = (y,z +y)
Anwendung einer Induktionshypothese
[ n=0A fib2(0) = (0,1),
Jk,x,y: (n=k+ 1A fib2(k) = (x,y) A fib2(k+1) = (y,z +y) An> k)
Anwendung des Lemmas k+ 1> k
F n=0A fib2(0) = (0,1),
Jk,z,y: (n=k+ 1A fib2(k) = (x,y) A fib2(k + 1) = (y,x + y))

Die letzte Goalmenge liefert Axiome fiir fib2 (eurekal):

£ib2(0)

= (0,1)
fib2(n+1) =

(y,x+y) <== fib2(n) = (x,y)

Mit ihnen lafst sich die Expansion von (1) zuendefiihren:

Entfaltung von fib2
F n=0A(0,1)=(0,1),
Jk,z,y: (n=k+ 1A fib2(k) = (x,y))
Anwendung der Lemmas z =z und Jz,y: fib2(k) = (x,y)
F n=0V Jdk:n=k+1
Anwendung des Lemmas (2)
- True

143

fib hat exponentielle, fib2 nur lineare Komplexitéit. fib ist baumartig-rekursiv, fib2 linear-rekursiv. fib2

vermeidet die Verdopplung der rekursiven Aufrufe von fib, die man erkennt, wenn man die Reduktion eines

fib-Terms mit der Narrowing-Ableitung eines entsprechenden fib2-Constraints vergleicht (s. Def. 5.1.21):

fib(3) — fib(1) + fib(2) — | fib(1) |+ fib(0) +| fib(1) | == 14+0+1 = 2.

55Wieder steht das Komma fiir Disjunktionen.
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+1,14+1+1)=2, 0/2",1/y", 1/1:,1/:1/)
2,3)=2z 0/2",1/y",1/2',1/y")
0, 0/2",1/y",1/2",1/y',(2,3)/2).

(fib2(3) =z, id) + ((y,xz+y) =zA fib2(2) = (x,y), id)
F Ay zty) =2A 2" +y) = (2,y) A fib2(1) = (2,y), id)
A+ Y a2 +y) = 2 A fib2(1) = (2,y), id)
@ Yyt y) =2 A" YY) = (0, y) A Fib2(0) = (27, y"), id)
FA{@ Yyt y) =AY +y) = (2 y) A(0,1) = (27 ), d)
@y Yyt +y) =2 A(L0+1) = (2, y), 0/2",1/y")
FA{@ Yy +y) =2 A (L) = (2 y), 0/27,1/y")
(¢!
= ((
=

= Leiten Sie in dhnlicher Weise Axiome fiir eine Tuplungsfunktion height&bal ab, die bzgl. der Spezifikation
2-3-TREE aus Beispiel 7.4.2 oder AVL-TREE aus Beispiel 7.4.3 die Bedingung

height&bal(T) = (h(T), balanced(T))

erfiillt, wobei balanced die dem gleichnamigen Pradikat entsprechende Boolesche Funktion ist!

i Leiten Sie in dhnlicher Weise Axiome fiir eine Tuplungsfunktion minmazinf ab, die bzgl. der Spezifikation
TREE-ORDERS aus Beispiel 7.4.4 die Bedingung

minmaxinf(T) = (minT(T), maxT(T),infix(T))

erfiillt, wobei in fir die dem gleichnamigen Pradikat entsprechende Boolesche Funktion ist!

Beispiel 8.2.1 Wenden Sie die Methode der Tuplung auf die Funktion knap aus Beispiel 7.2.8 an, indem Sie
eine Funktion knap2(k,a) ableiten, die die Gleichung

knap2(k,a) = (knap(k-1,a),knap(k-1,a-ak))

erfullt!

Beispiel 8.2.2 Der bekannte Tiirme-von-Hanoi-Algorithmus (siehe [77], §9.2) bietet sich ebenfalls zur Tuplung
an, weil auch hier gleiche rekursive Aufrufe mehrfach erzeigt werden:

HANOI = NAT then

sorts tower

constructs a,b,c:tower

defuncts trans:nat*tower*tower*tower->list (tower*tower)
vars n:nat x,y,z:tower

axioms trans(0,x,y,z) = []

trans(n+1,x,y,z) = trans(n,x,z,y)++(x,z) :trans(n,y,x,z)

trans(2,x,y, 2)
— trans(l,z, z,y) + +(x, 2) : trans(1,y, x, 2)

— | trans(0,z,y, 2) |+ +(z,y) : trans(0, z,z,y) + +(z, 2) : trans(0,y, z, ) + +(y, 2) : | trans(0,z,y, 2)
— (z.y): (2,2): (y,2) : ).

iz Leiten Sie Axiome fiir eine Tuplungsfunktion trans3 ab, die bzgl. HANOI die Bedingung
trans3(n,z,y, z) = (trans(n,x,y, 2), trans(n, z, z, y), trans(n, y, z, x))

erfillt! &
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8.3 Entrekursivierung

Aufwandsreduktion ist auch das Ziel der Uberfithrung beliebiger Funktionsdefinitionen in iterative wie die in
§7.5 behandelte. Die von einem iterativen Programm erzeugten Berechnungsfolgen entsprechen den Ableitun-
gen von Wortern einer reguldren Sprache. Das Charakteristikum ist Nicht-Selbsteinbettung oder tail
recursion: wenn A — vAw, dann w = e. Die Compilation iterativer Programme in maschinenlesbare Form
ist weitaus einfacher als die Implementierung beliebiger Rekursion. Zwei Marken, zwei Sprungbefehle, und die
Sache ist gelaufen... Echte Rekursion hingegen erfordert zusétzliche Datenstrukturen zur Zwischenspeicherung
von Werten, Programmteilen, etc. Wie diese Datenstrukturen benutzt werden, was und wann etwas in sie einge-
tragen oder aus ihm herausgelesen wird, hédngt von den Rekursionsschemata der iibersetzten Programme ab. Im
Prinzip 1i6t sich Entrekursivierung immer von der eigentlichen Ubersetzung in eine Zielsprache trennen, indem

man Entrekursivierung als Transformation (abstrakter) Quellprogramme innerhalb der Quellsprache realisiert.

8.3.1 Entrekursivierung mit Akkumulator. Gegeben sei eine linear-rekursive Axiomatisierung einer
Funktion f:

f(@) = h(z) + f(pred(z)) < pi(x)
f(z) = out(z) < pa(z).

(1)

Bei diesem Rekursionsschema reicht unter den u.g. Voraussetzungen die Einfiithrung eines Wert-Akkumulators
y vom Typ der Werte von f, um zu einer iterativen Definition von f zu gelangen. Genauer gesagt geht es um
iterative Axiome fiir eine Funktion f1, die mit f in folgendem Zusammenhang steht:

f(x) Efl(xva)ﬂ (2)

wobei a ein geeigneter “Anfangswert” von y ist. Da (1) nur einen Teil der Ein/Ausgabe-Relation von f; be-

schreibt, lassen sich aus dieser Gleichung noch keine Axiome fiir f; ableiten. Wir verallgemeinern deshalb (2)
Zu:

Hizy) =y + f2) 3)
Ist a linksneutral bzgl. 4+, dann folgt (2) aus (3). Wir versuchen, aus der Expansion von (3) Axiome fiir f;

abzuleiten:

filz,y) =y + f(z)
Entfaltung von f
Fo fiay) =y + (k) + fpred(z))) Api(z),
fi(z,y) =y + out(z) A pa(z)
Anwendung des Lemmas z+ (y+z2)=(z+y) + 2
Foo Ary) = (y+ k(=) + fpred(x)) Api(z),
fi(z,y) =y + out(x) A pa()
Anwendung einer Induktionshypothese
- filz,y) = filpred(z),y + h(x)) Ap1(x) Az > pred(z),
filz,y) =y + out(x) A pa(x)
Anwendung des Lemmas x> pred(z) < p1(z)
Eo filey) = filpred(z), y + h(z)) A pi(z),
filz,y) =y + out(z) Apa(z)

Die letzte Goalmenge liefert iterative Axiome fiir fi (eurekal):

fi(z,y) = fi(pred(z),y + h(z)) <= pi(z)
fi(z,y) =y +out(z) <= p2(x)

Mit ihnen léfst sich die Expansion von (3) zuendefiihren:
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Entfaltung von f;
F (pred(@),y + h(z) = fi(pred(z),y + h(z) Apr(a),
y+ out(z) = y + out(x) A pa(x)
Anwendung des Lemmas z =z
Eo () Vpa(x)
Anwendung des Lemmas p;(x) V pa(x)
F True

Wir fassen die Bedingungen an die Definition von f zusammen, die gelten miissen, damit (3) aus (4) folgt: + ist
assoziativ, a ist linksneutral bzgl. + und < ist eine wohlfundierte Relation ist derart, dass das zugrundeliegende
Modell die Formeln pq(z) V pa(z) und p;(z) = x > pred(z) erfiillt. &

i Leiten Sie in dhnlicher Weise die in Beispiel 7.5.2 verifizierte iterative Version der Funktion div ab (siche
Beispiel 5.1.5)! Hierbei ist div(z,y) = loop(y,0,z) die (2) entsprechende Initialisierung, wéihrend sich die (3)
entsprechende, zu transformierende Formel aus der Hoare-Invarianten x = (y*¢) +r und der daraus geméf §7.5
gebildeten Subgoal-Invarianten (also der Ein/Ausgaberelation der oben f; genannten Schleifenfunktion loop)
ergibt:

x=(yxq)+r = loop(y,q,r)=div(x,y).

8.3.2 Teilweise Entrekursivierung baumartiger Rekursion mit Akkumulatoren. Gegeben sei fol-

gende baumartig-rekursive Axiomatisierung einer Funktion f:

f(x)
f(z)

h(z) + (f(predi(z)) * f(preda(z))) <= pi(x)
out(x) < pa(x)

(1)

(7) ist ein Spezialfall von (6), bei dem g aus h, 4+ und * zusammengesetzt ist. Umgekehrt verallgemeinert (8) das
Schema (1) aus 8.3.1 von einem auf zwei — durch * verkniipfte — rekursive Aufrufe von f. Dementsprechend
folgt auch die Entwicklung einer (halb-)iterativen Version von f 8.3.1 analogen Uberlegungen. Zunichst wird je-
der Aufruf f zum Aufruf einer jetzt dreistelligen Funktion f; mit Anfangswerten a bzw. b zweier Akkumulatoren

y und z:

f(x) = fi(z,a,0b). (2)

Gesucht sind Axiome fiir f;. Da (9) wieder nur einen Teil der Ein/Ausgabe-Relation von f; beschreibt, lassen

sich aus dieser Gleichung noch keine Axiome fiir f; ableiten. Wir verallgemeinern deshalb (9) zu:

i@y, 2) = (y+ f(2)) * 2. (3)

Ist a linksneutral bzgl. + und b rechtsneutral bzgl. x, dann folgt (2) aus (3). Wir versuchen, aus der Expansion

von (3) Axiome fiir f; abzuleiten:

filz,y,z) = (y + f(2)) * 2
Entfaltung
F R 2) =+ (h(@) + (Fpredi (2)) = f(preds(2)))) * 2 A pr (),
£1(2,9,2) = (y + out(x)) * 2 A pa(x)
Anwendung des Lemmas z+ (y+2) = (z+y) + 2
F R 2) = (g + b)) + (f(pred (@) + fpreds () 2 A pr (),
£1(2,9,2) = (y + out(x)) * 2 A pa(z)
Anwendung des Lemmas x + (y * z) = (z + y) * (z + 2)
Fo hi@y2) = (5 + k(@) + fpredi(2))) * ((y + h(z)) + f(preda(x)))) * 2 A pi(2),
fi(@,y,2) = (y + out(x)) * 2 A pa(x)
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Anwendung einer Induktionshypothese
Eo ey, 2) = filpredi(z), y + h(z), (y + h(z)) + f(predz(z))) * z) Api(x) Az > predi(z),
fi(z,y, 2) = (y + out(x)) * 2z A pa(x)
Anwendung des Lemmas x > pred;(x) < p1(x)
Fo iy, 2) = filpredi(z), y + h(z), ((y + h(z)) + f(predz(x))) « 2) Ap1(z),
filz,y,2) = (y + out(z)) * 2 A p2(x)
Anwendung einer Induktionshypothese
~ filz,y,2) = fi(predi(x),y + h(x), fr(preds(z),y + h(x),2)) Ap1(x) Az > preds(z)),
fi(z,y,2) = (y + out(x)) * z A pa(x)
Anwendung des Lemmas z > preds(z) < pi(x)
~ filz,y,2) = fi(predi(z),y + h(x), fr(preda(z),y + h(z),2)) A p1(x)),
fi(z,y,2) = (y + out(x)) * z A pa(x)

Die letzte Goalmenge liefert Axiome flir f; mit zumindest einem nicht-eingebetteten Aufruf von fi:

fl(x’ Y, Z) = fl(predl(x), Y+ h(I), fl(p’l"EdQ(I), ylv Z)) ~ pl(ZE)
fi(z,y,2) = (y +out(z) * 2 < pa(x)

Mit ihnen léfst sich die Expansion von (10) zuendefiihren:

Entfaltung
F fulpreds(@),y + h(z), fi(preda(z), o 2)) = fi(preds (2), y + h(@), fi(preda(n), o 2)) A pi (o),
(y + out(x)) * z = (y + out(x)) * z A pa(x)
Anwendung des Lemmas x =z
Foop(@) Vpa(e)
Anwendung des Lemmas p;(x) V pa(x)
F True

Wir fassen die Bedingungen an die Definition von f zusammen, die gelten miissen, damit (3) aus (4) folgt:
+ ist assoziativ und distributiert iiber *, a ist linksneutral bzgl. 4, b ist rechtsneutral bzgl. * und < ist eine
wohlfundierte Relation ist derart, dass das zugrundeliegende Modell die Formeln p; (z) V p2(z) und

pi(z) = x> predi(x) Az > preda(z)

erfiillt. &

Beispiel 8.3.3 Gegeben sei die folgende Spezifikation bindrer Bdume:

BINTREE = LIST[TRIV(s)] and NAT then
sorts tree
constructs leaf:s->tree
_#_:treextree->tree

defuncts height:tree->nat
vars x:s T,T’:tree
axioms height(leaf(x)) =1

height (T#T’) = max(height(T) ,height(T’))+1

w& Uberfiihren Sie height unter Verwendung von zwei Akkumulatoren in halb-iterative Form! &

Beispiel 8.3.4 (Entrekursivierung geschachtelter Rekursion) In Beispiel 7.5.3 haben wir die iterative
Version eines Algorithmus search zur Tiefensuche in Graphen angegeben. Hier ist eine Version mit geschachteler

Rekursion (nested recursion):
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SEARCH = LIST[TRIV(s)] then

sorts graph = s->list(s)

defuncts search:graph*list(s)->list(s)
search2:graph*list(s)*1list(s)->1list(s)

vars G:graph x,y:s L,V:1list(s)

axioms search(G,L) = search2(G,L,[])
search2(G,[],V) =V
search2(G,x:L,V) = search2(G,L,V) <== x €V
search2(G,x:L,V) = search2(G,L,search2(G,G(x),x:V)) <== x &€V

Die Axiome fiir searchy entspricht denjenigen fiir search (s. 7.5.3) bis auf die rechte Seite des dritten Axioms.
Wiirde noch die Gleichung

searchs (G, L, searcho(G,G(x),x : V)) = searchi(G,G(z) + +L,x: V) < z&V (1)

gelten, dann wiren search, und searchs dquivalent. (1) ist fiir eine induktiven Beweis wieder mal nicht allgemein
genug. M.a.W.: Der Beweis von (1) benétigt eine stirkere Induktionshypothese. Insbesondere das mehrfache
Auftreten der Variablen G und x macht (1) zu speziell. (1) ist jedoch eine Instanz der induktiv beweisbaren
Formel

searchy(G, L, searchy(G, L', V)) = search, (G, L' + +L,V) (2)

und folgt deshalb aus ihr.
1w Zeigen Sie (1) durch Noethersche Induktion, indem Sie zuerst die rechte Seite von (1) entfalten! &

8.3.5 Entrekursivierung mit Keller. Erfiillt die rekursive Definition einer Funktion f : s — s’ keine
speziellen Bedingungen wie in 8.3.1 und 8.3.2, dann miissen die Argumente und Werte ihrer rekursiven Aufrufe
in einem Keller zwischengespeichert werden, um sie in eine iterative Form zu bringen. Das zugrundeliegende
Rekursionsschema laute wie folgt:

f(@) = g(z, flpredi(z)), ..., f(predn(z))) < pi()
f(x) = out(z) <« pa(z)

Aus den hier auftretenden Termen ergeben sich folgende Typen der verwendeten Hilfsfunktionen:

g:sxs x...8d =4
predy,...,pred, : s — §

out : s — s

Hier ist ein iteratives Programm f’, das f berechnet:

RECSTACK = LIST[TRIV(s+s’)] and specification of g,pred_1,...,pred_n,out then
defuncts f’:s->s’
loop:list(s+s’)->s’

vars x:s y,yl,...,yn:s’ L:list(s+s’)

axioms £2(x) = loop([x])
loop(x:L) = loop(pred_n(x):...:pred_1(x):x:L) <== pl(x)
loop(x:L) = loop(out(x):L) <== p2(x)
loop(yk:...:yn:x:L) = loop(x:yk:...:yn:L) fiir alle k < n
loop(yl:...:yn:x:L) = loop(g(x,yl,...,yn):L)

loop([yl) =y
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w Zeigen Sie die Aquivalenz beider Spezifikationen von f durch Hoare-Induktion! Aus den Axiomen von
RECSTACK ergeben sich folgende Bedingungen an eine Hoare-Invariante 6 von f:

= O(x,2' :yg:..iyn: L)
= Oz, 9(x',y1: ...t yn) s L)

Es ist also ein € zu finden, dass diese Bedingungen erfiillt.

Der Keller enthilt also Eingaben und Ausgaben, Argumente und (Zwischen-)Werte der gegebenen Funktion
f. Unter gewissen Bedingungen kann auf die Speicherung von Werten verzichtet werden. Das ist zum Beispiel
dann der Fall, wenn n = 2 gilt, f also baumartig-rekursiv ist, g nicht von x abhéngt, also nur noch zweistellig
(1) ist, und es ein bzgl. g rechtsneutrales Element a gibt. RECSTACK reduziert sich dann zu:

RECSTACK’> = LIST[TRIV(s)] and specification of g,pred_1,pred_2,out then
defuncts f£’:s->s’
loop:list(s)*s’ ->s’

vars x:s y,yl,y2:s’ L:list(s)

axioms £2(x) = loop([x],a)
loop(x:L,y) = loop(pred_2(x):pred_1(x):L,y) <== pl(x)
loop(x:L,y) = loop(L,g(out(x),y)) <== p2(x)

loop([l,y) =y

Beispiel 8.3.6 Wir erweitern die Spezifikation BINTREE aus Beispiel 8.3.3:

FLATTEN = BINTREE then

defuncts flatten:tree*s->list(s)
vars x:s T,T’:tree
axioms flatten(leaf (x)) = [x]

flatten(T#T?) = flatten(T)++flatten(T?)

= Bilden Sie eine iterative Version von flatten geméf RECSTACK’! &

8.4 Parallelisierung durch \-Abstraktion

In Beispiel 6.7.3 wurden zwei durch jeweils eine Gleichung der Form

f(x) = g(x, h(z)) (1)

definierte Funktionen optimiert, indem die Abstraktion Ay.g(z,y) parallel zu h(x) berechnet wurde:

g&h(x) = (My.g(x,y), h(x)). (2)

Die Anwendung der ersten auf die zweite Komponente von g&h(x) liefert eine dquivalente Definition von f:

fl@)=f'ly) <= g&h(z)=(f"y). (3)

Die Transformation von (1) nach (3) ist dann ratsam, wenn f auf komplexen Datenstrukturen wie Listen
oder Badumen operiert und die doppelte Traversierung von x mit hohem Aufwand verbunden ist. Kostet die
Anwendung der ersten auf die zweite Komponente von g&h(x) vernachléssighar wenig, dann ist f nur noch halb
so teuer. Zur Ableitung von Axiomen fiir g&h benétigen wir eine Regel zur Entfaltung von \-Abstraktionen:
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Ax.f(t, x)
(Apr.uro)l. . A Apg.ugoy)

Abstraktionsentfaltung

falls * € var(t) und f(t1,p1) = ui,..., f(tg, pr) = ux die Axiome fiir f mit
tO’i = tiO'i sind56

Da wir alle \-Abstraktionen als Konstruktoren auffassen, ist diese Regel i.a. nur bzgl. des extensionalen initialen

Modells der zugrundeliegenden Spezifikation korrekt (vgl. §6.6).

In Beispiel 6.7.3 lautet (2) wie folgt:

eq&rev(L) = (AL .eq(L,L"),rev(L)) (4)
bzw. rep&min(T) = (An.rep(T,n), min(T)). (5)

Wir versuchen, aus der Expansion von (4) Axiome fiir eg&rev abzuleiten:

eq&rev(L) = (AL'.eq(L, L"), rev(L))
Entfaltung
F L=[Aeg&rev(L) = (A\L'.eq(L,L"),[]),
Jz, Ly : (L =2 : Ly Neg&rev(L) = (AL .eq(L, L"), rev(Ly) + +[z]))
Termersetzung
F L=[Aeg&rev(L) = (AL .eq([],L),]]),
Az, Ly : (L=x: Ly Neg&rev(L) = (AL .eq(z : Ly, L"), rev(Ly) + +|z]))
Abstraktionsentfaltung
F L=[Aeq&rev(L) = (A]].trueldz : L'. false, []),
Jz, Ly : (L =x: L1 Neg&rev(L) = (A[]. falsel\y : L' .(eq(x,y) and eq(L1, L)), rev(L1) + +[x]))
Anwendung des Lemmas ¢ = (AL.t)(L)
F L=[Aeq&rev(L) = (\]).trueldz : L. false, []),
Jz, Ly : (L=x: Ly Neg&rev(L) = (A[].falsel\y : L' .(eq(x,y) and (AL'.eq(L1,L"))(L")), rev(L1) + +[x]))
Variablen-Einfithrung und Termersetzung
F L=[Aeq&krev(L) = (\]).trueldz : L. false, []),
Jx, L1, La,g: (L =x: Ly Aeg&rev(L) = (A[].falsel\y : L' .(eq(z,y) and g(L')), Lo + +[z])
AN g=AL"eq(L1,L") AN Ly = rev(Ly))
inverses Term-Splitting
F L=[Aeg&rev(L) = (\]]).trueldz : L. false, []),
Jx, Ly, La,g: (L =x: Ly Aeg&rev(L) = (A[].falsel\y : L' .(eq(z,y) and g(L')), La + +[z])
A (g,La) = (A\L'.eq(L1, L"), rev(Ly)))
Anwendung der Induktionshypothese (AL’.eq(L1, L), rev(Ly)) = eq&rev(Ly) < L > L,
F L=[Aeg&rev(L) = (\]).trueldz : L. false, []),
Az, Ly, Lo, g : (L =x: Ly Aeg&rev(L) = (N[].falsel\y : L' .(eq(z,y) and g(L')), Ls + +[z])
A (g,L2) = eq&rev(Ly) AL > L)
Anwendung des Lemmas z : Ly > L
F L=[Aeq&rev(L) = (A]].trueldz : L'. false, []),
Jx, L1, Lo, g: (L=x: Ly Aeg&rev(L) = (A[]. falsel\y : L' .(eq(z,y) and g(L')), Lo + +[z])
A (g, L) = eq&rev(Ly))

Die letzte Goalmenge liefert die REPALA-Axiome fiir eq&rev (s. Bsp. 6.7.3). Mit ihnen 14#t sich die Expansion

von (4) zuendefiihren:

56Die Korrektheit der Regel ist nur dann gesichert, wenn alle Axiome fiir f unbedingte Gleichungen sind.
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Entfaltung

F L= VvV 3x,L1,Le,g: (L=x:L1AN(g,Lo) = eq&rev(Ly))
Anwendung des Lemmas 3f, L' : (f, L") = eq&rev(L)

F L=] Vv In,L/:L=n:L (6)
Anwendung des Lemmas (6)

F True

1w Leiten Sie in analoger Weise aus einem Beweis von (5) die REPALA-Axiome fiir rep&min her!

1 Verallgemeinern Sie die Herleitung der Axiome von eq&rev und rep&min zu einer Herleitung von Axiomen
fiir eine Funktion g&h, die zunichst wie in (2) definiert ist, unter der Voraussetzung, dass alle Axiome fiir g
unbedingte Gleichungen sind!

8.5 Differenzbildung

Gegeben sei eine linear-rekursive Axiomatisierung einer Funktion f : nat — s folgender Form:

£(0) = e(0
fn+1) =gle(n+1), f(n))

~

(1)

Weiterhin gebe es eine Differenzfunktion 0 : s X nat — s, die folgende Beziehung zwischen den Werten von e
herstellt:

d(e(n+1),n) =e(n) (2)

Ist g assoziativ und a bzgl. g linksneutral, dann bilden die folgenden Axiome ein iteratives Programm fiir f:

)=

/\
\_/

) = h(n,a,e(n+ 1))
) = 9(9(z,y),€(0))
y) =

f(0
fl(n
h(0,
n h(n, g(z,y),6(y,n + 1)).

+
Z,
h(n+1,

Die Herleitung von (3) aus (1) und (2) findet man in [91], Example 7.

1 Beweisen Sie die Gleichung

h(n,z,e(n +1)) = g(g(x, e(n + 1)), f(n)) (4)

unter den o.g. Voraussetzungen iiber g! Aus (4) folgt die Aquivalenz von (1) und (3):

Beispiel 8.5.1 Setzt man e(n) = n? und g(z,y) = = + y, dann ist die Quadratsumme f(n) = 3" n? nach
Schema (1) definiert. Mit a = 0 und §(y,n) = y — 2n — 1 liefert Schema (2) eine iterative Definition von f mit
nur einer Quadratberechnung pro Aufruf von f:

f(0)=0
f'(n+1)=h(n,0,(n+1)2%)

B0, 2,9) =2+
h(in+1,z,y) = h(n,zc+y,y—2n—-3) &
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8.6 Tabellierung

Um das mehrfache Auftreten gleicher rekursiver Aufrufe zu vermeiden oder allgemeiner: um baumartige Rekur-
sion zu linearisieren, kann man anstelle der Erzeugung von Wertetupeln (s. §8.2) auch eine Tabelle der Werte
rekursiver Aufrufe anlegen und wiederholte Aufrufe durch Tabellenzugriffe ersetzen. Eine solche Tabelle wird
auch Memofunktion genannt. Sie wird in der Regel als Feld représentiert. Im Fall der Fibonacci-Funktion (s.
§8.2) sieht sie folgendermafen aus:

fibs = array’ bounds [(i,f i) | i <- range bounds]
where bounds = (0,max)

£f0=0
f1=1
f n = fibs!(n-1)+fibs!(n-2)

fib n = fibs!n

Die Verbindung von Rekursion und Tabellierung wird auch dynamische Programmierung genannt.

= Geben Sie eine dquivalente iterative Definition von fibs an, in der die Liste in einem Akkumulator aufgebaut
wird (s. 8.3.1)!

Auch wechselseitige Rekursion zwischen mehreren Funktionen léft sich in Tabellen transformieren. Seien

f1,- .., fr wechselseitig-rekursiv definierte listen-erzeugende Funktionen:
f1(0) = A
filn+1) = Bu++fi,,(n) ++-+ +Biy, ++fir,, (n) ++C1
(1)
f(0) = Ag
feln+1) = Bu++fi,(n) + 4+ + +Bin, + +fir,, (n) + +Ci

Hierbei gehére jedes f;,, 1 <j <k, 1 <r <mnj, zu {fi,..., fr}. Zur Tabellierung aller Werte von {f1,..., fx}
bietet sich eine zweidimensionale Matrix mat an:

mat = array’ bounds [(i,f j r) | i@(j,r) <- range bounds]
where bounds = ((1,0), (k,max))
f10=A_1
f 1 n=B_11++mat!(i_11,n-1)++B_1n_1++mat!(i_in_1,n-1)++C_1

fk0=AKk
f k n = B_kl++mat!(i_k1,n-1)++B_kn_k++mat!(i_kn_k,n-1)++C_k

w Sei f1 = trans, fo = A(z,y, z).trans(x, z,y) und f3 = A(x,y, 2).trans(y, z, z) (s. Bsp. 8.2.2). Schreiben Sie
ein Haskell-Programm, das die entsprechende Instanz von mat berechnet!

Beispiel 8.6.1 ([91], Example 8)

HILBERT = NAT then

sorts direction

constructs east,west,north,south:->direction

defuncts hilbert:nat->list(direction)
£1,f2,f3,f4:nat->1list(direction)

vars n:nat

axioms hilbert(n) = fi1(n)

£1(0) = £2(0) = £3(0) = f4(0) = []
f1(n+1) = f4(n)++west:f1(n)++south:f1(n)++east:f2(n)

£f2(n+1) = £3(n)++north:f2(n)++east:f2(n)++south:f1(n)
£f3(n+1) = f2(n)++east:f3(n)++north:£f3(n)++west:f4(n)
f4(n+1) = f1(n)++south:f4(n)++west:f4(n)++north:£3(n)
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Figure 12. hilbert(2)

= Wie lautet die entsprechende Instanz von mat? &

9 Zustandsorientierte Modellierung

In den vorangegangen Kapiteln wurde gezeigt, wie mithilfe von algebraisch-logischer Konzepte Programme in
abstrakter Syntax entworfen, verfeinert und verifiziert werden. Ein wesentlicher Vorteil dieser Konzepte ist
die durch sie bestimmte gemeinsame Sprache fiir Programme/Algorithmen sowie Aussagen dariiber. Dies wird
besonders deutlich bei der Verifikation iterativer Programme mithilfe von Schleifeninvarianten (§7.5) und den in
Kapitel 8 behandelten Syntheseverfahren. So ergaben sich die Beweisregeln der Hoare- und Subgoal-Induktion
direkt aus entsprechenden Programmschemata, ohne dass — wie bei der klassischen Formulierung des Hoare-
Kalkiils (s. §10.2) — die verwendete Logiksprache um eine konkrete imperative Programmiersprache angereichert
werden musste. Iteration ist ein funktional-logisches Konzept. Aussagen iiber iterative Programme lassen sich
deshalb am einfachsten auf dieser Abstraktionsebene ausdriicken und beweisen. Die bekanntermafsen effiziente
Implementierung iterativer Algorithmen mithilfe imperativer Konstrukte wie Zuweisungen und Schleifen ist fiir
die Verifikation der Algorithmen in der Regel irrelevant. Die Frage, ob imperative Programmschemata wie 7.5(2)
funktionale wie 7.5(1) korrekt implementieren, liegt auf einer anderen Ebene. Sie konnten wir im Rahmen der
bisher entwickelten Theorie auch nicht beantworten. In diesem Kapitel wird der Begriff der konstruktorbasierten

Spezifikation (Def. 5.1.2 u. 6.2.1) noch einmal erweitert, um u.a. imperative Konzepte zu prézisieren.

Machen wir uns einmal klar, welches Datenmodell bisher hinter konstruktorbasierten, insbesondere funktio-
nalen Spezifikationen (Def. 5.1.8) gestanden hat. Funktionalitit verlangt, dass alle Daten als Grundterme (Nor-
malformen) dargestellt werden (Vollsténdigkeit) und dass diese Darstellung eindeutig ist (Konsistenz). Das war
die Voraussetzung, um Funktionen und Préadikate mithilfe von Hornaxiomen auf den Daten rekursiv definieren
und Anforderungen an die Spezifikation induktiv beweisen zu kénnen. Trotz der Unvollstdndigkeit induktiver
Beweisverfahren (s. §7.2) bleibt uns prinzipiell kein anderer Weg, denn wir wollen uns ja nicht nur mit endlichen
Datenbereichen beschiftigen.

Bezogen sind Existenz und Eindeutigkeit der Normalformen auf die Interpretation der Gleichheiten im initialen
Modell der zugrundeliegenden Spezifikation SP. Aber erst der Quotient von Her(SP) nach dieser Interpretation,
das initiale Modell Ini(SP), interpretiert = als Gleichheit. Gerechnet haben wir dennoch im Herbrandmodell
(sieche Kapitel 7 und 8), u.a. deshalb, weil die Gleichheit im initialen Modell nicht immer die gewiinschte
Datenidentitit wiedergibt. So wurde in den Abschnitten 6.4 und 6.6 die Gleichheit von Daten als starke bzw.
extensionale Aquivalenz definiert und in entsprechende Standardmodelle eingefithrt. Wir haben dort bereits
erwihnt, dass sich solche Aquivalenzrelationen mithilfe von co-Hornformeln axiomatisieren lassen, wenn man
sie als grofite Losungen ihrer Axiome interpretiert. In der Terminologie von §6.3 handelt es sich demnach um
Coprédikate, im Gegensatz zu Gleichheiten, deren Axiome Hornformeln sind.

Die Kongruenzaxiome machen die SP-Aquivalenz =gp automatisch zur pridikatenvertriiglichen Kongruenz-
relation. Diese Eigenschaft ist entscheidend fiir die Korrektheit wichtiger Beweisregeln wie Term-Splitting, Ent-
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faltung, internem Rewriting sowie der Expansion mit bedingten Gleichungen (s. Kap. 8). Sollen diese Regeln
auch fiir eine als Copridikat spezifizierte Aquivalenzrelation ~ anstelle von = benutzt werden, dann muss die
Interpretation von ~ im initialen Modell ebenfalls eine prédikatenvertriagliche Kongruenz sein. Nun hat aber
das Beispiel “starke Aquivalenz” schon gezeigt, dass manche praktisch sinnvollen Gleichheitsrelationen nicht
mit allen Pradikaten von SP vertriglich sind. In §6.4 haben wir die abgeschwiichte Bedingung der Zickzack-
Vertréglichkeit eingefiihrt, die hinreichend ist, um Quotienten nach ~ zu bilden und damit Modelle, die ~
als Gleichheit interpretieren. Wie wir in §9.2 sehen werden, garantiert die Zickzack-Vertraglichkeit von ~ auch
den Erhalt der Korrektheit o.g. Beweisregeln, wenn man = durch ~ ersetzt, zumindest dann, wenn die Regeln
auf modale Formeln angewendet werden.

Was ist nun die intuitive Vorstellung hinter einem Standardmodell Her(SP)/ ~, dessen “Datengleichheit” ~ die
S P-Aquivalenz zwar enthilt, mit dieser aber nicht mehr iibereinstimmt? Da die Existenz und Eindeutigkeit von
Normalformen auf SP-Aquivalenz bezogen bleibt, gibt es i.a. verschiedene, aber ~-dquivalente Normalformen,
d.h. die Normalformreprésentation eines Objektes ist nicht mehr eindeutig. Verschiedene, aber ~-adquivalente
Normalformen beschreiben verschiedene Zusténde ein und desselben Objektes. Es geht hier generell um die
Formalisierung von Systemen, iiber die man nicht anhand des statischen Aufbaus ihrer Objekte, wohl aber
anhand von Beobachtungen ihres Verhaltens Aussagen machen kann (oder will). Das Verhalten setzt sich
zusammen aus Werten von Objekt- Attributen, die den augenblicklichen Zustand des Systems kennzeichnen, und
aus Zustandsverdnderungen, die aus der Anwendung von Prozeduren und Methoden resultieren. Hier sind
sie also, all die bekannten Begriffe aus der imperativen und objekt-orientierten Programmierwelt. Einen Daten-
typ, dessen Objekte in dieser indirekten Weise identifiziert werden, nennt man dann auch einen versteckten
Datentyp. Jede Normalform einer versteckten Sorte beschreibt einen Zustand. Thre Konstruktoren sind die
Methoden, die man aufrufen muss, um ihn zu erreichen. Methoden und Prozeduren kénnen auch nichtdeter-
ministisch sein, d.h. wir sollten auch echte Zustandsiibergangsrelationen miteinbeziehen. Diese werden in der
Regel als Automaten oder, allgemeiner, als markierte Transitionssysteme, englisch: labelled transition
systems (LTS), formalisiert.

9.1 Modallogik und ihre Derivate

Der klassische Ansatz, formal iiber Transitionssysteme zu reden, ist die Modallogik. IThre Formeln sind Aussagen
iiber einzelne Zustdnde. Die Giiltigkeit einer modallogischen Formel hingt von einem gegebenen Zustand ab,
der aber in der Formel nicht vorkommt. Demzufolge sind die Symbole zur Bezeichnung von Zustdnden auch
nicht Teil der Signatur, iiber der die Formeln gebildet werden. Wie bei imperativen und objektorientierten
Programmiersprachen bleiben die Zustédnde im (semantischen) Hintergrund. In der Syntax tauchen sie nirgends
auf.

Ein Transitionssystem 7 wird iiblicherweise definiert als Tripel (Z, Act, —), bestehend aus der Zustands-
menge Z, der Aktionsmenge Act und einer dreistelligen Ubergangsrelation —C Z x Act x Z. Fiir alle
M C Act und 2,2’ € Z ist

M t
z— 2 =g Jacte M :z 25 2.

Intuitiv bedeutet » 2L , dass eine der Aktionen von M den Zustand z in den Zustand z’ iiberfiihrt. ——

bezeichnet den reflexiv-transitiven Abschluff von —=gf At

Die Syntax modallogischer Formeln umfaftt diejenige préadikatenlogischer Formeln. Hinzu kommen modale
Operatoren, deren Bedeutung von T abhéngt, sowie Konstanten und Variablen fiir Zustandsmengen:

[modallogische Formel]

Definition 9.1.1 Sei ¥ = (S, F, R) eine Signatur, X eine S-sortierte Menge von Individuenvaria-
blen oder Variablen erster Ordnung und Z eine Menge von Variablen zweiter Ordnung fiir
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Zustandsmengen. Die Menge der (modallogischen) Y-Formeln (iiber X und Z) ist induktiv
definiert:

# Jedes Element von Z ist eine ¥-Formel.

# Fiir jede Teilmenge Z’ von Z ist Z' eine ¥-Formel.

% Jedes Y-Atom ist eine Y-Formel.

# Fiir alle X-Formeln ¢, ¢, 2 € X und t € Tx(X) sind auch ¢, o A, o Vb, o = ¢, ¢ & P,
Vap, Jrp und (Az.p)(t) L-Formeln.

% Fiir alle ¥-Formeln ¢ und M C Act sind auch [M]g, (M)¢, Op und <p 3-Formeln.

% Fiir alle ¥-Formeln ¢ und = € Z sind auch pz.¢ und va.¢ und X-Formeln.

[M], (M), O, ¢, p und v nennt man modale Operatoren.

A A

Die Modallogik mit den Fixpunktoperatoren p und v heisst auch p-Kalkiil. 4 und v binden Zustands-
mengenvariablen so, wie das A, V und 3 Variablen von X binden. Freie Variablen(vorkommen) und geschlossene
Formeln sind daher analog zur Pridikatenlogik definiert. Die folgenden Aquivalenzen sind im Sinne der Semantik
modallogischer Formeln (siehe Def. 9.1.2) allgemeingiiltig:

ve.(p A [Actlx) < Op
ux.(o A [Actlx) <= False <= <OFalse
pr.(pV (Act)r) = Op
ve.(pV (Act)r) <= True <= OTrue

[ Kripke-Struktur, G'Liltigkeit}

Definition 9.1.2 Sei A eine S-sortierte Menge, Struct(A,¥) die Klasse aller X-Strukturen B mit
=-Gleichheit und Bs = A, fiir alle s € S und T = (Z, Act,—) ein Transitionssystem.

Eine (Z, ¥)-Kripke-Struktur ist eine Funktion A : Z — Struct(A,¥), d.h. A ordnet jedem Zustand

eine Y-Struktur zu.
Sei ¢ eine modallogische X-Formel {iber X und Z,y € X, z2€ Z,b: X - Aund ¢: Z — p(Z). Die
Eigenschaft b, ¢ 16st ¢ in A, z, geschrieben: A, z = . ¢, ist induktiv definiert iiber dem syntaktischen
Aufbau von ¢: Sei x € X, Z' C Z, r(t) ein X-Atom und M C Act.

® A zEpcr a2 €c(x).

*® Az |:b7c7 =g 2€ 7.

® A zEper(t) <ag (1) € rA(z) 57

® AzkEre ¢ <=4 Az g gilt nicht.

® AzEcoNY =ag AzEpepund Az E=p e .

® AzErcoVY =g AzEpcpoder Az l=pe 1.

® A zErc =10 < Az b impliziert A, z = ¢ 9.

® Az eV <ar Az (p=Y) AW = 9)

® Az Epe Vo =aer A2 Fpaja),e @ fir alle a € A.

57b* interpretiert Funktionssymbole in A(z)!



156 9 Zustandsorientierte Modellierung

® Azl v =aep A 2 Ffa/a),c @ fiir ein a € A

& Az Fpe (A29)(t) vder Az Fyprt)/ale -

® Az (Ml <ag A2 Ebefiralle 2/ € Z mit 2 Mo
® Az (M) <ap A2 FEpepfiren 2 € Z mit 2 M,
® A zEpeOp <=qep A2 b firalle 2/ € Z mit 2 LNy
® Az Cp =aep A2 FEpepfiirein 2/ € Z mit z LNy

Sei x € Z. Die Funktion
P:p(Z2) — p(2)
/AR — {Z e’ | A,Z ):b7c[zf/$] 90}

sei monoton bzgl. der Teilmengenrelation auf p(Z). Dann existieren nach Satz 4.2.10 der kleinste
Fixpunkt Ifp(®) und der grofte Fixpunkt gfp(®) von P.

® A zlpe prp g 2z € lfp(P).

® Azl vy a2 € gfp(P).
A, z erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢ oder ¢ gilt in A, z, geschrieben: A, z = ¢, wenn alle
Paare von Belegungen b : X — A(z) bzw. ¢: Z — p(Z) ¢ l6sen. A erfiillt o, geschrieben: A |= ¢,

wenn A,z | o fir alle z € Z gilt. ¢ ist allgemeingiiltig, wenn alle (Z, X)-Kripke-Strukturen ¢
erfiillen.

2,7z’ € Z sind semantisch dquivalent, wenn fiir alle (Z, ¥)-Kripke-Strukturen A und alle modal-
logischen ¥-Formeln ¢ gilt:
AzEp — A Eep.

A A

w= Zeigen Sie die Allgemeingiiltigkeit der beiden o.g. Aquivalenzen!

Den Beweis einer Behauptung A, z = ¢ nennt man lokales model checking. Ahnlich der Interpretation
einer pradikatenlogischen Formel als Relation (abgeleitetes Pridikat; siehe Def. 4.1.8) interpretiert man eine
modallogische Formel — in Abhéngigkeit von b und ¢ (s.0.) — als Menge der Zusténde, in denen sie gilt:

eh(bc) =ae {2€Z|AzEbe o}

Damit ist (ux.¢)* die kleinste und (va.@)4 die grofte Losung der Gleichung 2 = ¢ in (der Zustandsmengenva-
riablen) z. Die Bestimmung von ¢4 wird globales model checking genannt.

Wie prédikatenlogische, so sind auch modale Operatoren Negationen von anderen:

Mo <= —~(M)~p
(M)p <= -[M]-¢p

Op — -0

Cp <= -0-p

pr.p <= =(ve.op[-w/z])
va.p = —(px.oeloa/a))

Noch zwei niitzliche Operatoren:

enabled(M) <=4 (M)True “eine Aktion von M ist ausfiihrbar”
disabled(M) <=4 [M]False “keine Aktion von M ist ausfithrbar”
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w Zeigen Sie, dass die Aquivalenz
(Az.p)(t) < lt/a]

fiir alle priadikatenlogischen (!) Formeln ¢ allgemeingiiltig ist! Demnach hat der A\-Operator in der Priadikatenlo-
gik dieselbe Bedeutung wie der Substitutionsoperator [ / |, weshalb man dort A auch gar nicht erst einfiihrt.’®

Enthilt ¢ jedoch modale Operatoren, dann gilt die Aquivalenz nicht mehr. Geben Sie dafiir Beispiele an!
= Beschreiben Sie verbal, wann die Formeln (Az.[act]z = u)(t) bzw. (Az.{act)z = u)(t) allgemeingiiltig ist!

Z' C Z ist nach der o.a. Definition von ® : p(Z) — p(Z) genau dann ein Fixpunkt dieser Funktion, wenn
gilt:
2 €7 = .A,Z ’:b,c[Z’/:v] ©.

M.a.W. Z’ 16st die Aquivalenz z < ¢ in 2. Die Bedeutung von pz. bzw. ve.p ist demnach die kleinste bzw.
grofte Losung der Aquivalenz 2 < ¢. Analog zu entsprechenden Bemerkungen in §4.2 ist ® monoton, wenn es
eine negations- und implikationsfreie Formel ¢ gibt derart, dass die Aquivalenz ¢ < ¢ allgemeingiiltig ist.

w Zeigen Sie, dass die Formel vz.[tick]x allgemeingiiltig ist!

5 Zeigen Sie, dass es kein A, z gibt, dass die Formel pz.(tick)z erfiillt!

& Zeigen Sie, dass A, z = va.(tick)x genau dann gilt, wenn 7 einen unendlichen Pfad z Lek o) B oy B

enthalt!

w Zeigen Sie, dass A, z | ux.[tick]z genau dann gilt, wenn alle Pfade z tick 21 tick 22 tick . endlich sind!

Man spricht von aussagenlogischer oder propositionaler Modallogik, wenn X leer ist, also Konstanten
und Variablen fiir Zustandsmengen die einzigen elementaren Y-Formeln sind. Die Giiltigkeit einer »-Formel
hangt dann nur von Belegungen von Z ab. Nichtpropositionale Modallogik nennt man auch pradikative oder
Modallogik erster Stufe.

Die Ubergangsrelation eines Transitionssystem bestimmt das Verhalten seiner Zusténde. Verhaltensiqui-
valenz wird meist als Bisimilaritit formalisiert:

Bisimulation v

Definition 9.1.3 Sei T = (Z, Act, —) ein Transitionssystem. Eine 7-Bisimulation ist eine binére

Relation ~ auf Z mit folgenden Eigenschaften:

(1) z1~2iAz Sz = FbeZ:2) 5 2y N2y~ 2h.

(2) zi~Zi A T2 = FmeZiz -5 29 Azg ~ 2
Die Relation
~1 =aer {(2,2') € Z% | (2,2') gehort zu einer Bisimulation auf Z}

heisst T-Bisimilaritit.

T ist endlich verzweigend, wenn fiir alle z € Z die Menge der Zustiande 2z’ mit z Ak o1 endlich
ist.

A A

= Zeigen Sie, dass jede Vereinigung von Bisimulationen wieder eine Bisimulation ist! M.a.W.: ~7 ist die
grofte Relation auf Z, die (1) und (2) erfiillt. Da (1) und (2) co-Hornformeln sind, kann man ~7 als Coprédikat
im Sinne von Def. 6.2.1 spezifizieren.

58Fs geht hier um einen A-Operator auf Formeln, nicht den auf Termen, der in §6.6 behandelt wurde!
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i Zeigen Sie, dass ~7 eine Aquivalenzrelation ist!

Satz 9.1.4 (Hennessy-Milner-Theorem) ([106], 5.3.2 u. 5.3.3) Sei T = (Z, Act, —) ein endlich verzwei-
gendes Transitionssystem. Zwei Zustinde z, 2’ € Z sind genau dann bisimildr, wenn sie semantisch dquivalent
sind. .

Beschreiben die Aktionen von 7 die Programme einer imperativen Sprache, dann nennt man die auf T
aufbauende Modallogik eine dynamische Logik (s. z.B. [94], [L11], [53]). Dynamische Logik entstand aus der
in §10.2 behandelten Zusicherungslogik mit den wohlbekannten Regeln des Hoare-Kalkiils. Eine Zusiche-
rung {pre}act{post} mit Vorbedingung pre, Aktion act und Nachbedingung post entspricht der modallogischen
Formel pre = [act]post. Als Mittel zur Verifikation imperativer Programme gut zu handhaben ist dynamische
Logik u.E. nur fiir iterative Programme. Zusicherungsregeln fiir komplexere Programmkonstrukte wie rekursive
Prozeduren sind z.T. mit vielen Anwendbarkeitsbedingungen versehen, die es schwermachen, die Regeln beider
automatischen Beweisunterstiitzung zu verwenden. Die meisten in der Softwaretechnik eingesetzten Verifika-
tionsumgebungen wie VDM [57], Z [105] und Larch [43] benutzen immer dort Konzepte dynamischer Logik,
wo imperative/objekt-orientierte Sprachkonstrukte ins Spiel kommen. Charakteristisch ist dabei — wie in der
Modallogik generell — die im Formalismus wiedergespiegelte Trennung der “statischen” von der “dynamischen”
Ebene: Signatur und Struktur zur Formulierung von Vor- und Nachbedingungen auf der einen Seite und ein
Transitionssystem mit einer Sprache fiir Aktionen auf der anderen Seite. Wéhrend sich VDM und Z auf der
statischen Ebene mit klassischer Mengenlehre und Relationenalgebra begniigen, verlangt Larch (Horn-) Axiome
fiir die in Vor- und Nachbedingungen verwendeten Funktionen. Mithilfe sog. Interface-Sprachen werden dort
Zusicherungen in ausschlieflich dynamische Form gebracht. Dieser wird dann automatisch in den Code der zur
jeweiligen Interface-Sprache gehorigen Programmiersprache iibersetzt.

Auch wenn die Aktionen von 7 keine X-Terme oder -Formeln sind, so enthalten sie doch in der Regel solche.
Aus der iiblichen Syntax imperativer Sprachen ergeben sich zwei Typen von Elementaraktionen: (determini-
stische) Zuweisungen v := t eines Grundterms ¢ an eine dynamische Variable oder Programmvariable
genannte Konstante (!) v der Sorte von ¢ sowie (einfache) Tests u?, wobei u ein Boolescher Grundterm ist.
Andere Elementaraktionen sind nichtdeterministische Zuweisungen v :=? und reiche Tests ¢7, wobei ¢
eine beliebige geschlossene priadikatenlogische Y-Formel ist. Der Ansatz der neuerdings abstrakte Zustands-
maschinen [I| genannten evolvierenden Algebren [37] basiert auf (bedingten) Updates ¢ = f(z) :=t
als Elementaraktionen, wobei ¢ eine X-Formel ist und f(z) und ¢ 3-Terme sind, deren (freie) Variablen zu den
Komponenten von x gehoren.

Wand [111] verwendet Prozeduraufrufe als Elementaraktionen, das sind Ausdriicke der Form r(v;t), wo-
bei r(v,t) ein Grundatom und v ein Tupel von Programmvariablen ist. In Lamport’s Temporal Logic of
Actions (TLA) [55] ist eine Aktion eine geschlossene pridikatenlogische Formel t(vy,...,vn,0],...,0.),

wobel vy,...,Un,v],...,v, Programmvariablen. Z.B. entspricht der Zuweisung v := v + 1 die TLA-Aktion
(o) = (0 =0 +1).7

Mit TLA-Aktionen lassen sich vor allem die von nebenldufigen Programmen bewirkten Zustandsiibergénge
abstrakt beschreiben. So garantiert z.B. das folgende Programm den gegenseitigen Ausschluft beim Zugriff auf
das Medium M:

x:=0; y:=0;
parbegin (A) do y = 0 -> (B) (x:=1; access M; x:=0; skip) od
(A) do x = 0 -> (B) (y:=1; access M; y:=0; skip) od
parend
Das Programm erlaubt vier Zustandsiibergénge, die durch entsprechende TLA-Aktionen ¢, ..., @4 beschrieben

59Diese Notation wird manchmal auch in Zusicherungen verwendet: Man schreibt z.B. {v > 0}act{v’ = v+ 1} als Abkiirzung fiir
{v>0Av=a}act{v = a+ 1} (siehe auch §10.2).
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werden konnen. Sie verwenden neben den Programmvariablen x und y zwei Programmzéahler pc; und peg, die
angeben, wo sich der erste bzw. zweite Prozess bei einer Ausfithrung des Programms gerade befindet: am Punkt
A oder am Punkt B. ¢1,..., s lauten wie folgt:

pci=AANYy=0Api =BApch=peo A =1Ny =y
1 2
(p2) paa =BApdy =AANpch=peca A =0AY =
p3) pea=ANTz=0Apci=pciApch=BAy =1N2' =
1= 2
peo = BApcy =pcy Apch =ANYy =0N2 =
1 2

Zu einer imperativen Sprache gehdren neben Elementaraktionen natiirlich Konstruktoren zur Bildung zusam-
mengesetzter Aktionen. Das sind i.w. die reguldren Operatoren + (Auswahl), ; (Sequenz) und * (Iteration)
sowie daraus abgeleitete Operatoren wie Konditionale und bedingte Schleifen. Die aus Elementaraktionen und
solchen Konstruktoren bestehenden Ausdriicke bilden die Menge Act des Transitionssystems 7 = (Z, Act, —)
einer dynamischen Logik und zugleich die Menge der Programme, iiber die man in der Logik Aussagen machen

will.

Dynamische Logik bezieht das zugrundeliegende Transitionssystem 7 in die Semantik modallogischer For-
meln ein, indem es die Menge der Kripke-Strukturen, die ¥-Formeln interpretieren, einschrankt. Damit lie-
fert die Ubergangsrelation — von 7 zugleich eine operationelle Semantik fiir Act-Programme. Den o.g.
Elementaraktionen und Aktionskonstruktoren entsprechen dabei folgende Bedingungen an eine interpretie-
rende Kripke-Struktur A : Z — Mod(A,X): Sei v eine Konstante von X, ¢ € Tx, r ein Priadikat von X,
U € Tx poot, frw—s€X, xe Xy, peine prédikatenlogischen Y-Formel mit var(p) = {z}, t € Tx({z})s und
P(vi, ..., 00,07, ..., v eine TLA-Aktion.5°

r'n

vi="?

1) z— 2 = A(2)s\ (v} = AR s\ (v}
(2) 2EH Y = A = AGD A AG) 5y ) = A s ()
3) 2V o A = 4O U (A, AN A ARy = A0}
(4) 2 e A(z) Eu=true N A(z) = A(Z')
(5) 2 = AR e A A(R) = AR
(6) LTI Vae Ay (AR) [ g = A (@) = tAG) A
(A(2) £ o = fAE)(a) = fAD (a)) A
(AR s\ f1efny = AG) S\ (1t ))
(7) le(vl,“.,ﬂi,‘..,v;) AN (U.{A(z)7.”71}7.,;1(,2),1)14(2’),“.’1};?(.2 )GW‘(Z) A

A(z)|2\{1)1,...,vn} = A(Z/)|E\{1)1,...,vn}

ct1;act t ¢
(8) WA Y = R eZ: (2B A )
(9) actyt+acta o 2 act AV, actg o
t* tn
(10) 2% Y = neN:z¥%
act® /
(11) 22—z = z=z
ot tiact™
(12) P ac Z act;ac Z,

Konditionale und Schleifen sind abgeleitete Aktionen:

if t then acty else acta = (t?;acty) + (—t?; acts)
while t do act = (t7;act)*; —t?
repeat act until t = act;while =t do act

604 wird hier als abgeleitetes Pradikat aufgefasst (vgl. Def. 4.1.8).
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Besteht die Aktionsmenge von T beispielsweise aus den o.g. TLA-Aktionen ¢1, ..., s, dann gilt in allen
Kripke-Strukturen, die (7) erfiillen, folgende Formel, die die Korrektheit des 1, ..., s entsprechenden Pro-
gramms beschreibt (gegenseitiger Ausschlufs beim Zugriff auf M):

per =AApea =ANz=0Ay=0 = DO(pcy=AVpes =A).

ww Zeigen Sie, dass eine Zuweisung sowohl ein Prozeduraufruf als auch ein (unbedingter) Update ist!

= Zeigen Sie, dass folgende Formeln in allen Kripke-Strukturen gelten, die o.g. Bedingungen erfiillen:

(Ax.Jv:=tjv = z)(t) fiir Zuweisungen v := ¢
(Az.[r(v;t)]r(v,z))(t) fiir Prozeduraufrufe r(v;t)
Ma, ..o, zn)[@lplzr /v, v1 /0], - o T [V, U JUR]) (U1, . .. vp)  fiir TLA-Aktionen ¢ iiber vy, ..., v,

w Zeigen Sie, dass folgende Aquivalenzen in allen Kripke-Strukturen gelten, die o.g. Bedingungen erfiillen:

Py = o=
(Y = @AY
[acti;acts]e <= [acti][acta]e
(acti;acta) <= (acti){acte)p
[act; + acta]p <= [acti]p A |acts]
(acty + acta)p <<= (act1)p V {acta)
[act*lp = @ Alact]lact*]p
(act®yp <= @V {act){act*)p

Einen anderen Ansatz zur Formalisierung imperativer Sprachen erhélt man aus der Einschrénkung von Z
auf Speicherzustinde, d.h. auf die Menge der Belegungen dynamischer Variablen durch Daten der jeweiligen
Kripke-Struktur. Dieses Zustandsmodell wird auch héufig mit den oben aufgefiihrten Aktionsschemata asso-
ziiert. Es liegt auch den CPO-Modellen imperativer Sprachen zugrunde (s. Bsp. 10.1.10). Es ist jedoch wenig
abstrakt und daher kaum erweiterungsfihig im Hinblick auf héhere Sprachkonstrukte wie die Deklaration und
Verwendung strukturierter dynamischer Objekte, die objektorientierte Sprachen kennzeichnen. Andererseits bil-
den Speicherzustinde einen — ARRAY vergleichbaren (s. Bsp. 6.4.3) — Datentyp, so dass man Z und dann
auch die Ubergangsrelation — zu ¥ hinzunehmen und so statische und dynamische Komponenten im selben
Formalismus behandeln kann. Mit versteckten Datentypen laft sich diese Eigenschaft des CPO-Ansatzes auch
ohne Festlegung von Z auf Speicherzustinde realisieren (s. §9.2).

Mit dem Aktionskonstruktor 4+ enthélt die oben definierte imperative Sprache bereits ein Konstrukt zur
nichtdeterministischen Prozesserzeugung und ist daher nicht weit entfernt von Prozesssprachen, die neben +
Operatoren zur Parallelisierung, zur Synchronisation und zum Nachrichtenaustausch anbieten (s. z.B. [68], [12],
[69]). Bezogen auf unsere imperative Sprache kénnte man Elementaraktionen als Nachrichten betrachten, die bei
der Ausfiihrung eines Programms abgesetzt werden. Deshalb sind — zumindest in der SOS-Version der Sprache
— alle Transitionsmarkierungen Elementaraktionen. Bei der Spezifikation von Prozesssprachen und dynamischen
Systemen ist es aber eher iiblich, &hnlich der SOS-Version vorzugehen und Transitionsmarkierungen auf die von
der Quelle der jeweiligen Transition gesendete oder empfangene Nachrichten zu beschranken. Das gilt schon
fiir die einfachsten Transitionssysteme, die endlichen Automaten, deren Transitionsmarkierungen Ein- oder
Ausgabedaten darstellen.

Die Zustidnde des Transitionssystems einer Prozesssprache sind in der Regel Darstellungen von Prozessen,
die von den jeweiligen Zustédnden aus moglich sind. Der Begriff “Zustand” pafst dann nicht mehr so recht.
“Aktion” hingegen wiirde zur Verwechslung mit den Transitionsmarkierungen fithren, die weiterhin Aktionen
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heissen (obwohl sie lieber Nachrichten heissen sollten; s.o.). Also spricht man von Agenten oder gleich von
Prozessen. Bezogen auf ihren Gebrauch in der Modallogik sind Prozesse jedoch nichts anderes Zusténde.
Intuitiv interpretiert man eine Zustandsiibergang P act, @ zwischen Prozessen wie folgt: P kann (!) act ausfithren
und verhélt sich nach der Ausfiihrung von act wie Q. Die Gleichung Prozess—=Zustand hat zur Folge, dass
Bisimilaritét als Prozess und damit als Programmaéquivalenz betracht werden kann.

In dem von Milner [68] entwickelten Prozesskalkiil CCS (Calculus of Communicating Systems) sind die
Prozesse aus den Konstruktoren a., +, |, \ und Konstanten A zusammengesetzte Ausdriicke. Die (operationelle)
Semantik von CCS ist durch folgende Ubergangsrelation gegeben:6!

a(z).P “™ Plv/z]

lesen)

(

a(e).P aall)) p (schreiben)
P+P-5Q < P-5QVP-5Q (auswdhlen)
PP L QP = P-%Q (parallelisieren)
PIP-5HPIQ < P-5Q

PP, 5 Q1Qy <— PL-5Q1 APy N Q- (kommunizieren)

P\M % Q\M < P-5QANacAct\M\{b|be M} (einschrdnken)
<~

A5Q P -% @Q falls A durch P definiert wurde? (aufrufen)

= Zeigen Sie, dass die Prozesse a.(P; + P;) — erst a, dann weiter mit Py oder P, — und (a.Py) + (a.Py) —
erst a, dann Py, oder erst a, dann P, — bzgl. CCS nicht bisimilér sind! Diese beiden Prozesse als ungleich zu be-
trachten ist beabsichtigt: a.(P; + P») entscheidet sich erst nach Ausfithrung von a zwischen zwei Unterprozessen,
wahrend (a.P;) + (a.P,) das schon davor tut.

Temporale (linear-time) Logik dient der Formulierung von Aussagen iiber Zustandsfolgen und nicht iiber
einzelne Zustdnde. Ist T = (Z, Act,—) ein Transitionssystem, dann heisst eine Funktion 7 : N — Z Spur
(trace) oder Ablauf (run, fullpath) von T, wenn entweder fiir alle i € N 7(7) A (i + 1) gilt oder ein i € N
existiert mit 7 (7) /Ig z fir alle z € Z, 7(j) A (5 + 1) fiir alle j < 4 und 7(j) = w(¢) fir alle j > ¢. Hier
sind die wichtigsten temporalen Operatoren und ihre Semantik, die man als Erweiterung der modallogischen
Erfiillbarkeitsrelation (s. Def. 9.1.1) betrachten kann:% Sei 7 eine Spur von 7 und M C Act.

® 1= (M) <45 7w(0) 2, (1) und Ni.w(i+1) E e

®TEEUY =gy FEeN:Na(i+k) =AY <k:Xin(i+j) =)
“p until ¢ (irgendwann gilt ¢ auf der Spur 7 und bis dahin gilt ¢)

®rlEewWU Y <<=qy mEeUY VVEeN: XNa(i+k)=op
“o weak until ¥ (“@ until ¢ oder ¢ gilt auf der gesamten Spur )

Daraus abgeleitet sind die folgenden Operatoren:

Xo =g (Act)p
executed(M) <=qef (M)True
Fo <=4 TrueU ¢  “irgendwann gilt ¢’

“im néchsten Zustand gilt ¢”

“M wird ausgefiihrt”

Gy <=qe¢ @ wU False “p gilt immer”

61Wir verzichten hier auf die verbale Erliuterung der einzelnen Prozesskonstruktoren. Wer mehr dariiber wissen will, lese [68]
oder Arbeiten iiber Prozessalgebra. In §9.2 werden dhnliche Konstruktoren im Rahmen versteckter Datentypen eingefiihrt.

62Formal ist die Bedeutung von A eine Losung der Gleichung A = P in einer geeigneten Struktur. Sie existiert immer dann, wenn
P bewacht-rekursiv, d.h. von der Form a1.P; + - - - 4+ an. Py ist.

63 A und die Belegungen b und c lassen wir hier der Einfachheit halber weg.
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P~ =g Gl = Fy) “p flihrt zu ¢”
G®p <4 FGop “p gilt fast immer”
F>Xp <=4 GFyp “p gilt unendlich oft”

Eine modallogische Formel gilt fiir eine Spur 7, wenn sie im ersten Zustand von m gilt:

Bl —=ar T0) e
Fairnefbedingungen lassen sich als Kombinationen modaler und temporaler Operatoren formulieren:

UF(M) <=4 F>®executed(M) (unbedingte Fairnef)
WF(M) <=4 G enabled(M)= F>executed(M) (schwache Fairnef)
SE(M) <=4 F>enabled(M) = F>executed(M) (starke Fairnef)

= Beschreiben Sie die Fairnefoperatoren verbal!

Modale Aussagen iiber die Anfangszustédnde von Spuren, die durch temporale Eigenschaften charakterisiert
sind, fiihren zur temporalen branching-time oder computation-tree Logik (CTL):

® 2E=Ep =gy In:(m(0)=z2ATE)

® 2= B <=4y 3 unendliches w: (w(0) =z A7 = @)
® 2 Ap g Vr:i(m(0)=z=7FE )

® 2= A —aor Y unendlichen 7 : (w(0) =z = 7 = )

w= Zeigen Sie folgende Aquivalenzen:

AM)e <« [M]p
EM)e <« (M)y
AGp <<= 0Oy
EFp <— <y
AFp < vu(pv[Ad)
AFp <= px.(¢V (enabled(Act) A [Act]x))
AxFo << px.(eV[Act)x)
EGp < pux.(p A (disabled(Act)V (Act)zx))
EGy <= vx.(p A (enabled(Act) = (Act)x))
ExGe < vr(pA(Act)z)
AlpUvy) A(tp wU ) NAFY
Alp U ¢) <= px.(¢V (¢ Aenabled(Act) A [Act]x))
Alp wU ¢) <= vz.(¢vV (¢ A [Act]x))
Alp~ 1) = va.((p = AFY) A [Act]z)
E(pUy) <= pz.(¢YV(pA(Act)z))
E(pwU ¢) < E(pwUy)V EGp
E(owU ¢) <= vz.(¢V (¢ A (enabled(Act) = (Act)x)))
E(p~ 1) <= pz.((pNEFY)V (Act)z)
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9.2 Spezifikationen mit versteckten Sorten

Effiziente Beweisverfahren modallogischer Formeln beschréanken sich bisher meist auf propositionale Formeln
iiber einem Transitionssystem 7 mit unstrukturierten Aktionen und einer endlichen oder als kontextfreie Sprache
beschreibbaren Zustandsmenge (pushdown-Prozesse). T ist hierbei die einzige Datenstruktur, {iber die Aussagen
gemacht und bewiesen werden. Wie wir gesehen haben, fiihrt dynamische Logik i.w. den induktiven Aufbau
von Aktionen ein, wihrend strukturell-operationelle Semantiken sowie Prozesskalkiile Zusténde als Terme dar-
stellen. Die den Aufbau von Aktionen und Zustédnden bestimmenden Datenstrukturen bleiben aber aufserhalb
der modallogischen Beschreibung. Diese befaRt sich i.w. mit den Ubergingen zwischen “Welten” (= Zustanden
= Y-Strukturen), d.h. mit der Ubergangsrelation von 7', aber kaum, mit dem, was in einer einzelnen Welt pas-
siert. Nichtpropositionale Modallogik 14t das zwar zu, wird aber — vermutlich aufgrund ihrer syntaktischen
und semantischen Komplexitit — sehr viel seltener benutzt als propositionale Modallogik. Stattdessen wer-
den zur Formulierung und Verifikation von Aussagen iiber einzelne Zustdnde eigene nichtmodale Formalismen
verwendet.

Bezieht man noch temporale Logik mit ihren Aussagen iiber Zustandsfolgen mit ein, dann sind es schon
mindestens drei Datentypen, die die Giiltigkeit von Y-Formeln bestimmen, ohne dass sie selbst in 3 vorkommen:
Aktionen, Zustdnde und Abldufe. Letztere gehoren zur Klasse der unendlichen Objekte, die sich — wie wir
im folgenden zeigen werden — &hnlich den bisher behandelten endlichen Objekten als Grundterme darstellen
lassen. Alles was sich in Modallogik an dynamischen Eigenschaften von Objekten ausdriicken 1aft, kann
auch in mehrsortiger Pradikatenlogik formuliert werden, wenn man eine Spezifikation von 7 und den jeweils zu
untersuchenden modalen Pradikaten zugrundelegt.

Nicht nur SOS-Regeln und Prozesskalkiile spezifizieren Transitionssysteme. Auch viele andere Formalismen
zur Darstellung dynamischer und verteilter Systeme, wie Petrinetze, deren Zustdnde aus Platzmarkierungen
bestehen, Ein/Ausgabe- und kommunizierende Automaten, Statecharts sowie auf einer Rewriting-
Logik basierende Spezifikationen (s. [67]) sind im Grunde alles endliche Représentation von Transitionssyste-
men. Als Datentypen betrachtet gehoren Transitionssysteme zur Klasse der Spezifikationen mit versteckten
Sorten, die sich von den bisher betrachteten darin unterscheiden, dass sich die Identitdt ihrer Objekte nicht
iiber deren Normalformen, sondern iiber eine Verhaltensiquivalenz definiert. Abstrakte Syntax verlangt zwar
auch fir “versteckte” Objekte Konstruktoren, aus denen man sie zusammensetzen kann. Ein verstecktes Objekt
kann aber viele Normalformen haben. Man sollte diese als verschiedene Namen fiir dasselbe Objekt auffassen,
iiber die man auf das Objekt zugreift, es beobachtet, zur Zustandsinderung (Reaktion) veranlaft, danach
erneut beobachtet und so immer mehr iiber seine Identitét erfahrt. Genau diese Identitdt wird bei einem Tran-
sitionssystem 7 = (Z, Act, —) durch die 7-Bisimilaritét beschrieben (s. Def. 9.1.4).

Es sind aber nicht nur Zusténde, Prozesse, Abldufe und andere unendliche Objekte (s.o.), deren Identitét
sich nur durch Beobachtung ihres Verhaltens erschliefsen 1ift. Auch Objekte permutativer Datentypen wie
Mengen, Multimengen und Felder (= Funktionen auf einer Indexmenge), egal ob endlich oder unendlich, haben
keine eindeutigen Normalformen. Zur Definition der Verhaltensdquivalenz braucht man hier allerdings keine
Ubergangsrelation. Es geniigt die Anwendung von Destruktoren, um festzustellen, ob zwei Objekte dquivalent
sind: das Enthaltensein eines Elementes in einer Menge, die Haufigkeit eines Elementes in einer Multimenge, der
Eintrag unter einem Feldindex sind Werte von Destruktoren, die die Identitdt einer Menge, einer Multimenge
bzw. eines Feldes bestimmen.

Die Eigenschaften von Objekten, deren Identitdt durch Destruktoren und erreichbare Zusténde, aber nicht
durch die Struktur ihrer Normalformen bestimmt ist, lassen sich in der Regel nicht durch Induktion {iber
dieser Struktur beweisen. Mithilfe der in Kapitel 10 auf partielle Funktionen angewendeten CPO-Theorie sind
auch unendliche Objekte, insbesondere unendliche Listen (Stréme) modelliert worden (s. §11.2). Sie werden
dort — #hnlich der Kleene’schen Charakterisierung kleinster relationaler Fixpunkte (s. Satz 4.2.11) — als
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Suprema endlicher Approximationen dargestellt. Beweisen lassen sich im Rahmen von CPO-Modellierungen
aber nur zuléssige Aussagen, die ein unendliches Objekt immer dann erfiillt, wenn sie fiir dessen endliche
Approximationen gelten (s. Def. 10.1.5). Die Dynamik eines Objektes betreffende Bedingungen sind aber hiufig
nicht von dieser Art. Insbesondere viele temporale Formeln (s. §9.1) beschreiben Aspekte des Verhalten “im
Unendlichen”, auf die man nicht aus dem Verhalten “im Endlichen” schlieffen kann.

Eine beliebte Klassifizierung dynamischer Eigenschaften liefert die Unterscheidung in Sicherheitsbedin-
gungen (safety conditions) auf der eine Seite und Lebendigkeitsbedingungen (liveness conditions) auf der
anderen Seite. Nach [14], S. 94, schlieft eine Sicherheitsbedingung das Auftreten von etwas Schlechtem aus, wéh-
rend eine Lebendigkeitsbedingung das Auftreten von etwas Gutem garantiert. Eine Sicherheitsbedingung wird
i.a. induktiv iber dem Aufbau von Daten (Normalformen) definiert. Das “irgendwann” einer Lebendigkeitsbedin-
gung deutet an, dass es sich hierbei oft um Eigenschaften unendlicher Prozesse handelt. Sicherheitsbedingungen
sind noch eher zuldssig im obigen Sinne als Lebendigkeitsbedingungen. Wie soll man z.B. feststellen, ob je-
de Folge von Zustandsdnderungen eines dynamischen Objekts terminiert, wenn man nur endliche Teilfolgen
betrachtet?

Geht man davon aus, dass sich alle relevanten Sicherheits- und Lebendigkeitsbedingungen als modallogi-
sche Formeln darstellen lassen, dann kann man sie auch pradikatenlogisch représentieren. Dazu werden das
jeweils zugrundeliegende Transitionssystem T = (Z, Act,—) als dreistelliges Priadikat und die modalen Ope-
ratoren als einstellige (Zustands-)Priadikate zweiter Ordnung einer Spezifikation mit Copriadikaten (siehe Def.
6.2.1) wiedergegeben. Modallogische Giiltigkeitsaussagen z = ¢ (“¢ gilt im Zustand 2”) lassen sich wie folgt in
pradikatenlogische Formeln iiber einer solchen Spezifikation iibersetzen:

compile(z = x) = rg(z) fiir Zustandsmengenkonstanten oder -variablen x

compile(z = p A1) = compile(z = @) A compile(z = )

compile(z = ¢ V 1) = compile(z = ) V compile(z = 1)

compile(z = (M)) = 3(z A2 A compile(z' = ¢))

compile(z = [M]p) = VZ(z Mo compile(z' = ¢))

compile(z = px.(p1V -+ Vp,)) = 7r.(2), wobei r, durch die Hornaxiome®*
r(z) < compile(z = @1),...,r:(2) < compile(z = ¢p)
spezifiziert wird

compile(z = ve.(p1 A ANpp)) = 14(2), wobei r, durch die co-Hornaxiome

ry(2) = compile(z = 1), ...,7r:(2) = compile(z = ¢,)
spezifiziert wird

Um andere modallogische Giiltigkeitsaussagen zu iibersetzen, transformiere man sie zunéchst geméf den Aqui-

valenzen von §9.1 und wende compile auf die Ergebnisse an.

Beispiel 9.2.1 Die folgende Spezifikation (in der Syntax von Expander2) enthélt ein Transitionssystem mit
der Zustandsmenge {1,2, 3,4}, der Aktionsmenge {a, b}, der Ubergangsrelation trans (dargestellt als Adjazenz-
liste), der mit compile in Pradikate (X und Y) {ibersetzten modallogischen Formel

va.(uy.((a)True v (byy) A [ble) (1)

und den wichtigsten der in §9.1 definierten modalen Operatoren.

-- MODSIG

preds: P QR P> Q> R’ true dia EF enabled EG Y

64Dje Pramisse einer Hornformel und die Konklusion einer co-Hornformel kénnen hier allgemeiner sein als in Def. 4.2.1 bzw. 6.2.1
gefordert.
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copreds: false box AG disabled AF X

defuncts: states trans

fovars: x y z st st’ stl st2 st3 st4d -- Variablen erster Ordnung
hovars: PQR -- Variablen hoeherer Ordnung
-- MODSPEZ

trans = [(2,"p",[1,3]),(3,"d",3),(3,"a",4),(4,"d",3)]

& (X(st) ===> Y(st) & box("b") (X)(st))

& (Y(st) <=== dia("a") (true) (st) | dia("b") (Y)(st))

& true(st)

& (dia(x) (P)(st) <=== (st,x,st’) ‘in‘ trans & P(st’))

& (EF(P) (st) <=== P(st))

& (EF(P)(st) <=== (st,x,st’) ‘in‘ trans & EF(P)(st’))

& (enabled(st) <=== (st,x,st’:_) ‘in‘ trans)

& (EG(P) (st) <=== enabled(st) & P(st))

& (EG(P) (st) <=== (st,x,st’) ‘in‘ trans & P(st’) & EG(P)(st?))
& (false(st) ===> False)

& (box(x)(P)(st) ===> ((st,x,st’) ‘in‘¢ trans ==> P(st’)))

& (AG(P) (st) ===> P(st))

& (AG(P) (st) ===> ((st,x,st’) ‘in‘ trans ==> AF(P)(st’)))

& (disabled(st) ===> ((st,x,st’) ‘in‘¢ trans ==> False))

& (AF(P) (st) ===> (disabled(st) ==> P(st)))

& (AF(P) (st) ===> ((st,x,st’) ‘in‘ trans ==> P(st) | AF(P)(st?)))

Wir beweisen, dass (1) in den Zustédnden 3 und 4 gilt. Die entsprechende priadikatenlogische Formel lautet
X(3) A X(4). Da X als Copradikat spezifiziert ist, bietet sich ein Beweis durch Coinduktion an:

X(3)& X(4)

Coinduction w.r.t. X(stb) ===> Y(st5) & box("b") (X) (st5)
applied to the preceding formula leads to the formula

A1l st5: (st = 3 | stb = 4 ===> Y(st5) & box("b") (X0) (st5))
Simplification applied to the preceding formula leads to the formula
Y(3) & box("b") (X0)(3) & box("b") (X0) (4) & Y(4)

Simplification applied to the preceding formula leads to a new one.
The current factor is given by

Y(3)

Narrowing applied to the preceding formula leads to the factor
dia("a") (true) (3) | dia("b")(Y)(3)

Narrowing applied to the preceding formula leads to the factor
Any st’0: ((3,"a",st’0) ‘in‘ trans & true(st’0)) | dia("b")(Y)(3)
Narrowing applied to the preceding formula leads to the factor
true(4) | dia("b") (Y)(3)

Narrowing applied to the preceding formula leads to a new one.
The current factor is given by
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box ("b") (X0) (3)

Narrowing applied to the preceding
A1l st’1: ((3,"b",st’1) ‘in‘ trans
Narrowing applied to the preceding
X0(3)

Narrowing applied to the preceding
The current factor is given by

box ("b") (X0) (4)

Narrowing applied to the preceding
A1l st’2: ((4,"b",st’2) ‘in‘ trans
Narrowing applied to the preceding

X0(3)

Narrowing applied to the preceding
The current formula is given by

Y(4)

Narrowing applied to the preceding
The current summand is given by

dia("a") (true) (4)
Narrowing applied to the preceding
‘in¢ trans

Any st’3: ((4,"a",st’3)

Narrowing applied to the preceding
The current formula is given by

dia("b") (Y) (4)

Narrowing applied to the preceding
Any st’4: ((4,"b",st’4) ‘in‘ trams
Narrowing applied to the preceding

Y(3)

Narrowing applied to the preceding
The current summand is given by

dia("a") (true) (3)

Narrowing applied to the preceding
Any st’5: ((3,"a",st’5) ‘in‘ trams
Narrowing applied to the preceding

true(4)

formula leads

==> X0(st’1))

formula leads

formula leads

formula leads

==> X0(st’2))

formula leads

formula leads

formula leads

formula leads

& true(st’3))

formula leads

formula leads

& Y(st’4))

formula leads

formula leads

formula leads

& true(st’5))

formula leads

to

to

to

to

to

to

to

to

to

to

to

to

to

to

the factor

the factor

(A)

a new one.

the factor

the factor

(B)

a new one.

a new one.

the summand

a new omne.

the formula

the formula

a new one.

the summand

the summand
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Narrowing applied to the entire formula leads to True.

Das beim Coinduktionsschritt eingefiihrte Pradikat X0 ist durch die Hornformel X0(z1) <= (21 =3V 21 = 4)
spezifiziert. Kéme X im Axiom fiir X nur an applizierbaren Positionen vor (wie z.B. in X (st5)), dann brauchte
X0 gar nicht erzeugt werden. Die Position von X in box(b)(X)(st5) ist aber nicht applizierbar. Deshalb wird
dort X0 eingesetzt und erst entfaltet, wenn eine applizierbare Position erreicht ist. Das geschieht bei (A) und
(B). &

Um auch Zustandsidquivalenzen und andere Verhaltensidquivalenzen im Rahmen konstruktorbasierter
Spezifikationen formulieren und beweisen zu kénnen, erweitern wir Def. 5.1.2 nach der Einfiihrung von Copra-
dikaten in Def. 6.2.1 ein zweites Mal:

[Spezifikation mit versteckten Sorten}

Definition 9.2.2 Sei SP = (¥, AX U coAX) eine Spezifikation mit Copradikaten (s. Defs. 5.1.2
und 6.2.1). Sei ¥ = (S, F, R) und S = visS W hidS. Die Sorten von visS heissen sichtbare, die von
hidS versteckte Sorten. Fiir alle Konstruktoren ¢ : w — s gelte: s € visS = w € visS*, d.h.
umgekehrt: Alle Konstruktoren mit versteckten Argumenten erzeugen versteckte Daten.

Aufserdem gebe es fiir alle s € hidS unter den definierten Funktionen und Prédikaten eine Menge
von Destruktoren f : sw{— s}, weiterhin unter den Pridikaten eine Menge von Transitions-
pradikaten § : sws’ und schlieRlich unter den Copridikaten eine Verhaltensgleichheit ~: ss. Im
Unterschied dazu heisst =4 fortan Strukturgleichheit. Logische Prédikate, die keine Transitions-
pradikate sind, heissen lokale Pradikate.

Gemiéf Def. 6.2.1 gehoren die Axiome fiir ein Copréadikat zur Menge coAX der co-Hornaxiome

von SP. Axiome fiir Verhaltensgleichheiten heissen Verhaltensaxiome und lauten wie folgt: Sei
s € hidS.

xr~sy = floz) ~ fy, 2) fiir alle funktionalen Destruktoren f : sw{— s'},
r(z,z) = (r(z,z) = r(y,2)) fiir alle lokalen Pradikaten r : sw
unter den relationalen Destruktoren,
xr~sy = (0(x,z,2) = WO, 2,9 ) A ~y)) und
xr~sy = (0(y,2,y) = Fa'(6(x,z,2") Ao’ ~y')) fir alle Transitionspradikate 6 : sws’

unter den relationalen Destruktoren.

A A

Die starke Aquivalenz ~gp (Def. 6.5.1), die extensionale Aquivalenz <gp (Def. 6.7.2) und auch die Bisimi-
laritét eines Transitionssystems 7 (Def. 9.1.3) lassen sich durch Verhaltensaxiome spezifizieren.

[Verhaltensmodell)

Definition 9.2.3 Sei SP = (X, AX U coAX) eine Spezifikation mit versteckten Sorten. Die Inter-
pretation der Verhaltensgleichheit im Herbrandmodell von SP heisst SP-Verhaltensdquivalenz
und wird mit ~gp bezeichnet. SP is verhaltenskongruent, wenn ~gp mit allen Transitionspradi-
katen von ¥ zickzack-vertraglich (Def. 6.5.3) und mit allen tibrigen logischen Prédikaten und allen
Funktionen von 3 vertréglich ist. Unter dieser Bedingung ist der Quotient

Beh(SP) =def HeT(SP)/NSP

ein Modell von SP und heisst Verhaltensmodell von SP.
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A A

Ist SP modal im Sinne von Def. 9.2.13, dann ist Beh(SP) tatséchlich ein Modell von SP.

Da starke und extensionale Aquivalenz durch Verhaltensaxiome spezifiziert werden konnen, sind die Quoti-
enten des Herbrandmodells nach diesen Aquivalenzen Verhaltensmodelle.

Beispiel 9.2.4

FLAG
hidsorts flag
constructs new :— flag
up, down,rev : flag — flag
destructs up? : flag — bool
vars b:bool z,y: flag
Horn axioms up?(new) = true

up?(up(zx)) = true
up?(down(z)) = false
p?(rev(z)) = not(up?(x))

g

w Zeigen Sie mithilfe der Coinduktionsregel aus §7.3, dass rev(rev(z)) ~ z ein induktives Theorem von
FLAG ist! &

Beispiel 9.2.5 (Mengen, Multimengen und Felder) Auch wenn nur endliche Objekte darzustellen sind,
ist S P-Aquivalenz keine geeignete Modellierung der Identitit permutativer Daten, weil solche Daten sich gerade
dadurch auszeichnen, dass sie in der Regel mehrere semantisch dquivalente Normalformreprasentationen haben.
Von den jeweiligen Konstruktornamen einmal abgesehen, sind die Normalformen einer n-elementigen Menge,
einer n-elementigen Multimengen oder eines Feldes n Eintrdgen nicht anderes als n-elementige Listen. Man
konnte die Axiome von LIST (siehe Bsp. 6.3.2) um die folgenden Gleichungen zwischen Normalformen ergénzen
und damit Listen zu (1) Mengen (sets), (2) Multimengen (bags) bzw. (3) Felder (maps) “abstrahieren”

(1) z:y:L = y:a:L
z:x:L = x:L
(2) z:y:L =y:x:L
(3) (o):(iy) il = (o) L
(o) Goy): L = (Ghy):(Gx): L < i#]

Bei (3) hat “” die intuitive Bedeutung einer Update-Funktion: (i,z) : L setzt « im Feld L an die Stelle 7.

Normalformaxiome verletzen die Bedingung 5.1.2(2) an eine konstruktorbasierte Spezifikation SP sowie die
Korrektheit fast aller wichtigen Beweisregeln (siehe Kapitel 7). Alle Versuche, das Beweisen modulo Normal-
formgleichungen zu automatisieren, sind wegen des hohen technischen Aufwandes entsprechender Verfahren
mehr oder weniger gescheitert. Man kann auf Normalformaxiome wie (1)-(4) verzichten, weil sie Verhaltens-
dquivalenzen beschreiben, die sich auch im Rahmen einer Spezifikation mit versteckten Sorten axiomatisieren
lassen. Zur Beschreibung von Feldern bendtigen wir neben der Parameterspezifikation ENTRY (Bsp. 6.3.2) eine
Parameterspezifikation INDEX fiir Feldindizes:

INDEX
sorts index
preds _ # _ tindex X index
vars i,7 :index

axioms i1=j Vi#j
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-(i=j N iZ))

PERMUT[TRIV (entry),TRIV (index)]

vissorts
hidsorts

constructs

destructs

copreds
vars

Horn axioms

co-Horn axioms

1 1+ entry

set = set(entry) bag = bag(entry) map = map(index, entry)
():—1

0 :— set

insert : entry X set — set

U _ :set X set — set

N _:set X set — set

empty :— bag

add : entry X bag — bag

new :— map

upd : index X entry X map — map “update”
€ :entry x set — bool

freq : bag x entry — nat “frequency” (Haufigkeit eines Elementes im bag)
get : map X index — 1 + entry

€ :setxset

x,y:entry s, :set b:bag f:map i,j:index

x € insert(y,s) = eq(x,y) or (z € s)

xesUS = (xes)or (xes)

xesNs = (x€s)and (x €5)

freq(empty,z) =0

frea(add(z,b),y) = freg(b,y) +1

get(new,i) = k1()

get(upd(i,x, f),1) = (z)

get(upd(i,z, f),§) = get(f,j) < i%j

sCs = (res = zey)

w Wie lauten die Verhaltensaxiome von PERMUT (s. Def. 9.2.2)7

Die Behauptung, PERMUT spezifiziere Mengen, Multimengen und Felder, bedeutet prazise Folgendes: Sei-
en A und A’ Modelle der Parameterspezifikationen ENTRY bzw. INDEX und B das Verhaltensmodell der
Aktualisierung von PERMUT durch A und A’ (s. Def. 6.3.1). Dann ist

e B, isomorph zur Menge aller endlichen Teilmengen von A,

® Byqg isomorph zur Menge aller endlichen Multimengen mit Elementen aus A,

® Bi,qp isomorph zur Menge aller Funktionen von A" nach A U {L} mit héchstens endlich vielen Werten

£ 1.

= Zeigen Sie, dass die folgenden Atome induktive Theoreme von PERMUT sind:

insert(x,insert(y,s)) ~ insert(y,insert(z,s))
insert(x,insert(x,s)) ~ insert(z,s)
add(z,add(y,b)) ~ add(y,add(z,b))
upd(i, z, upd(i,y, f)) ~ upd(i,z, f)

upd(i, z, upd(j,y, ) ~ upd(j,y,upd(i,z, f)) < i#]

)

> Zeigen Sie, dass die PERMUT-Verhaltensidquivalenz mit den Konstruktoren (!) U und N vertriglich ist!
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= Erweitern Sie PERMUT um Konstruktoren zur Bildung von Normalformen, die unendliche Mengen,
Multimengen bzw. Felder mit unendlich vielen Werten # L bezeichnen! &

Beispiel 9.2.6 (Spezifikation von Z) Auch die Gleichheit ganzer Zahlen lafst sich durch Normalformaxio-
me beschreiben:

(x4+1)—-1 = 2 (x—1)4+1 = 2

Auch diese Axiome werden zu Theoremen, wenn man = als Verhaltensgleichheit spezifiziert:

INT

hidsorts mnt

constructs 0,1:—int
4+ int xiant — int
= _int xiant — int

destructs pred, succ : int — int
zero :int

vars T,y :int

Horn axioms succ(0) =1 pred(0) =0—-1 zero(0)
succ(l) =1+1 pred(1) =0
succ(z+y) = (x+y) +1 pred(x +y)=(x+y)—1
succ(zx —y) = (x —y) +1 pred(x —y) = (x —y) — 1

Das Verhaltensmodell von INT ist isomorph zur Menge Z der ganzen Zahlen.

= Zeigen Sie, dass die o.a. Normalformaxiome induktive Theoreme von INT sind, wenn man = durch ~

ersetzt!

= Da die Verhaltensiquivalenz die grofste Losung der Verhaltensaxiome im Herbrandmodell ist, wéren alle

int-Terme verhaltensédquivalent, wenn man den Destruktor zero wegliefse. Zeigen Sie das mit Coinduktion iiber
~ 8

Beispiel 9.2.7 (Semantik von IPF) Die bisher nicht formalisierte Semantik der imperativen Sprache
IPF (s. Bsp. 3.3, Bsp. 3.8 und die Bemerkung im Anschlufs an Bsp. 4.1.5) soll als Verhaltensmodell einer
Spezifikation definiert werden. Dazu setzen wir eine Spezifikation INT Boolescher und ganzzahliger Arithmetik
voraus, betrachten int und var als Untersorten von exp sowie bool als Untersorte von boolexp (s. §4.1) und
benutzen PERMUT (Bsp. 9.2.5), um Speicherzusténde als Felder mit var-Indizes und int-Eintrigen darzustellen.
Den Kern der Semantik von IPF liefern Axiome fiir die Transitionsrelation — auf Speicherzustdnden, was einer
klassischen operationellen Semantik entspricht (s. §9.1).

IPF_EVAL = PERMUT, 1 /cntry [INT,TRIV (var)] then

vissorts exp boolexp com

hidsorts state = map(var, int)

constructs _tint — exp
_tvar —> exp
_:bool — exp

= lvar X exp — com
_?:boolexp — com
5 1com X com — com

+ :com X com — com

*

L com — com

add : exp X exp — exp
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defuncts

transpreds
copreds
vars

Horn axioms

co-Horn axioms

Zusicherungen (s.
Seien s und s’ Variablen der Sorte state und sei ¢ ein IPF-Programm (=

beschreibt
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equal, greater : exp X exp — boolexp

Not : boolexp — boolexp

And : boolexp x boolexp — boolexp
__:state X com — state

skip, fail :— com

if then else

while _do__

repeat _until _

: boolexp X com X com — com
: boolexp X com — com

: com X boolexp — com

eval : exp — int

eval : boolexp — bool

_ —> _:state X com X state
& :com X com
5,8, 8" : state x :var e,e’ :exp be,be' : boolexp c,c’ :com i:int b: bool

prog(new) = skip
prog(upd(z, i, s)) = prog(s)
prog(s : ¢) = ¢;prog(s)
get(s:c,x) = get(s,x)

s “=5 upd(x, eval(s, e), s)

be?
s—>s < eval(s,be) = true
c;c’ !
s=5s = s 'As
c+c c /
s—s « s—s
c+c c ’
s —> s &« s—s
s s
c* ’ ce”
s—s < s—>s
skip = true?

fail = false?
if be then c else ¢ = (be?;c) + (Not(be)?;c)
(be?;¢)*; Not(be)?

repeat ¢ until be = c;while Not(be) do ¢

while be do ¢ =

eval(s,x) = get(s,x)
eval )
eval(s,a ( e')) = eval(s, e) + eval(s, ')

eval(s,b) =

e)) =true < eval(s,e) = eval(s,e’)
e')) = false < eval(s,e) # eval(s,e’)
eval(s, greater(e,€’)) = true <«
eval(s, greater(e,e’)) = false <«
eval(s, Not(be))

t(eval(s, be))
eval(s, And(be, be’)) = (eval(s, be) and eval(s,be’))
/

= (s—>s = 35

eval(s, equal(

(s,
(
(s,
(

eval(s, equal(e,
( 2] eval(s,e) > eval(s,e’)
( e’) eval(s,e) < eval(s,e’)
( = no
( )=

’
cR (s S5 8" NS~ sT)

cxd = (s—>s = 35" : (s 5" N5 ~ "))

§§8.1 und 9.2) lassen sich als priadikatenlogische Formeln iiber IPF_EVAL darstellen.
Grundterm der Sorte com). Dann

pre(s) As —» s = post(s’)

eine Ein/Ausgabe-Relation von ¢: Gilt die Vorbedingung pre im Zustand s und iiberfiihrt ¢ den Zustand s in
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den Zustand s’, dann erfiillt s’ die Nachbedingung post.

Die in Def. 10.2.5 im Rahmen der CPO-Semantik definierte schwichste bzw. schwéichste liberale Vor-
bedingung von (¢, post) 1laft sich als IPF_EVAL-Préadikat durch die Hornaxiome

wp(s) < 35 :(s—= 8 Awlp(s) bazw. wip(s) < Vs :(s— s = post(s))

spezifizieren. Die Regeln des Hoare-Kalkiils (Def. 10.2.1) zum Nachweis von Zusicherungen entsprechen fol-
genden bzgl. des initialen Modells von IPF _EVAL korrekten Expansionsregeln :

pre(s) As =5 ' = post(s')

Zuweisungsregel
gsreg pre(s) = post(s)le/x] f
Sequenzregel pre(s) As =5 s’ = post(s’) 4
pre(s)As == s = q(s'), q(s)As g = post(s’)
if be then c else ¢’ ’ ’
A\ — = t
Verzweigungsregel pre(s) A s . post(s')
pre(s) A eval(s,be) =true Ns — s = post(s’),
re(s) A eval(s,be) = false As — s’ = post(s’
pre(s) p
Schleifenregel pre(s) A s e post(s) T

pre(s) = inv(s),
inv(s) A eval(s,be) = true A s — s’ = inv(s'),
inv(s) A eval(s,be) = false = post(s)

inv entspricht der in §7.5 im Rahmen der Verifikation funktionaler iterativer Programme behandelten Hoare-
Invariante. Wie die folgende Regel zeigt, kann inv auch den Nachweis der Termination einer Schleife unterstiit-

zen:

while be do ¢
— S

pre(s) =

Terminationsregel
pre(s) = inv(s),

inv(s) Aeval(s,be) = true A s — ' = s> s Ninv(s')
falls < state x state im initialen Modell von IPF EVAL eine wohlfundierte In-

terpretation hat

= Zeigen Sie die Korrektheit des IPF-Programms
¢ = z:=1; whiley>0do(z:=zxy; y:=y—1)
zur Berechnung der Fakultdtsfunktion! Expandieren Sie zu diesem Zweck die Zusicherung
get(s,y) =z Az >0As — s = get(s,z) =2l

mit der Zuweisungs-, Sequenz- und Schleifenregel! Die bei der Anwendung der Schleifenregel einzusetzende
Invariante lautet:

x! = get(s,y)! * get(s, z)
(vgl. Bsp. 7.5.3). &

Beispiel 9.2.8 (Kleiner Bankverkehr) An folgendem Beispiel wurden mehrere formale Ansétze objek-

torientierter Spezifikation veranschaulicht (vgl. [34], [67]). Die zwischen Objekten austauschbaren Nachrichten
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bilden die Aktionen der von objektorientierten Programmen erzeugten Transitionssysteme. Intuitiv gespro-
chen, beschreiben diese das Laufzeitverhalten der Programme. Wir spezifizieren die Dynamik des Bankverkehrs
analog zu IPF_EVAL (Bsp. 9.2.7). Anstelle von Speicherzustdnden gibt es hier (Mengen von) Kontoobjek-
te(n), anstelle von Kommandos Methodensequenzen, die von einzelnen Objekten aufgerufen werden konnen.
Die Destruktoren name, bal(ance) und record bestimmen den jeweils aktuellen Zustand eines Kontoobjektes:
Zwei Objekte sind verhaltensédquivalent, wenn sie dieselben name-, bal- und record-Werte haben. Wéahrend das
Transitionspriadikat —: acc X com X acc die moglichen Zustandsiibergange einzelner Objekte festlegt, setzt
= set(acc) X com X set(acc) jenes Pradikat auf Objektmengen fort. Damit 148t sich dann auch die Kommu-
nikation zwischen Objekten beschreiben. Zur Verhaltensiquivalenz von Mengen vgl. Bsp. 9.2.5).

TRANSACTION = NAT and  vissorts entry transaction

constructs from,to : entry X nat — transaction

ACC_STATE = LISTy,ansaction/s TRANSACTION] then

hidsorts acc

constructs new : entry — acc
credit, debit : acc x nat x entry — acc

destructs name : acc — entry
bal : acc — nat
record : acc — list(transaction)

vars T :entry n:nat a:acc

Horn axioms name(new(z)) =
bal(new(x)) =0
record(new(z)) = nil
name(credit(a,n, x)) = name(a)
bal(credit(a,n,z)) = bal(a) +n
record(credit(a,n,z)) = from(z,n) : record(a)
name(debit(a,n,z)) = name(a)
bal(debit(a,n,z)) = bal(a) — n
record(debit(a,n,z)) = to(x,n) : record(a)

ACC_LOCAL = ACC_STATE then
vissorts com
constructs deposit, withdraw : nat — com
send, recetve : nat X entry — com
bal? : nat — com
transpreds — _ 1acc X com X acc

vars x:entry n:nat a:acc c:com

deposit(n)
a —

Horn axioms credit(a,n,name(a))

g Vithdraw(n) debit(a,n,name(a)) < n < bal(a)

send(n,z)
—

debit(a,n,x) < n < bal(a)

receive(n,r .
fve(n.) credit(a,n, x)

P = p= bal(a)

ACC_GLOBAL = ACC_LOCAL and PERMUT|entry — acc| then
constructs open, close : entry — com

_._ enitry X com — com
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defuncts
transpreds
preds
copreds

vars

Horn axioms

co-Horn axioms

Ko ntext]
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5 :tcom X com — com

transfer : entry X nat X entry — com
= :set(acc) X com x set(acc)
& :entry x set(acc)

& :1com X com

x,y:entry a,a’ :acc as,bs,as’,bs’ : set(acc) ¢, : com

s P 45U {new(z)} < =z ¢as

o) g \{a} < name(a) ==

as =% as\{a}U{d'} <= a->d Aa€asAname(a) =z
C;C/ 12 C Cl /

as = as’ < as=—= bs ANbs = as

transfer(xz,n,y) = z.send(n,y); y.receive(n,x)

x&as < name(a) =z Aadas

cxecd = (as==bs = I bs':(as == bs' ANbs ~ bs))

/

c=d = (asébs’ = Ibs: (as == bs Abs ~bs')) &

Definition 9.2.9 Ein Symbol ist sichtbar bzw. versteckt, wenn alle seine Argument- und Wer-

tesorten sichtbar sind bzw. mindestens eine dieser Sorten versteckt ist. Ein Term ist sichtbar bzw.

versteckt, wenn er eine sichtbare bzw. versteckte Sorte hat. Ein sichtbarer Term, der genau eine

Variable einer versteckten Sorte s enthilt, heisst s-Kontext. Die kontextuelle SP-Aquivalenz

~¢p auf Ty, stimmt auf sichtbaren Termen mit =gp iiberein und ist auf versteckten Termen wie
folgt definiert: Seien t,t' € T ; und x € X.

t~Gpt  —=qe ult/z] =gp ult'/z] fir alle s-Kontexte u € Tx({z}).

~¢p stimmt mit der SP-Verhaltenséquivalenz {iberein, wenn SP wie im folgenden Beispiel keine

Transitionspradikate enthélt.

A

Beispiel 9.2.10 Wir spezifizieren den Datentyp unendlicher Strome:

STREAM[TRIV (entry)] = LIST[TRIV(entry)| and NAT then
hidsorts stream(entry)
constructs & :entry x stream(entry) — stream(entry)
odds : stream — stream(entry)
zip : stream(entry) x stream(entry) — stream(entry)
map : (entry — entry) x stream(entry) — stream(entry)
destructs head : stream(entry) — entry
tail : stream(entry) — stream(entry)
defuncts _# :list(entry) x stream(entry) — stream(entry)
evens : stream(entry) — stream(entry)
firstn : nat x stream(entry) — list(entry)
nthtail : nat x stream(entry) — stream(entry)
preds exists : (entry — bool) x stream(entry)
copreds forall : (entry — bool) x stream(entry)
fair : (entry — bool) x stream(entry)
vars m,n:nat x,y:entry L:listlentry) s,s : stream(entry)
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f rentry — entry g : entry — bool

Horn axioms head(z&s) = x tail(z&s) = s
head(zip(s, s")) = head(s) tail(zip(s,s’)) = zip(s', tail(s))
head(odds(s)) = head(s) tail(odds(s)) = odds(tail(tail(s))
head(map(f,s)) = f(s) tail(map(f,s)) = map(f, tail(s))
nil#s = s

(x: L)#ts = x&(L#s)
evens(s) = odds(tail(s))
firstn(0, s) = nil
firstn(n 4 1,s) = head(s) : firstn(n,tail(s))
nthtail(0,s) = s
nthtail(n + 1, s) = tail(nthtail(n, s))
exists(g,s) < g(head(s)) = true
exists(g,s) < exists(g,tail(s))
co-Horn axioms forall(g,s) = g(head(s)) = true A forall(g,tail(s))
fair(g,s) = ewxists(g,s) A fair(g,tail(s))

NATSTREAM — STREAM,,4¢ /entry[NAT] then
constructs blink :— stream(nat)
nats : nat — stream(nat)
Horn axioms head(blink) = 0 tail (blink) = 1&blink
head(nats(n)) =n tail(nats(n)) = nats(n + 1)

Im Verhaltensmodell von STREAM entspricht der Konstruktor & dem Konstruktor : endlicher Listen. blink
bezeichnet den Strom, der, beginnend mit 0, abwechselnd Nullen und Einsen enthilt. nats(n) erzeugt den
Strom aller natiirlichen Zahlen, beginnend mit n. odds(s) und evens(s) liefern die Strome der Elemente von
s an ungeradzahligen bzw. geradzahligen Positionen. zip mischt zwei Strome durch alternatives Anfiigen von
Elementen des einen bzw. des anderen Stroms. # konkateniert eine Liste und einen Strom zu einem neuen
Strom. head, tail, firstn, nthtail, map, exists and forall haben die gleiche Bedeutung die entsprechenden
Funktionen auf endlichen Listen. fair(g,s) gilt genau dann, wenn g fiir unendlich viele Elemente von s gilt.

Jeder stream-Kontext hat die Form head(tail(. .. (tail(s))...)). Demnach gilt fiir alle ¢,¢ € Tx siream.

t ~qTREAM U <= Vi€ N: head(tail'(t)) =gTREAM head(tail (t)). (1)

w Zeigen Sie (1) durch Coinduktion (s. §7.3)! &

So wie das Verhaltensmodell von PERMUT (s. 9.2.5) nicht alle Mengen, Multimengen und Felder von
Elementen der Sorte entry enthélt, so sind im Verhaltensmodell von STREAM nicht alle unendlichen Strome
durch Grundterme représentiert. Mit zusétzlichen Konstruktoren kénnen weitere Strome eingefiihrt werden,
niemals jedoch alle, denn die Menge der Stréme von Elementen aus einer Menge A ist iiberabzdhlbar, schon
wenn A nur zwei Elemente enthélt. Das {ibliche Modell aller unendlichen Stréme von Elementen aus A ist die
Menge [N — A] der Funktionen von N nach A, zusammen mit geeigneten Interpretationen der Signatursymbole
von STREAM. Man kann das Verhaltensmodell von STREAM in [N — A] einbetten, d.h. es gibt einen injektiven
Homomorphismus

h: Beh(STREAM) — [N — A].

Aus (1) folgt ndmlich, dass h mit
M) =aer head(tail'(t))”*

fiir alle 7« € N wohldefiniert ist.
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Beispiel 9.2.11 Im Gegensatz zu STREAM (s. Bsp. 9.2.10) werden in der folgenden Spezifikation auch
endliche Strome durch die Sorte stream(entry) reprisentiert. Das ergibt sich aus der Ersetzung der Destruktoren
head and tail von STREAM durch das Transitionspradikat —: stream(entry) x entry x stream(entry) (s.
Def. 9.2.2).

RSTREAM|TRIV (entry)| = LIST|TRIV(entry)| and NAT then

hidsorts stream(entry)

constructs & :entry x stream(entry) — stream(entry)
empty :— stream(entry)
odds, evens : stream(entry) — stream(entry)
zip : stream x stream(entry) — stream(entry)
map : (entry — entry) X stream(entry) — stream(entry)
filter : (entry — bool) x stream(entry) — stream(entry)

destructs disabled : stream(entry)
_ —=> _:stream(entry) x entry x stream(entry)
preds enabled, finite : stream(entry)

first : (entry — bool) x stream(entry) x nat
exists : (entry — bool) x stream(entry)
length : stream(entry) x nat
copreds fair : (entry — bool) x stream(entry)
infinite : stream(entry)
forall : (entry — bool) x stream(entry)
vars n:nat x,y:entry L:list(entry) s,s,t,t' : stream(entry)
f rentry — entry g : entry — bool
Horn axioms r&s — s
odds(s) = odds(t) < s ' Ns' L5t
evens(s) — odds(t) < s 2+ Ns' 5t
s@Qs’ 5 1Qs" = st
sQs’ 2y sQt <« disabled(s) A s’ —t
zip(s,s') - zip(s',t) < s —t
zip(s,s') = zip(s,t) < disabled(s) A s -t
map(f, s) *;mapf, = st
filter(g,s) == filter(g,t) < s —tAg(x) = true
filter(g,s) =5t < s =t Ag(x) = false A filter(g,t) ==t/
enabled(s) < s -t
disabled(empty)
disabled(odds(s)) < disabled(s)
disabled(evens(s)) < disabled(s)
disabled(sQs’) < disabled(s) A disabled(s")
disabled(zip(s,s')) < disabled(s) A disabled(s")
disabled(map(f,s)) < disabled(s)
disabled(filter(g,s)) < disabled(s)
disabled(filter(g,s)) < s —=tAg(x) = false A disabled(filter(g,t))
length(s,0) < disabled(s)
length(s,n+1) < s —t Alength(t,n)
finite(s) < length(s,n)
first(g,s,0) < s 3t Ag(x) = true
first(g,s,n+1) < s~ tAg(x) = false A first(g,t,n)



9.2 Spezifikationen mit versteckten Sorten 177

exists(g,s) < first(g,s,n)

co-Horn axioms infinite(s) = 3w, t: (s == t Ainfinite(t))
forall(g,s) = (s ==t = (g(x) = true A forall(g,t)))
fair(g,s) = exists(g,s)
fair(g,s) = (s ==t = fair(g,t))

NATRSTREAM = RSTREAM 0y /enry [NAT] then
constructs blink :— stream(nat)
nats : nat — stream(nat)
Horn axioms blink —> 1&blink
nats(n) — nats(n + 1)

Im Verhaltensmodell von RSTREAM gilt s —— ¢ genau dann, wenn z das erste Element und ¢ der Rest von
s ist. filter(g,s) entfernt alle Elemente aus s, die g nicht erfiillen. Die Pradikate disabled und enabled sowie
finite und infinite grenzen leere von nichtleeren bzw. endliche von unendlichen Stromen ab. first(g,s,n) gilt
genau dann, wenn das (n + 1)-te Element von s die Bedingung g erfiillt. length(s,n) gilt genau dann, wenn s
aus n Elementen besteht. Die anderen Signatursymbole werden wie die gleichlautenden Symbole von STREAM
interpretiert (s. Bsp. 9.2.10). &

Aus den Verhaltensaxiomen von SP folgt noch nicht, dass SP verhaltenskongruent ist und damit das Ver-
haltensmodell Beh(SP) existiert (s. Def. 9.2.3). Selbst wenn das der Fall ist, kann es noch sein, dass Beh(SP)
kein Modell von SP ist. Enthélt SP weder versteckte Sorten noch Copradikate, dann ist nach Satz 77 die
Regularitdt von SP hinreichend, um beide Anforderungen sicherzustellen. Andernfalls muss S P weitere Bedin-
gungen erfiillen. Diese Bedingungen sind zwar weitgehend syntaktisch, aber zum Teil sehr technisch. Sie ergeben
sich aus einer genauen Analyse von Ergebnissen der Modallogik, Prozessalgebra (s. §9.1) und der Theorie der
Coalgebren (s.u.).

[verha [tensinvariante Formel]

v
Definition 9.2.12 Sei SP = (3, AX) eine Spezifikation mit versteckten Sorten. Eine Formel ¢(z)
mit der freien Variable z ist verhaltensinvariant, wenn fiir alle ¢,¢' € Ty, gilt:
Her(SP) E p(t)ANt~t" = Her(SP) E o).
A A

Wiére ~gp eine priadikatenvertrigliche Kongruenzrelation (s. Def. 4.1.2), dann wére jede pradikatenlogische
Y-Formel verhaltensinvariant. In der Regel ist ~gp aber nur verhaltenskongruent (s. Def. 9.2.3) und demzufolge
kann die Giiltigkeit einer Formel verletzt werden, wenn einer ihrer Teilterme durch einen verhaltensidquivalenten
Term ersetzt wird. Ist die Formel verhaltensinvariant, dann kann das nicht passieren. Die folgende Definition

liefert u.a. syntaktische Bedingungen fiir Verhaltensinvarianz.

(modale Spezifikation]

Definition 9.2.13 Eine Formel ist poly-modal, wenn sie zu einer mit folgenden Regeln aufgebauten
Formel dquivalent ist:

e Ein Atom r(t) mit lokalem Préddikat r ist poly-modal.

e Sind ¢ und ¥ poly-modal, dann sind =y, ¢ A ¥ und Jzy fir alle z € X poly-modal.

e Ist §(¢,x) ein Atom mit Transitionspriadikat §, z € X \ var(t) und ¢ poly-modal, dann ist
Jz(6(t, ) A ¢) poly-modal.
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Eine Formel ¢ ist schwach modal mit Ausgabe out(¢) C X, wenn sie zu einer mit folgenden
Regeln aufgebauten Formel &quivalent ist:
e Eine poly-modale Formel ist schwach modal mit Ausgabe ().
e Ein Atom 6(¢, ) mit Transitionspriadikat § und « € X \ var(¢) ist schwach modal mit Ausgabe
{z}.
e Sind ¢ und v schwach modal mit disjunkten Ausgaben Y bzw. Z, dann ist ¢ A1) schwach modal
mit Ausgabe Y U Z.

e Ist ¢ schwach modal mit Ausgabe Y und z € X, dann ist Jdz¢ schwach modal mit Ausgabe

Eine Spezifikation SP ist modal, wenn

e fiir alle Hornaxiome r(t) < ¢ fiir ein lokales Priadikat r und alle Hornaxiome 6(t,u) < ¢ fir
ein Transitionspradikat § : ws, ¢ schwach modal mit einer von var(t) disjunkten Ausgabe ist,

e fiir alle co-Hornaxiome p = ¢, ¢ poly-modal ist.

A A

Der Begriff “modale Formel” wurde gewahlt, weil es sich hier u.a. um diejenigen pradikatenlogischen Formeln
handelt, die entstehen, wenn modallogische Aussagen mit der oben definierten Funktion compile iibersetzt

werden.

Satz 9.2.14 ([35], Theorem 3.8(3)) Sei SP = (¥, AX) eine verhaltenskongruente Spezifikation (s. Def. 9.2.3).
Dann sind alle poly-modalen ¥-Formeln verhaltensinvariant.

Daraus ergibt sich die Korrektheit folgender Regeln: Seien ¢ und v polymodale Formeln.

(t~une(t) = P
pu) = ¥(u)

t~uAp(t)

o)

Entfernung von Verhaltensgleichungen

)

{bild-endliche spezifikationj

Definition 9.2.15 Sei G ein X-Goal.
S(GQ) =g {7 :var(G) — NFx | Her(SP) = G}

ist die Menge der Normalform-Lésungen von G. Eine Goalmenge 3X,G; V ....3X,,G,, ist bild-
endlich, wenn fiir alle 1 < i < n G; ein Goal H ohne Copréadikate enthélt derart, dass H mit G;
iibereinstimmt oder nichtleer ist und fiir alle o : X — NF'x, die Menge der Normalform-Lésungen
von Hox\ x, endlich ist. Eine Spezifikation SP = (X, AX U coAX) ist bild-endlich, wenn fiir alle
p= (G = ¢) € coAX, ¢ bild-endlich ist.

A A

Der Begriff “bild-endlich” ist durch die speziellen Goals der Form Jy : © — y A H(y) motiviert, die im
Sinne von Def. 9.2.15 gerade dann bild-endlich sind, wenn das — bild-endlich ist, d.h. fiir alle (Grundterme) ¢
hochstens endlich viele w mit ¢ — wu existieren.

Alle Beispielspezifikationen dieses Abschnitts sind bild-endlich. Die Konklusion des folgenden Axioms fiir
das Préadikat fair von STREAM ist nicht bild-endlich:

fair(g,s) = 3n,s : (nthtail(n,s) = s’ A head(s') =z A g(x) = true A fair(g,tail(s"))).
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Mit den Bezeichnungen von Def. 9.2.15 ist hier n = 1 und X; = {n, s'}. H muss ein Teilgoal von nthtail(n, s) =
s' N head(s') = x A g(x) = true sein. Es gibt aber o : X — NF'y derart, dass Hox\x, = H[o(s)/s] unendlich
viele Normalform-Losungen hat. Erweitert man jedoch H um das Atom forall(noto g, firstn(n,s)), dann wird
das Axiom bild-endlich, weil dann head(s’) das erste Element of s ist, das g erfiillt, so dass H[o(s)/s] nur noch
hochstens eine Normalform-Losung hat.

[coi nduktive Spezifi kation]

Definition 9.2.16 Sei SP = (X, AX) eine Spezifikation mit versteckten Sorten. ¢t € T5x(X)™ ist
objekt-normal, wenn ¢ aus sichtbaren Normalformen und versteckten Variablen besteht. Ein Atom
0(t,a,u) ist beobachtend, wenn ¢ ein Transitionspradikat ist oder §(¢, a,u) = (f(t,a){= u}) und
f ein Destruktor ist. Ein Atom 6(¢,u) ist nicht-beobachtend, wenn ¢ ein Transitionspradikat,
aber kein Destruktor ist oder 4(¢,a,u) = (f(t){= w}) und f eine definierte Funktion oder ein
lokales Préadikat, aber kein Destruktor ist. Ein Goal ist nicht-beobachtend, wenn es aus nicht-
beobachtenden Atomen besteht. Eine Hornformel p <= ¢ ist coinduktiv, wenn entweder p = 6(¢, u)
nicht-beobachtend und ¢ objekt-normal ist oder 6(t, a, u) beobachtend ist,

Y = G A (51(t1,a1,u1) ANGL N A 6n(tn,an,un) NGy,
und die folgenden Bedingungen gelten: Sei Vy = var(t,a,G) und fir alle 1 < ¢ <n, V; =V,_1 U
var(a;, u;, Gy).

(1) ¢t ist objekt-normal oder es gibt einen Konstruktor ¢ und eine Objekt-Normalform ¢’ mit ¢ =
c(t'), a ist objekt-normal, G ist schwach modal (s. Def. 9.2.13) und nicht-beobachtend, var(u) C
V,, und out(G) Nwvar(t,a) = 0.

(2) Fir alle 1 <4 < mnist 6;(¢;, a;,u;) beobachtend, (¢;,a;) normal, u; objekt-normal, G; schwach
modal und nicht-beobachtend, var(t;) C Vi—1, (var(u;) Uout(G;)) N (Vier Uwvar(a;,u;)) = 0,
und alle versteckten Variablen von a; kommen in a vor.

Eine co-Hornformel r(t) = ¢ ist coinduktiv, wenn ¢ objekt-normal ist. SP ist coinduktiv, wenn

(3) alle Axiome fiir versteckte Symbole coinduktiv sind,

(4) alle Axiome fiir Destruktoren oder Transitionspréadikate aufer diesen nur sichtbare Symbole
enthalten.

A A

Satz 9.2.17 ([385], Theoreme 3.9(b) und 5.15; [37], Theorem 5.4) Eine funktionale, bild-endliche und coinduk-
tive Spezifikation SP ist verhaltenskongruent. Ist SP dariiberhinaus modal, dann erfiillt das Verhaltensmodell
von SP alle Axiome der Spezifikation. O

Eine entscheidende Bedingung, die ein Axiom f(t,u){= v} < ¢ fiir einen Destruktor oder ein Transitions-
pradikat f coinduktiv macht, ist das “Muster” von ¢: nur das duferste Symbol von ¢ darf ein Konstruktor sein,
alle anderen Symbole miissen sichtbar sein oder Variablen. Ist f weder Destruktor noch Transitionspridikat,
dann muss ¢ sogar aus Variablen bestehen. Man kann den Begriff einer Objekt-Normalform verallgemeinern
und darin auch versteckte Konstruktoren zulassen, fiir die allerdings die Regeln Term-Splitting und Clash (s.
§7.1) auch bzgl. Verhaltens- anstelle von Strukturgleichheit gelten miissen. Da in jedem Fall die Bedingungen
an Axiome fiir Destruktoren und Transitionspradikate weniger restriktiv sind als jene an Axiome fiir andere
Symbole, kann man zunéchst versuchen, moglichst viele Symbole als Destruktoren oder Transitionspradikate
zu deklarieren. Je mehr das sind, desto grofer wird allerdings die Menge der Verhaltensaxiome (s. Def. 9.2.2)
und damit die Anzahl der Fille, die bei Entfaltungen von Verhaltensgleichungen oder bei Coinduktion iiber ~
erzeugt werden (s. §7.3).
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= Zeigen Sie, dass alle Beispielspezifikationen dieses Kapitels coinduktiv sind!

Um Anforderungen von in STREAM oder RSTREAM spezifizierten Stromen zu beweisen, bendtigen wir
i.w. die in den §§7.1 - 7.3 eingefithrten Entfaltungs- und Fixpunktregeln. Insbesondere Coinduktion iiber einer
Verhaltensgleichheit wird hiufig benétigt. Da die Interpretation von ~ im Herbrandmodell von SP eine Aqui-
valenzrelation ist (Beweis!), ldsst sich die Coinduktion iiber ~ (siehe §7.3) folgendermafen verallgemeinern: Sei
AX. die Menge der Verhaltensaxiome von SP.

[Coinduktion iiber Nj

p(r,y) = v~y
Nimvmpeax. PEu) = Pl(p~(v,w))/ (v ~w) | (v~ w) kommt in ¢ vor] f

wobei das Pradikat ¢.. durch folgende Hornaxiome definiert ist:

on(y) < olz,y)

o~ (T, )

on(z,y) <= on(y2)

on(T,2) = on(@,y) Aoy, 2)

Beispiel 9.2.18 Wir wollen zeigen, dass der Strom blink fair bzgl. eq(0) ist, dass also das Atom fair(eq(0), blink)

ein induktives Theorem von STREAM (Bsp. 9.2.10). Um sie zu beweisen, miissen wir die Behauptung verall-
gemeinern und gleichzeitig zeigen, dass auch der Strom 1 : blink fair bzgl. eq(0) ist. Der Beweis wurde wieder
mit Expander? erstellt [81].

fair(eq(0),blink) & fair(eq(0),1:blink)
Applying coinduction w.r.t.
fair(F0,s0) ===> exists(F0,s0) & fair(F0,tail(s0))

to the preceding tree leads to the formula

All FO sO:
( FO = eq(0) & sO = blink
| FO = eq(0) & sO = 1:blink
===> exists(F0,s0)
& ( FO = eq(0) & tail(s0) = blink
| FO = eq(0) & tail(s0) = 1:blink))

Simplifying (57 steps) the preceding tree leads to the summand

tail(1:blink) = blink
& tail(blink) = blink
& exists(eq(0),blink)
& exists(eq(0),1:blink)

Adding the other summands leads to

tail(1:blink) = blink & tail(blink) = blink
& exists(eq(0),blink) & exists(eq(0),1:blink)
|  tail(1:blink) = 1:blink & tail(blink) = blink
& exists(eq(0),blink) & exists(eq(0),1:blink)
|  tail(1l:blink) = blink & tail(blink) = 1:blink
& exists(eq(0),blink) & exists(eq(0),1:blink)
| tail(1:blink) = 1:blink & tail(blink) = 1:blink
& exists(eq(0),blink) & exists(eq(0),1:blink)
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Narrowing (20 steps) the entire formula leads to True.

Man beachte die unterschiedliche Art der Aussagen, die mit Fixpunktinduktion bzw. Coinduktion bewiesen
werden. Im ersten Fall wird eine Formel r(z) = ¢(x) bewiesen, wobei r gegeben ist und ¢ eine an r gestellte
Anforderung ist. Ist » der Graph einer Funktion f, dann beschreibt r die gewiinschte Ein/Ausgaberelation von f
(s §7.2). Demgegeniiber wird Coinduktion zum Beweis von Formeln r(x) < ¢(x) verwendet, die aussagen, dass
r fir alle durch ¢ beschriebenen Objekte gilt. Coinduktion dient demnach eher dem Nachweis von Eigenschaften
von Daten, wihrend mit Fixpunktinduktion Eigenschaften von Funktionen und Relationen bewiesen werden.
Zeigt das eine formale Dualitdt zwischen funktional-logischer Spezifikation einerseits und objektorientierter

Spezifikation andererseits auf?

= Erweitern Sie STREAM (Bsp. 9.2.10) um Axiome fiir die beiden Strome 0 und 1¢, die aus Nullen bzw.
Einsen bestehen, und zeigen Sie, dass die Aquivalenz zip(0“, 1¢) ~ blink ein induktives Theorem von STREAM
ist!

> Zeigen Sie odds(blink) ~ 0 und evens(blink) ~ 1¢!
Beispiel 9.2.19 (s. Bsp. 9.2.11) Wir zeigen, dass

fair(go f,s) = filter(g,map(f,s)) ~ map(f, filter(go f,s)) (1)

ein induktives Theorem von RSTREAM ist i.w. durch Coinduktion iiber ~ und induktive Kontraktion entlang
einer wohlfundierten Ordnung < (s. §7.2), die wie folgt spezifiziert ist:

(9. f.8) > (g, f,t) <« [first(go f,s,m) A first(go f,t,n) Am >n.

Aufserdem erweitern wir RSTREAM um ein Hilfspréadikat p : stream x stream x (entry — bool) x (entry — bool):

pt,u,g, f) < t= filter(g,map(f,s)) Au=map(f, filter(go f,s)) A fair(go f,s),

und setzen die Giiltigkeit folgender Lemmas voraus:

s 5 tA fair(g,s) = fair(g,t) (A)
s 5t Ag(x) = false A fair(g,s) = (g,8) > (g,1). (B)

wr Zeigen Sie (A) und (B)!

Beweis von (1):

fair(go f.s) = filter(g,map(f,s)) ~ map(f. filter(go f,s))
Variablen-Einfiithrung
Fop(t,u,g, f) = t~u
Coinduktion iiber ~
Fop(t,u,g, f) At =51 = Tsa(u — 59 Ap(s1, 52,9, f)),
p(t,u, g, f) Au - s5 = Ts1(t - 55 Ap(s1, 52,9, f)),
p(t,u, g, f) A disabled(t) = disabled(u),
p(t,u, g, f) A disabled(u) = disabled(t)
Variablen-Entfernung
F o filter(g,map(f,s)) — s1 A fair(go f,s) = Isa(map(f, filter(go f,s)) —= s3 A p(s1, 52,9, f)),
map(f, filter(go f,s)) == sy A fair(go f,s) = 3Isi(filter(g,map(f,s)) — s1 Ap(s1,52,9,f)),
disabled(filter(g, map(f,s))) A fair(go f,s) = disabled(map(f, filter(go f,s))),
disabled(map(f, filter(go f,s))) A fair(go f,s) = disabled(filter(g, map(f,s)))
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Entfaltung
F (map(f,s) == s3 A g(x) = true A s1 = filter(g,s3) A fair(go f,s)) V
(map(f,s) -2 s3 A gly) = false A filter(g, s3) — s1 A fair(go f,s))
= 3sy(map(f, filter(go f,s)) = s2 A p(s1,52,9, f)),
filter(go f,s) % ss Az = f(y) A sy = map(f,s3) A fair(go f,s)
= 3sy(filter(g,map(f,s)) — s1 Ap(s1,52,9, f)),
(disabled(map(f,s)) A fair(go f,s)) V
(map(f,s) — s1 A g(x) = false A disabled(filter(g,s1)) A fair(go f,s))
= disabled(filter(go f,s)),
disabled(filter(go f,s)) A fair(go f,s)
= disabled(map(f,s)) V Jz,s1(map(f,s) — s1 A g(x) = false A disabled(filter(g,s1)))
Entfaltung
Fo(s =L syAx= f(y) Ass=map(f,ss) Ag(x) = true A sy = filter(g,ss) A fair(go f,s)) V
(s =5 54 Ny = f(2) A s3 = map(f,ss) Agly) = false A filter(g, s3) — s1 A fair(go f,s))
= Bso(maplf, filter(g o f,5)) ~> 55 A p(s1,52,, 1))
filter(go f,s) Ly s3 Nz = F) A so =map(f,s3) A fair(go f,s)
= sy (filter(g,map(f,s)) — sy Ap(s1,52,9, f)),
(disabled(s) A fair(go f,s)) V
(s L so Az = f(y) A sy =map(f, s2) Ag(z) = false A disabled(filter(g,s1)) A fair(go f,s))
= disabled(filter(go f,s)),
disabled(filter(go f,s) A fair(go f,s))
= disabled(s) V
3,1, 51, 52(s == so Az = f(y) A sy = map(f,s2) A glx) = false A disabled(filter(g,s1)))
Implikationsregel und Variablen-Entfernung
Fos 5 sy Ag(f(y)) = true A fair(go f,s)

= Tsy(map(f, filter(g o f,5)) 19 sy A p(filter(g,map(f, s1)), 52)), (6)
s = s4 A g(f(2)) = false A filter(g,map(f,s4)) — s1 A fair(go f,s)

= 332<map(fa filter(g © f’ S)) i> S2 A p(Sl, 52,9, f))a (7)
filter(go f,s) s 53 A fair(go f,s)

= sy (filter(g, map(f,s)) &; s1 Ap(s1,map(f,s3),9,f)), (8)

(disabled(s) A fair(go f,s)) V
(s <% 59 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2))) A fair(go f,s))

= disabled(filter(go f,s)), (9)
disabled(filter(go f,s)) A fair(go f,s)
= disabled(s) V Ty, sa(s = s9 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2)))) (10)
Entfaltung
Fos—LsaA 9(f(y)) = true A fair(go f,s)
= s, s3(filter(go f,s) —= s3 A sy = map(f, s3) A p(filter(g, map(f,ss)),s2)), (6)
(7).(8),(9),(10)

Resolution mit einem Axiom fiir — und Variablen-Entfernung
Fos - sy A filter(go f,s) =2 filter(go f,s4) A fair(go f,s)

= Jss(filter(go f,s) == ss A p(filter(g, map(f,ss)), map(f,s3))), (6)
(7).(8),(9),(10)
Entfaltung
s =L sy A filter(go f,s) =2 filter(go f,s4) A fair(go f,s)
= filter(go f,s) == filter(go f,s4) A fair(go f,s4), (6)

(7),(8),(9),(10)
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Coresolution mit (A) (siehe §7.1)
b filter(go f,s) = filter(go f,s4) A fair(go f,s4)
= filter(go f,s) - filter(go f,s4) A fair(go f,s4),
(7),(8),(9),(10)
Subsumption
F s 25 s4 Ag(f(2) = false A filter(g, map(f, s4)) =5 51 A fair(go f,s)
= HSQ(map(fa leter(g o f’ 8)) i> 52 /\p(sh 52,9, f))a
(8),(9),(10)

Coresolution mit (A) und (B)

F o (gof,s)> (go f,s4) ANs —=s4 Ag(f(2)) = false A filter(g,map(f,s4)) — s1 A fair(go f,s4)

= Jso(map(f, filter(go f,s)) == s2 Ap(s1, 52,9, f));
(8),(9),(10)
Coresolution mit Induktionshypothese (2)
F s sy Ag(f(2)) = false Amap(f, filter(go f,54)) — s3 A p(s1,53)
= Tso(map(f, filter(go f,s)) — s3 Ap(s1, 52,9, f)),
(8),(9),(10)

Entfaltung

F s = s Ag(f(2)) = false A filter(g o f,s1) = ss Aa = f(y) A sy = map(f,s5) Ap(sy, s3)

= Tsy(map(f, filter(go f,s)) — s2 Ap(s1,52,9, f)),
(8),(9),(10)
Variablen-Entfernung
F s =554 Ag(f(2)) = false A filter(go f,s4) — s5 A p(s1, map(f,ss), g, f)
= dso(map(f, filter(go f,s) —g sa Ap(s1,$82,9, f)),
(8),(9),(10)
Coresolution mit Axiomen fiir —
- map(f, filter(g o f.5)) %% map(f, s5) A p(s1,map(f. 55), 9, f)
= dsa(map(f, filter(go f,s) —g sa Ap(s1,82,9, f)),
(8),(9),(10)
Subsumption
F filter(go f,s) s s3 A fair(go f, s)
= sy (filter(g, map(f,s) —; s1 A p(s1,map(f,ss), g, f)),
(9),(10)
Entfaltung
Fo(s =5 sy Ag(f(y)) = true A s3 = filter(go f, 84) A fair(go f,s)) V
(s =5 54 A g(f(2)) = false A filter(go f,s4) == s3 A fair(go f,s))
= sy (filter(g, map(f,s) —; s1 Ap(s1,map(f,s3),9,f)),
(9),(10)
Implikationsregel und Variablen-Entfernung
Fos L sy Ag(f(y)) =trueA fair(go f,s)

= Hsl(fllte’f' gvma’p fa 4; S1 /\p(slvmap(fa leter(g ° fa 34)) gvf))a

(
s s Ag(f(2) = false/\leter(gOf,84) ~5 53 A fair(go f,s)

= Elsl(leter(g map fa 42 S1ADp Slvmap(fa 33) 9, f))
(9),(10)

Coresolution mit Axiomen fir —

Fos -5 sy A filter(g, map(f, s) ‘g filter(g, map(f,s4)) A fair(go f,s)

= 3s;(filter(g, map(f, s) 4 s1 A p(s1, map(f, filter(g o f,51)), 9, f)),

183
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(9),(10),(12)
Entfaltung
s =L sy A filter(g, map(f, s) *g filter(g, map(f,s4)) A fair(go f,s)
= filter(g,map(f,s) _; filter(g, map(f,s4)) A fair(go f,s4), (11)
(9),(10),(12)

Coresolution mit (A)
- filter(g,map(f, s)) XY Filter(g, map(f, s1)) A fair(go f, 54)

= leter(g,map fs8) ‘g filter(g, map(f,s4)) A fair(go f,s4), (11)
(9),(10),(12)
Subsumption
F s = 54 Ag(f(2) = false A filter(go f,s4) —= s3 A fair(go f,s)
= sy (filter(g, map(f,s) *; s1 Ap(s1,map(f,s3), g, f)), (12)
(9),(10)

Coresolution mit (A) und (B)
Fo(gof,s)> (go f,s4) As — 54 Ag(f(2)) = false A filter(go f,54) == s3 A fair(go f,s4)
= sy (filter(g, map(f,s) —; s1 Ap(s1,map(f,s3),9,f)), (12)
(9),(10)
Coresolution mit einem Axiom fiir —
F (gof,s)> (go f,s4) As —= sy Ag(f(2)) = false Amap(f, filter(go f,s4)) W) map(f,s3) A fair(go f,s4)
= sy (filter(g, map(f,s) —; s1 Ap(s1,map(f,s3),9,f)), (12)
(9),(10)
Coresolution mit Induktionshypothese (3)
F s 25 sy Ag(f(2)) = false A filter(g, map(f, s4)) —; s2 A p(s2, map(f,ss),q, f)
= ds1(filter(g, map(f,s) —; s1 A p(s1,map(f,s3),q,f)), (12)
(9),(10)
Coresolution mit Axiomen fiir —
F filter(g,map(f,s) —2 so A p(s2, map(f,ss),q, f)
= Elsl(leter(g,map (f,s) —; s1 A p(s1,map(f,s3),q,f)), (12)
(9),(10)
Subsumption
F (disabled(s) A fair(go f,s)) V
(s =L so Ag(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f,s2))) A fair(go f,s))
= disabled(filter(go f,s)), (9)
(10)
Implikationsregel
F disabled(s) A fair(go f,s) = disabled(filter(go f,s)),
s L 59 Ag(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2))) A fair(go f,s)
= disabled(filter(go f,s)) (13)
(10)
Coresolution mit einem Axiom fiir disabled
F disabled(filter(go f,s)) A fair(go f,s) = disabled(filter(go f,s)),

(10),(13)
Subsumption
Fos 5 5o Ag(f(y) = false A disabled( filter(g, map(f,s2))) A fair(go f,s)
= disabled(filter(go f,s)) (13)

(10)
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Coresolution mit (A) und (B)
F (gof,s)>(gof,s2)As 2y 5o A 9(f(y)) = false A disabled(filter(g,map(f,s2))) A fair(go f,s2)

= disabled(filter(go f,s)) (13)
(10)
Coresolution mit Induktionshypothese (4)
Fos -5 50 Ag(f(y)) = false A disabled(map(f, filter(go f,s5))) = disabled(filter(go f,s)) (13)
(10)
Entfaltung
Fos 5 50 Ag(f(y)) = false A disabled(filter(go f,s2)) = disabled(filter(go f,s)) (13)
(10)
Coresolution mit einem Axiom fiir disabled
F  disabled(filter(go f,s)) = disabled(filter(go f,s)) (13)
(10)
Subsumption
F disabled(filter(go f,s)) A fair(go f,s)
= disabled(s) V Ty, sa(s = s9 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2)))) (10)
Entfaltung

F (disabled(s) A fair(go f,s)) V
(s =5 51 A g(f(x)) = false A disabled(filter(go f,s1)) A fair(go f,s))
= disabled(s) V Jy,s2(s = so Ag(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f,sz))))
Implikationsregel
F disabled(s) A fair(go f,s)

= disabled(s) V Ty, s2(s = s2 A g(f(y)) = false A disabled( filter(g, map(f,s2)))), (14)
s — 51 Ag(f(x)) = false A disabled(filter(go f,s1)) A fair(go f,s)
= disabled(s) V Ty, sa(s = 59 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2)))) (15)
Subsumption
F s -5 81 Ag(f(x)) = false A disabled(filter(go f,s1)) A fair(go f,s)
= disabled(s) V Ty, sa(s = 59 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2)))) (15)

Coresolution mit einem Axiom fiir disabled
F s -5 81 Ag(f(x)) = false A disabled(map(f, filter(go f,s1))) A fair(go f,s)
= disabled(s) V Ty, sa(s = s9 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2))))
Coresolution mit (A) und (B)
F o (gof,s)> (gof,s1)As == s1 Ag(f(x)) = false A disabled(map(f, filter(go f,s1))) A fair(go f,s1)
= disabled(s) V Ty, sa(s = s9 A g(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f, s2))))
Coresolution mit Induktionshypothese (5)
F s - 51 Ag(f(z)) = false A disabled(filter(g, map(f,s1)))
= disabled(s) V y,s2(s = s2 Ag(f(y)) = false A disabled(filter(g, map(f,ss))))
Subsumption
F True &

= Formulieren Sie den Beweis von Beispiel 9.2.19 um in einen Beweis des Theorems
finite(s) = filter(g,map(f,s)) ~ map(f, filter(go f,s))! (16)
Verwenden Sie dazu die Stromordnung >’ mit dem Axiom
s>'t <« length(s,m) Alength(s,n) Am >n

und die Lemmas:
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s 25 t A finite(s) = finite(t) (C)
s =5 t A finite(s) = s>t (D)

> Zeigen Sie (C) und (D)!

In §5.1 haben wir konstruktorbasierte Spezifikationen eingefiihrt, in §7.3 um Copréadikate, die als grofite
Losungen ihrer Axiome interpretiert werden, ergdnzt und schlieflich in diesem Abschnitt versteckte Sorten, De-
struktoren und Transitionsprédikate hinzugefiigt, um zustandsorientierte Modelle zu spezifizieren. Das ist noch
nicht das Ende der Fahnenstange! Immer noch sind nédmlich alle Elemente des Herbrandmodells einer Spezifi-
kation termerzeugt. Das bedeutet, dass wir eine syntaktische Struktur aller untersuchten Daten voraussetzen
bzw. festlegen miissen und uns darauf bei der Verifikation auch beziehen, wie die Induktionsschritte im letzten
Beispiel zeigen. Mit der Einfiihrung von Verhaltensgleichheiten haben wir lediglich erreicht, dass auch Daten
mit unterschiedlichen Normalformen als dquivalent betrachtet werden konnen. In vielen Anwendungen tauchen
aber oft Typen von Objekten auf, {iber deren syntaktische Struktur man nun wirklich nichts sagen kann oder

will.

“Nichts sagen konnen” gilt insbesondere fiir jede iiberabzdhlbare Menge, zumindest dann, wenn man ver-
sucht, jedes ihrer Elemente durch eine (variablenfreie) Normalform iiber einer gegebenen endlichen Signatur zu
reprisentieren. Genaugenommen werden in den Beispielen 9.2.10 und 9.2.11 ja nur abzdihlbare Teilmengen aller
Strome von Elementen einer beliebigen festen Menge spezifiziert, obwohl man auf der Basis dieser Spezifikation
eigentlich iiber alle Stréme reden will und nicht nur die durch Terme benannten wie blink oder nats(5).

“Nichts sagen wollen” gilt vermutlich fiir die Menge der Instanzen einer oder mehrerer Klassen eines objekt-
orientierten Programms. Das Beispiel 9.2.8 ist einfach insofern als dort alle Destruktoren sichtbare Werte haben
und damit — in objektorientierter Terminologie — Attribute repriasentieren. Sobald aber eine Klasse(nsorte)
Destruktoren mit versteckten Werten hat, kann man die Objekte meist nicht durch Tupel von Attributwerten
darstellen.®® Die versteckten Werte stehen ja dann fiir weitere Klasseninstanzen, und es wiirde schnell eine
zyklische Struktur entstehen, wollte man alle iiber solche Verweis(?)-Ketten erreichbare Attribute aufsammeln
und in einen Term stecken. Solche zyklischen Strukturen kann man zwar zu unendlichen Bdumen entfalten. Die
bilden aber kein Herbrandmodell. Wie verbreitet Destruktoren mit versteckten Werten sind, erkennt man z.B.
daran, dass jede Assoziation in einem UML-Klassendiagramm einem solchen Destruktor entspricht.

Die nach dem augenblicklichen Stand der Forschung geeignetsten Modelle nicht termerzeugter Datenbereiche
sind finale Coalgebren. Deren Eigenschaften sind tatsdchlich komplementér zu denen von Herbrandmodel-
len. Philosophisch betrachtet bestehen Herbrandmodelle aus Teilchen und finale Coalgebren aus Wellen. Dabei
entspricht eine Welle der Beobachtungs-Funktion, die einen ausschliefslich aus Destruktoren zusammengesetzten
Kontezt interpretiert (s. Def. 9.2.9). Ein Element der finalen Coalgebra ist ein — in der Regel unendliches —
Tupel von Beobachtungsfunktionen, fiir jeden Kontext eine Funktion. Ordnet man jedem Kontext ein eigenes
Funktionssymbol zu und bildet man daraus eine Signatur ¥, dann entspricht jede 3-Algebra einem Element
der finalen Coalgebra. Hier schliefst sich der Kreis zu Kripke-Strukturen, die ja auch viele Modelle zu einem
zusammenfassen. Wir wollen das hier nicht weiter ausfithren und verweisen stattdessen die interessierte Lese-
rin auf Artikel wie [52, 87, |. In [87] werden Teile von UML-Modellen in (co)algebraische Spezifikationen
iibersetzt. Signatur und Axiome einer coalgebraischen Spezifikation gleichen denen einer konstruktorbasierten.
Der Unterschied (oder besser: die Erginzung, denn natiirlich will man beides kombinieren) liegt einzig in der

Semantik und hier vor allem in der Datenreprisentation.

Coalgebren stammen urspriinglich aus der Kategorientheorie, die im Kapitel 11 dieses Skriptes zur Defini-
tion der Semantik des A\-Kalkiils eingesetzt wird. In §11.5 werden deshalb kurz auch Coalgebren angesprochen.
Als Einfiihrung in kategorientheoretische Begriffe ist Teil V von [26] zu empfehlen.

65In Programmiersprachen kommen solche Tupel unter der Bezeichnung Verbiinde oder Records vor.
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10 CPO-Theorie

Dieses und das folgende Kapitel sind als Anhang zu verstehen, in dem der klassische Ansatz zur Semantik-
Definition rekursiver und imperativer Programme sowie gleichungsdefinierter Datentypen vorgestellt wird. Frii-
here Kapitel benutzen keine Begriffe oder Ergebnisse aus diesem Anhang.

10.1 CPO-Semantik

Definition 10.1.1 (CPO) Sei A eine Menge. Eine binére Relation < auf A heifst Halbordnung, falls fiir alle
a,b,c € A gilt:

e a<aqa, (Reflexivitit)

e a<bAb<c¢c = a<cg, (Transitivitét)

e a<bAb<a = a=hb. (Antisymmetrie)
a € A heisst Supremum einer Teilmenge B von A, wenn gilt:

e Vbe B:b<a, (aistobere Schranke von B)
eVeeA: (WeB:b<c¢) = a<c). (aistKkleinste obere Schranke von B)
Eine Folge {a;}ien C A heilst Kette von A bzgl. <, falls a; < a;41 fiir alle i € N gilt. A ist kettenendlich,

wenn jede Kette {a;};en von A nur endlich viele Elemente enthélt. A ist ein CPO (complete partial order),

wenn jede Kette {a;}ieny von A ein Supremum sup{a; };en hat.

Sei A eine Menge und | ¢ A. Der CPO B heift flache Erweiterung von A, geschrieben: A, falls
B=AU{Ll} und fir alle a,b € B

a<b < a=bodera=_1

gilt. Damit ist insbesondere L das kleinste Element von B (bzgl. <). O

Definition 10.1.2 (Monotonie, Stetigkeit) Eine Funktion f : A — B zwischen zwei CPOs ist monoton,
falls fiir alle a,b € Amit a <b f(a) < f(b) gilt. Die Menge der monotonen Funktionen von A nach B bezeichnen
wir mit [A = B]. f ist stetig, falls fiir jede Kette {a;}ien von A {f(a;)}ien eine Kette von B ist und

f(sup{ai}ien) = sup{f(a:)}ien

gilt. f ist L-erhaltend, falls A und B kleinste Elemente 14 bzw. 1Z haben und f L4 nach L7Z abbildet. Die
Menge der L-erhaltenden Funktionen von A nach B bezeichnen wir mit [4 5 B].a

Lemma 10.1.3 Eine Funktion f : A — B ist genau dann stetig, wenn sie monoton ist und fiir jede Kette
{ai}ien von A
f(supfaitien) < sup{f(a:)}ien
gilt. Ist A kettenendlich, dann sind alle monotonen Funktionen auf A stetig. 4
Satz 10.1.4 (Verallgemeinerung von 4.2.11) Sei A ein CPO mit kleinstem Element L. Jede stetige Funktion
¢ : A — A hat einen kleinsten Fixpunkt Ifp(¢), also ¢(lfp(¢)) = ifp(¢) und lfp(¢) < a fiir alle a € A mit
#(a) = a. lfp(¢) ist definiert durch Ifp(¢) = sup{¢*(L)}ien. A

Aus diesem Satz erhélt man eine auf CPOs zugeschnittene Induktionsregel, die wie die in §7.2 behandelte
Fixpunktinduktion aus Kleene'’s Fixpunktsatz (hier der Version 10.1.4) abgeleitet ist:
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Definition und Satz 10.1.5 (Scott-Induktion) (s. [(1]) Sei A ein CPO mit kleinstem Element L. Eine
Formel F(x) heift zuléssig, wenn fiir alle Ketten {a;}eny C A gilt:

(VieN:a; |=F(z)) = sup{a;lieny | F(2).

Sei F' eine zuldssige ¥-Formel und ¢ : A — A eine stetige Funktion. Nach Satz 10.1.4 hat ¢ den kleinsten
Fixpunkt Ifp(¢) =aer sup{¢*(L)}ien. Die folgende Regel ist korrekt bzgl. A:

F(lfp(¢))
F(L) A Va(F(z) = F(¢(z)))

Scott-Induktion T+ 4

Das Objekt, iiber das man mit F' eine Aussage macht, muss also zuniichst als kleinster Fixpunkt einer
stetigen Funktion beschrieben werden, bevor man Scott-Induktion anwenden kann (s.u. Lemma 10.2.3).

Ein Fixpunkt a von ¢ ist gleichbedeutend mit einer Losung der Gleichung ¢(z) = x. Die abstrakte Syntax
der imperativen Sprache IPF (3.8) enthélt u.a. die Funktionssymbole loop : boolexp X com — com und repeat :
com X boolexp — com, deren Bedeutung als Losung der Gleichungen

loop(b, ¢) = cond(b, seq(c, loop(b, ¢)), skip) bzw. repeat(c,b) = seq(c, cond(b, skip, repeat(c,b)))

in den Variablen (!) loop bzw. repeat definiert werden soll. Nach Satz 10.1.4 existieren solche Losungen, falls
loop und repeat als Elemente eines CPOs Dom C [Apootezpxcom — Acom] interpretierbar und die Funktionen
¢, : Dom — Dom mit

d(f)(b,c) =gef cond? (b, seq™(c, (b, ¢)), skip™) baw. (f)(c,b) =def seq? (¢, cond? (b, skip?, f(c,b)))
stetig sind. Dazu brauchen wir erst noch mehr Theorie.

Definition 10.1.6 (Fortsetzungen von <) Seien A;, 1 < i < n, CPOs mit den Halbordnungen <#i, 1 <
7 < n. Dann wird durch

(a1, yan) < (b1, by) =g ar <M by, a, <A b,

eine Halbordnung <4 auf A =qef A1 X ... X A, definiert. A ist ein CPO, wobei fiir alle Ketten {a;};en =
{(ai1,. .. ain)}ien € A

sup{a;}ien = (sup{aiitien, . - -, sup{aintien)
gilt. Hat A;, 1 <i <n, das kleinste Element 1 4¢, dann hat A das kleinste Element (141, ... 14»). f: A = B
ist strikt, wenn fiir alle (a1,...,a,) € Aund 1 <i<n f(a1,...,a;-1,L,a;41,...,a,) = L gilt.

Seien A eine Menge und B ein CPO mit der Halbordnung <?. Dann wird durch
f<g <aqe fla)<g(a)firaleac A

eine Halbordnung <¢ auf C =qef [A — B] definiert. C ist ein CPO, wobei fiir alle Ketten {f;};cy € C und
a€eA

(sup{fi}tien)(a) = sup{fi(a)}ien
gilt. Hat B das kleinste Element |, dann hat C' das kleinste Element Q mit Q(a) = L fiir alle a € A. Auch die

Menge
[A = B]

der monotonen Funktionen von A nach B ist ein CPO, weil sup{f;}icn selbst monoton (und stetig) ist (vgl.
[29], Lemma 3.13). Das gleiche gilt fiir die Menge [A E B] der L-erhaltenden Funktionen von A nach B. O

Lemma 10.1.7 (Verallgemeinerung des lub-Lemmas in [65], S. 365) Sei {fi}ien eine Kette eines CPOs der
Form [A; — [A2 — ...[An — Apta]...]], wobei A,41 ein kettenendlicher CPO ist. Dann gibt es fiir alle
a=(a1,...,an) € Ay X ... x Ay ein j > 0 mit sup{fi(a1)...(an)}ien = fr(a1)...(ay) fir alle k > 4. 0
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Definition 10.1.8 (monotone und stetige Algebren) Sei X eine Signatur mit Sortenmenge S. Eine
¥-Algebra A ist monoton bzw. stetig, wenn fiir alle s € S A, ein CPO ist und fiir alle f : w — s € ¥ f4 eine

monotone bzw. stetige Funktion ist.

Sei ® = {F} : wy — 81,...,Fy : wp — sk} eine Menge S*-sortierter Funktionssymbole, ¥/ = (S, F U ®)
und A eine monotone 3-Algebra, deren Trdgermengen die in Lemma 10.1.7 vorausgesetzte Form haben. Fir
alle 1 <i¢<kund f; € [Ay, = Ag,] ist die X'-Algebra A(f1,..., fi) wie folgt definiert:

e Fiir alle op: w — s € X, opAUfi) = opA,
o Fiiralle 1 <i <k, FAU0) = f,
Firallel <i<kseit;:w; —>s; €T5s undt =1t; X ... X tg. Dann ist die Funktion

o [Aw, = Ay ] X oo X [Aw, = Ag] = [Aw, = Ag] X o X [Aw, = Ay,

definiert durch: t4a(fy,..., fr) = tAU T,
Satz 10.1.9 t4 ist stetig.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢. Sei {g;} en eine Kette von

Domyy, .., -
Fall 1: Fiir alle Konstanten op von ¥ U C' ist ops(f)(a) unabhéngig von f. Also ist opg stetig.

Fall 2: t = op(u) fir op : w — s € ¥ und u € Tx ,. Wir zeigen zunéchst, dass ts monoton ist. Seien

€ Domyy, .. w, Ml < ¢g. Nach Induktionsvoraussetzung 1st ue monoton. Da o monoton 1st, to
19 € Domy, . ), mit f < g. Nach Indukti tzung ist ton. Da op” ton ist, folgt

ta(f)(a) = op” (ua(f)(a)) < op” (ua(9)(a)) = ts(g)(a).

Wegen der Monotonie von ug ist {us(g;)}jen eine Kette. Daher gibt es nach Lemma 10.1.7 ein J > 0 mit
sup{ua(9;)}jen(a) = ua(gn)(a) fir alle n > J. Man erhalt

Induktionsvor.
to(sup{g;}jen)(a) = op™(ua(sup{g;}jen)(a)) = op™ (sup{us(g;)}jen(a))
= op™(ua(gs)(a)) = ta(gs)(a) < sup{ts(g;)}jen(a),
weil wegen der Monotonie von te {ts(g;)}jen eine Kette ist.
Fall 3t = F; fiir ein 1 <4 < k mit v; = e. Dann gilt
to(sup{g;jtjen)(a) = (sup{g;}jen)i(a) = sup{gj,i}jen(a) = sup{ts(g;)}jen(a).

Fall 4:t = Fy(u) firein 1 < ¢ < k und u € Ty ,,. Wir zeigen wieder zunéchst, dass t¢ monoton ist. Seien

f,9 € Domy,, . 4, mit f < g. Nach Induktionsvoraussetzung ist ue monoton. Da f; monoton ist, folgt

te(f)(a) = fi(ua(f)(a)) < fi(ua(g)(a)) = ta(g)(a).

Wegen der Monotonie von ug ist {us(g;)};en eine Kette. Daher gibt es nach Lemma 10.1.7 ein J > 0 mit
sup{us(g;)}jen(a) = ua(gn)(a) fir alle n > J. Ebenfalls nach Lemma 10.1.7 existiert ein K > 0 mit

sup{g;.i}jen(sup{ue(g;)}tien(a)) = gn.i(sup{us(g;)}jen(a))
fir alle n > K. Sei h = sup{(9j,,1,---+9jn.k) | Ji € {J, K}, Vr #i:j, = J}. Man erhélt

to(sup{g;}jen)(@) = (sup{g;}sen)i(ua(sup{g;}ien)(a))
= sup{gj.}jen(ua(suplg;}jen) (@) " FE suplg; Y jen(sup{us(g;)}en(a))
= hi(sup{ua(g))}jen(a)) = hi(ua(h)()) = te(h)(a) < sup{ts(g;)}jen(a),
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weil wegen der Monotonie von to {ts(g;)};en eine Kette ist.

Da a € A, beliebig ist, folgt aus den Ungleichungen der Félle (2) und (4) die Monotonie von tg sowie
to(sup{g;}en) < sup{ts(g;)}jen und damit nach Lemma 10.1.3 die Stetigkeit von te. d

Beispiel 10.1.10 (CPO-Semantik der imperativen Sprache IPF) Sei ¥ die abstrakte Syntax von
IPF \ {loop, repeat} (vgl. 3.8) und State = [X — Z], . Die folgende 3-Algebra A ist monoton:

o Aconst = Z, Ayar = X (Die Halbordnungen auf Z bzw. X sind die Gleichheitsrelationen auf diesen
Mengen.)

o Acyp = [State Y Z1), Aboolesp = [State E {true, false} ], Acom = [State Y State]
o i4 =i fiiralleic ZU {true, false} UX

e CA(i)(s) =i fiir allei € Z und s € State \ {L}
CAG)(L)= L1 firalleicZ

o VA(z)(s) = s(z) fiir alle x € X und s € State

° addA(f,g)(s) _ { f_(s) +g(s) falls f(s) # L und g(s) # L

sonst fiir alle f,g € Aeqzp und s € State

° eq’“(f7 9)(s) = { f(s)=g(s) falls f(s) # L und g(s) # L fiir alle f,g € Acqp und s € State

1 sonst

e greater analog
o True?(s) = true, False”(s) = false

o andA(f,g)(s) = { i(s) Ag(s) falls f(s) # L und g(s) # L

sonst fiir alle f,g € Apootesp und s € State

il sonst fiir alle f € Apoolezp und s € State

not*(f)(s) = { —f(s) falls f(s) # L

f(s) fallsz=y

e assign®(z, f)(s)(y) = { s(y) sonst fir alle z,y € X, f € Aezp und s € State

o seq?(f,9)(s) = g(f(s)) fiir alle f,g € Acom und s € State

g(s) falls f(s) = true
e cond?(f,g,h)(s) =< h(s) falls f(s) = false fiir alle f € Apooteap, g, h € Acom und s € State
1 sonst

o skip?(s) =s fiir alle s € State.

e Wir setzen ® = {loop} und C' = {b :— boolexp,c :— com}, Dom = [Apootezpxcom = Acom) und t =
cond(b, seq(c, loop(b, ¢)), skip) (vgl. Def. 10.1.8). Wegen der Monotonie von A ist tjo0p : Dom — Dom
nach Satz 10.1.9 stetig, hat also nach Satz 10.1.4 den kleinsten Fixpunkt loop® = sup{(toop) () }ien-
tioop ist definiert durch (vgl. 10.1.8)

f(g,h)(h(s)) falls g(s) = true
tioop(f) (g, R)(s) = s falls g(s) = false
L sonst

fiir alle f € Dom, g € Abooleap, B € Acom und s € State. Da loop” Fixpunkt von ti00p ist, erhdlt man
loop™ (g, h)(8) = tieop(loop™)(g, h)(s), also

lOOpA (97 h’) (h(S)) fa.HS g(S) = true
loop™ g, )(s) = § 5 falls g(s) = false
1 sonst
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e Analog erhiilt man repeat” als Fixpunkt von seq(c, cond(b, skip, repeat(c,b))),epear und damit

h(s) falls g(h(s)) = true
repeat™(h, g)(s) = { repeat®(h,g)(h(s)) falls g(h(s)) = false
L sonst

Die Gleichungen loop(b, ¢) = cond(b, seq(c,loop(b, ¢)), skip) kann als Deklaration einer rekursiven Prozedur
aufgefafit werden. Allgemeiner beschreiben eine Menge ® = {F} : v1 — com, ..., Fy : vy — com} von Funkti-

onssymbolen und ein Gleichungssystem
Decl(®) = {Fi(e1) =t1,..., Fr(ex) = tr}

iiber XU ® eine Menge evtl. verschriankt-rekursiver rekursiver Prozeduren. Fiir alle 1 < i < k sei Dom = [A,, =
Acom]. Hier liefern die Sitze 10.1.9 und 10.1.4 fiir t = ¢; X. . .xt), den kleinsten Fixpunkt Ifp(ts) = sup{ty () }ien,
der das Gleichungssystem Decl(®) in (Fi, ..., F}) lost.

7.B. lautet die Fakultétsfunktion als rekursive IPF-Prozedur in konkreter bzw. abstrakter Syntax wie folgt:

Fact(z,y) =if x = C(0) then y:=1 else (Fact(x — 1,y); y:=xz*y)
Fact(z,y) = cond(eq(x, C(0)), assign(y, C(1)), seq(Fact(sub(xz, C(1)),y), assign(y, mul(z,V (y))))) &

In analoger Weise kann die funktionale Sprache FPF (vgl. 3.2/3.7) um rekursive Programme fiir partielle

Funktionen erweitert werden (vgl. [66], 6.3):

Beispiel 10.1.11 (CPO-Semantik der funktionalen Sprache FPF) Sei ¥ die abstrakte Syntax von
FPF (vgl. 3.7). Die in Bsp. 4.1.5 definierte X-Algebra A ist monoton, sofern wir die Gleichheit auf Acopnst
als Halbordnung auf dieser Menge wéhlen und Ay, zu [Aconst, 1 = Aconst, 1| erweitern. Als Element dieser
Menge wird eine partielle Funktion f auf A.y,st erweitert um die Definitionen f(L) = L und f(a) = L fiir
alle a € Aconst, fiir die f nicht definiert ist. Ein rekursives FPF-Programm ist gegeben durch eine Menge
O ={F,:— fun,...,Fy: — fun} von Konstanten und ein Gleichungssystem

Decl(®) = {Fy =t1,...,Fy =t}

iber U®. Z.B. lautet die Fakultdtsfunktion als rekursives FPF-Programm in konkreter bzw. abstrakter Syntax
wie folgt:

fact =if eqo[id,= 0] then =1 else xo[id, fact o — o [id, = 1]]

fact = cond(comp(eq, prod(id, C(0))), C(1), comp(mul, prod(id, comp( fact, comp(sub, prod(id,C(1)))))))

Da A monoton ist und By, eine Teilmenge von [Aconst, 1 = Aconst, 1], ist fiir t = (¢1,...,t) die Funktion tg :
B’;un — B’;1Ln nach Satz 10.1.9 stetig, hat also nach Satz 10.1.4 den kleinsten Fixpunkt Ifp(te) = sup{ts () }ien,

der das Gleichungssystem Decl(®) in (Fi, ..., Fy) lost. &

FPF ist {ibrigens nicht so méachtig wie Lisp, Haskell oder andere heutige funktionale Sprachen. Die als Daten
verwendeten Funktionen von FPF, d.h. die Elemente von A¢,,,, sind ndmlich immer nur erster Ordnung.

10.2 Zusicherungslogik

Dieser Vorldaufer der Modallogik (vgl. §9.1) zur Verifikation imperativer Programme basiert auf der (auf weitere
Sprachkonstrukte ausgedehnten) CPO-Semantik von IPF (vgl. 10.1.10). Entscheidend ist dort die Definition
von State als (flache Erweiterung der) Menge [X — Z] von Speicherzustinden. Zusicherungslogik ist eine
Modallogik (vgl. 9.1.1), deren Transitionssystem aus Speicherzustinden und den Aktionen einer imperativer
Programmiersprache, z.B. IPF, besteht:
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Definition 10.2.1 (Zusicherungslogik) Sei ¥ eine Signatur, die die abstrakte Syntax von IPF, ¥(IPF),
enthilt (vgl. 3.8) und A eine X-Struktur, deren X(IPF)-Redukt (s. §6.2) mit der CPO-Semantik von IPF
iibereinstimmt (s. 10.1.10), wobei A,y jetzt ein beliebiger Datenbereich ist und State dementsprechend durch
AX =def [X — Aexp]L definiert ist.

Eine Zusicherung ist ein Ausdruck der Form {F}C{G}, wobei F und G X-Formeln iiber X (!) sind und
C ein Term der Sorte com ist. Der Wert F'4 von F ist definiert als Menge aller b : X — A mit b = F
(s. 4.1.8). C ist partiell korrekt bzgl. (F,G) oder A erfiillt {F}C{G}, geschrieben: A = {F}C{G}, falls
CA(FA) C GAU{L}.5 C ist total korrekt bzgl. (F,G), geschrieben: A |=,; {F}C{G}, falls CA(F4) C GA
(CA “terminiert” auf F'4).

Der Hoare-Kalkiil besteht aus folgenden Inferenzregeln zur Transformation von Zusicherungen und Y-

Formeln tber X.

{F} assign(z,t) {G(z)}

Zuweisungsregel F=G{t) f
{F} seq(C,C") {H}
Sequenzregel (F} C (G}, {G} O {H} ()
. {F} cond(B, C,C") {G}
Verzweigungsregel {F A B =true} C {G}, {FAB= false} C' {G} f
Schleifenregel {I"} loop(B, C) {G} 1+ a

F=1 {IANB=true} C{I}, (INB= false) =G
Man beachte, dass B ein Boolescher Ausdruck, genauer gesagt: ein Term der Sorte boolexrp ist und keine
pradikatenlogische Formel.

Satz 10.2.2 (Der Hoare-Kalkiil ist korrekt) Sei A wie in Def. 10.2.1. Jede Regel des Hoare-Kalkiils ist
korrekt bzgl. A, d.h. die jeweilige Pramisse ist giiltig in A, sofern die jeweiligen Konklusionen in A giiltig sind.
a

Lemma 10.2.3 (Korrektheit der Schleifenregel) Seien ¥ und A wie in Def. 10.2.1. Fiir B € T5(X)pootezp
bezeichne B* die Menge {b € AX | b |= B = true} und B die Menge {b € AX | b= B = false}. Zu zeigen ist:

(i) Gilt FA C 14, cAI*NB*) C IAU{L} und (IAHFA) C G4, dann auch loop” (BA, C4)(F4) C GAU{L}.

Es gelte die Primisse von (i). Nach Def. von loop” (vgl. 10.1.10) und wegen F4 C I 14ft sich die Konklusion
von (i) durch Scott-Induktion bzgl. der folgenden Formel P zeigen, da P nach Lemma 10.2.4 (s.u.) zulissig ist:

P(a) =4 a(B*CHIY CGru{L}).

Da t1p0p (vgl. 10.1.10) stetig ist und loop” der kleinste Fixpunkt von #;,,, ist, folgt die Konklusion von (i) nach
Satz 10.1.5 aus (ii) und (iii):

(i) QEP,

(i) o = P impliziert ¢;o0p(a) = P.

(ii) gilt wegen Q(BA,CA)(I4) = {L1}. Es gelte a = P, also a(BA,C4)(I*) € GA U {L}. Zu zeigen ist
tioop () = P, also:

(V) tioop(a)(BA,CAY(IA) C GAU{L}.

66Zur Def. von C4 vgl. 4.1.6.
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Sei also b € I4. Aus der Def. von tioop (vgl. 10.1.10) folgt:
a(BA,CA)(CA(b)) falls BA(b) = true
tioop(a)(BA,C4)(b) = b falls BA(b) = false
1 sonst.

Fall 1: BA(b) = true. Dann ist b € B*, also C*(b) € I U{L} (Prémisse von (i)). Die Def. von t;,0p liefert
tioop () (B, C) () = (B4, C4)(CA (1)) € a(B*, (I U{L}) € G U{L}.

Fall 2: BA(b) = false. Dann ist b € EA, also b € G4 (Priimisse von (i)). Die Def. von t;,,, liefert

tioop(a)(BA,CH)(b) = b € GA.

Fall 3: BA(b) = L. Dann ist 0, () (B4, C4)(b) = L.
In allen drei Fillen ist also b € G4 U { 1}, womit (iv) bewiesen ist. O

Satz 10.2.4 (zuldssige Formeln) Sei A eine monotone X-Algebra. Eine X-Formel ¢ < u mit ¢,u € Tx(X),
ist zuléssig, wenn fiir alle Funktionssymbole f € ¥, die in ¢ < u vorkommen, f4 stetig ist.

Beweis. Sei {a;}ien eine Kette von A so, daf a; = F fiir alle i € N gilt. Dann ist t*(a;) = af(t) < a}(u) =
u?(a;) (vgl. 4.1.6). Also ist sup{u®(a;)}ien eine obere Schranke aller 4 (a;), i € N. Daraus folgt
sup{t*(a;) }ien < sup{u®(a;)}ien,

da sup{u“(a;)}ien die kleinste obere Schranke ist. Da fiir alle Funktionssymbole f € ¥, die in ¢ < u vorkommen,
fA stetig ist und Kompositionen stetiger Funktionen wieder stetig sind, erhdlt man

(sup{asbien)* (1) = t* (sup{a; bien) = sup{t*(a:) }yien < sup{u”(a:) bien = u (sup{asbien) = (sup{a;}ien)*(u).
Also gilt sup{a;}ieny E F. QO
Das Préadikat partial mit
partial(f : N = N|) <=4 IneN: f(n)=1
ist beispielsweise nicht zuldssig, weil partial zwar fiir jede Kette {f; : N — N } mit f;(n) = L < n > i, aber
nicht fiir deren Supremum gilt.

Ein Kalkiil ist vollstéindig bzgl. einer Klasse C von Strukturen, wenn man alle in allen (!) A € C giil-
tigen Formeln mit seinen Regeln ableiten kann. Ein solcher Kalkiil erfreut den Informatiker, sieht er dar-
in doch die Chance, die Giiltigkeit von Formeln zu entscheiden. Leider liefert aber die Vollstdndigkeit noch
kein Entscheidungsverfahren, sondern nur — falls die Regelmenge endlich ist — ein Aufzdhlungs- oder Semi-
Entscheidungsverfahren fiir giiltige Formeln. Man kann die Vollstdndigkeit eines Kalkiils hdufig durch Induktion
iiber der Struktur der giiltigen Formeln beweisen.

Der Hoare-Kalkiil ist vollstdndig bzgl. jeder Signatur 3 und jeder Struktur A im Sinne von Def. 10.2.1, sofern

man fiir alle Programme C und Nachbedingungen G die schwdchste Vorbedingung von (C, G) formulieren kann:

Definition und Satz 10.2.5 (Cook’s Theorem: Vollstéindigkeit des Hoare-Kalkiils) Seien ¥ und A
wie in Def. 10.2.1, C' € T (X)com und G eine ¥-Formel. Die schwichste Vorbedingung bzw. schwichste
liberale Vorbedingung von (C, G) ist eine ¥-Formel F mit F4 = (C4)~1(G4) bzw. F4 = (C) 1 (GAU{L}).

A heifst ausdrucksfihig, wenn fiir alle C' € T%(X)com und X-Formeln G die schwichste liberale Vorbedin-
gung von (C, G) existiert, intuitiv: wenn alle schwiichsten liberalen Vorbedingungen in A formulierbar sind.

Ist A ausdrucksfihig und gilt A = {F}C{G}, dann ist {F}C{G} aus in A giiltigen X-Formeln mit den
Regeln des Hoare-Kalkiils ableitbar.

Beweis durch Induktion iiber dem Aufbau von C' (vgl. [61], Thm. 8.11). &
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10.3 Reduktionssemantik rekursiver Programme

Definition 10.3.1 Sei — eine bindre Relation auf einer Menge A. Dann bezeichnet 5 den transitiven und
— den reflexiv-transitiven Abschluf von —s. Sei a € A. b € A heift Redukt von a bzgl. —, falls ¢ — b
gilt. b ist eine Normalform von a bzgl. —, wenn es aufierdem kein ¢ € A mit b — ¢ gibt. — heiflt schwach
normalisierend, wenn jedes a € A eine Normalform bzgl. — hat. — heiftt stark normalisierend, wenn
—~! wohlfundiert ist.

— heifit konfluent, wenn fiir alle a,b,¢ € A mit « — bund a — cein d € A mit b — d und ¢ — d
gibt. — heifit stark konfluent, wenn fiir alle a,b,¢ € A mit ¢« — bund a — c ein d € A mit b — d und
¢ —> d gibt. — heifit lokal konfluent, wenn fiir alle a,b, ¢ € A mit a — bund a — ceind € A mit b — d
und ¢ — d gibt. O

Satz 10.3.2 Seien — und = zwei binire Relationen auf einer Menge A, deren reflexiv-transitive Ab-

schliisse iibereinstimmen.

(i) Ist = stark konfluent, dann ist — konfluent.
(ii)  Ist — lokal konfluent und stark normalisierend, dann ist — konfluent.

(iii)  Ist — konfluent, dann hat jedes Element von A hochstens eine Normalform bzgl. —.

Beweis. (i) zeigt man durch Induktion iiber die Anzahl der —-Schritte, aus denen sich zwei Reduktionen
a — b und a — ¢ zusammensetzen. (ii) erhdlt man durch Noethersche Induktion entlang — (vgl. §7.2). Zu
(iii): Hat a zwei Normalformen b und ¢, dann gilt  — b und a — ¢. Ist — konfluent, dann gibt es ein d € A
mit b — d und ¢ — d, was der Voraussetzung widerspricht, daf b und ¢ Normalformen bzgl. — sind. O

Definition 10.3.3 (Reduktionsregeln fiir rekursive Programme) Sei ¥ eine Signatur mit Sortenmenge
S, A eine monotone X-Algebra, X' =X U{A; | s € S}, & ={F1:v1 > wy,...,Fi: vp = wg} (s. 10.1.8) und

Decl(@) = {Fl(acl) = tl, .. .,Fk(a:k) = ﬁk}

ein Gleichungssystem iiber ¥ U ®. — ¢ bezeichnet die von folgenden Reduktionsregeln erzeugte Reduktionsre-
lation (vgl. 5.1.10):

unfold-Regeln Fi(z;)) — t; firallel <i<k

branch-Regeln if true then x elsey — =
if false then = elsey — vy

simplify-Regeln  op(a) — op?(a) fiiralleop:w —s€ X\ ®\ {if then else} unda € A, QO

Diese Regeln liefern eindeutige Normalformen, was sich nur mithilfe von 10.3.2(i)/(iii) zeigen 1aft, weil —¢
wegen der beliebigen Rekursion in Decl(®) i.a. nicht normalisierend ist.

Wir definieren eine parallele Reduktionsrelation = auf T (X)) wie folgt:

o [ —>1.

ot —pt = t=>t.

oty =th,....t, =1t, = op(t1,...,tn,) = op(t},...,t}) firalleop:w — seX.

— ist stark konfluent und es gilt ===-—". Also kann nach Satz 10.3.2(i)/(iii) jedem normalisierbaren
t € Ts(X) seine Normalform als Wert zugeordnet werden.
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Definition 10.3.4 (Reduktionssemantik rekursiver Programme) Es gelten die Voraussetzungen von
10.3.3. Sei t € Ts. nf(t) bezeichne die Normalform von ¢t bzgl. — . An den Reduktionsregeln von —
erkennt man sofort, daf nf(t) ein Element von A\ {L} ist. Fiir alle 1 < ¢ < k ist die Reduktionssemantik
von F; definiert als Funktion F7¢44) . Ay, — A,, mit

7

red(A nf(F;(a falls nf(F;(a)) existiert
Fred@) () :def{ Lf( i(a)) sonstjlc:g i(a))

Fiir jeden Term t, der eine Normalform hat, kann diese durch folgende Reduktionsstrategie aus t abgeleitet
werden: branch- und simplify-Regel werden stets vor der unfold-Regel angewendet und bei deren Anwendung
wird der am weitesten links stehende Redex ersetzt. Man zeigt das, indem man beweist, dafs diese call-by-

name-Strategie sicher ist (s. 10.3.6).
Definition 10.3.5 (Reduktionsstrategie) Es gelten die Voraussetzungen von 10.3.3.

Zunéchst definieren wir fiir alle t € Ty, die Funktion t$ wie in 10.1.8 mit dem einzigen Unterschied, daf ¢4
jetzt fiir jedes einzelne Vorkommen eines Symbols von @ in ¢ ein entsprechendes funktionales Argument hat.
Tritt also in ¢ genau k-mal ein Symbol von ® auf, dann hat tg k funktionale Argumente fi,..., fi, auch wenn

mehreren davon dasselbe Symbol von ® entspricht.

Eine Berechnungsfolge von t € Ts ist eine Kette {¢;}ien von Ts bzgl. i>q> mit ¢ty = t. Eine Redukti-
onsstrategie ist eine Funktion RS, die jedem t € Ty eine Berechnungsfolge von ¢ zuordnet. RS kann wiederum
auf eine spezielle Strategie Un fold(RS) abgebildet werden, die nur die un fold-Schritte von RS ausfiihrt, d.h.
fiir alle t € Ty und 7 € N gilt:

(i) Unfold(RS)(t)i+1 entsteht aus Un fold(RS)(t); durch Anwendung der un fold-Regel auf Un fold(RS)(t);,

(ii) RS(t)ie = Unfold(RS)(t)i -

(ii) bedeutet, dafs die im i-ten Schritt von RS bzw. Unfold(RS) erzeugten Terme semantisch dquivalent sind.
Fiir alle 1 < j <k ist die RS-Semantik von F} definiert als Funktion F sz 1 Ay, — Ay, mit

F[*(a) =aer sup{RS(Fj(a))i.e()}ien. 2
Sei RS eine beliebige Reduktionsstrategie, t € Tx und i € N. Da fiir alle op : w — s € ¥, op® monoton ist,

gilt
Unfold(RS)(t):o(2) < Unfold(RS)(t)it1,5(2),

also wegen (ii) auch
(i) RS(t)ieo(2) < RS(t)it1.0().

Diejenige Reduktionsstrategie RS, bei der RS(t);4+1 aus RS(t); dadurch entsteht, daf die un fold-Regel auf alle
Vorkommen eines Symbols von ® in RS(t); gleichzeitig angewendet wird, heift full-substitution-Strategie
und wird mit F'S bezeichnet. Ein Reduktionsschritt geméf der full-substitution-Strategie entspricht genau einer
Anwendung der Funktion tg. Fiir alle 1 < j < k und a € A, ist ndmlich

(iv)  FS(Fj(a))ie(Q) = proj;(ts(2))(a),

d.h. der Wert des von der full-substitution-Strategie nach i Schritten aus F)j(a) abgeleiteten Terms F'S(F;(a));
ist gerade die auf a angewendete Fj-Komponente von ¢4 (€2). Aus (iv) erhilt man sofort

(v)  Ef%(a) = proj;(ifp(ts))(a).
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Auferdem ist F'S die “schnellste” Strategie, d.h. fiir jede Reduktionsstrategie RS gilt
Unfold(RS)(Fj(a)); —o FS(F;(a)):,

also wegen (ii) und (iii)

RS(Fj(a))i2(Q) < FS(Fj(a))i,e(9).

)

Daraus folgt wegen (v)
(vi) Ff*(a) < proj;(fp(ts))(a).

Definition 10.3.6 Eine Reduktionsstrategie heiftt Fixpunktstrategie, wenn fiir alle 1 < j < k FjRS =
Fit =g proj; (Ifp(te)) gilt.

Sei 1 < j <k, ac Ay, und RS(Fj(a)) = {ti}ien. O.B.d.A. seien die Argumente fi,..., fx von t; ¢ so
angeordnet, dafs die beim Reduktionsschritt von ¢; nach ¢;4 1 ersetzten Symbole von ® den ersten r Komponenten
von (f1,..., fr) entsprechen (vgl. 10.3.5). RS ist eine sichere Strategie, wenn fiir alle ¢ € N gilt: Enthilt ¢,
Symbole aus ®, dann ist

tia(Q ., fryr,.., fn)=1. 1

Ist RS sicher und ¢ ein “undefinierter Term”, dann terminiert die mit RS durchgefiihrte Reduktion von ¢
nicht.

Satz 10.3.7 (Aquivalenz von Reduktions- und Fixpunktsemantik rekursiver Programme) Sei
RS eine Fixpunktstrategie, 1 < j < k und a € A,,. Hat Fj(a) eine Normalform bzgl. —¢, dann wird diese
von RS erreicht, d.h.

RS _ pred(A)
F; (a) = F ; (a).

Beweis. Sei nf die Normalform von Fj(a) bzgl. —&. Angenommen, nf wird von RS nicht erreicht. Dann
enthilt jeder Term von RS(Fj(a)) mindestens ein Symbol von ®. Also ist F/**(a) = L. Da nf aber existiert,
gibt es eine andere Strategie RS’, die nf erreicht, d.h. F]»RS/ (a) =nf # L. Aus (vi) folgt ein Widerspruch:

L#nf=Fa) <Fia)=F¥@ =1 0

Satz 10.3.8 ([65], Theorem 5-4) Eine sichere Reduktionsstrategie RS ist eine Fixpunktstrategie.

Beweis. Angenommen, RS ist keine Fixpunktstrategie. Dann gibt es 1 < j < k, a € A,; und 7 € N so,
dafs einerseits FJA(a) = proj;(t4())(a) # L und andererseits FjRS(a) = L gilt. Sei RS(Fj(a)) = {u,}ren und
Unfold(RS)(Fj(a)) = {tr}ren. Aus (iv) folgt

FS(Fj(a))s0() # L.

Wir stellen uns die mit der un fold-Regel aus F)j(a) ableitbaren Terme als Bdume vor und setzen 0.B.d.A. voraus,
daf jede Gleichung von Decl(®) die Form F(x) = g(F;, (t1), ..., Fi, (tn)) hat. Sei t =gq.¢ FS(Fj(a));. Jeder Weg
von der Wurzel von t zum ersten Symbol von ® hat die Lénge i. Wegen F jRS (a) = L existiert auferdem r € N
derart, dafs ¢, Symbole aus ® enthilt, beim Reduktionsschritt von ¢, nach ¢,.,; aber nur noch solche Teilterme
ersetzt werden, deren Wurzel mindestens ¢ Kanten von der Wurzel von ¢,. entfernt ist, weil es auf kiirzeren Wegen
keine Symbole von & mehr gibt. Ersetzt man die restlichen Teilterme non t,., deren Wurzel ein Symbol von ®
ist, durch ¢, dann erhélt man einen Term ¢/, in dem jedes Symbol von ® mindestens ¢ Kanten von der Wurzel
entfernt ist. Aus der Konstruktion von ¢t/ folgt, daf dieser Term durch Anwendungen der unfold-Regel aus ¢
ableitbar ist, so daf to(€2) <t 4(€2) gilt, was schlieblich einen Widerspruch zur Sicherheit von RS impliziert:

L #t(Q) <t.5(Q) =t,2(Q,...,Q2,t2(Q),...,ta(Q)) @ Ura(Q2, ..., ta(),...,te()) =1L. 1
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Mit dem Sicherheitskriterium 1a#t sich nun zeigen, daf die o.g. call-by-name-Strategie eine Fixpunktstrategie
ist:

Seil < j <k, ac Ay, RS(Fj(a)) = {ti}ien und i € N so, daf ¢; mindestens ein Symbol von & enthiilt.
Ein Term t heifie simplifiziert, wenn die branch- oder simplify-Regel auf ¢ nicht anwendbar ist. Fj(a) ist

simplifiziert, so daft nach Definition der call-by-name-Strategie auch ¢; simplifiziert ist. Deshalb gilt einer der
folgenden drei Fille:

Fall 1:t; = Fj(ua, . . ., Up) firein 1 < j < kund uq, ..., u, € Ts. Dann ersetzt RS genau dieses Vorkommen
von F}; im Schritt von ¢; nach ¢;41. Also gilt

ti,@(ﬂv'"aQ7fT+17"'7fn):Q(Q7"'7Q7f’r+1a"'7fn):L'

Fall 2: t; = if p then u else v fir p,u,v € Txs. Da t; simplifiziert ist, enthélt p Symbole von . Da RS
das am weitesten links stehende dieser Symbole im Schritt von #; nach ¢;11 ersetzt und alle Funktionen von p
“oberhalb” dieses Symbols strikt sind®”, gibt es a,b € A mit

(D, frga,, o) = ifAL then a else b= L.

Fall 3: t; = op(uq, ..., up) fiir ein op € X\ ®\ {if then_ else} und uq,..., U, € Txs. Da t; mindestens ein
Symbol von ® enthilt, gilt das auch fiir (uq,...,u;). Das am weitesten links stehende dieser Symbole gehore
zu u;. Da RS genau dieses Symbol im Schritt von ¢; nach t;;, ersetzt und alle Funktionen von u; “oberhalb”
dieses Symbols strikt sind®, gibt es a1, ...,a,, € A mit a; = L und

tio (., frg1s o, fo) = opA(al,...,am) = 1.

11 A-Terme, Typen und Bereiche

Der A-Kalkiil ist die Basis aller Programmiersprachen, in denen Funktionen beliebiger Ordnung als Objekte
definiert und verwendet werden konnen. FPF (vgl. 4.1.5) hat diese Eigenschaft nicht. Deren Objekte sind
Konstanten (die Elemente von Beeps;) sowie Funktionen erster Ordnung (die Elemente von By,y,). IPF erlaubt
iiberhaupt keine Funktionen als Objekte. Zwar werden die Sorten exp, boolexp und com als Funktionenrdume
interpretiert (vgl. 9.2.7). Ein Term der Sorte exp, boolexp oder com kann in einem IPF-Programm jedoch nicht
als Darstellung einer Funktion verwendet werden.

Man spricht vom A-Kalkiil, weil die Semantik dieser Sprache zunéchst iiber ein Regelsystem definiert wurde.
Spéter stellte man dann die Frage, welche semantischen Bereiche durch A-Ausdriicke reprasentiert werden.

11.1 Typen und M-Kalkiil

Definition 11.1.1 (Typen) Sei S eine Menge von Sorten und 7X eine Menge von Typvariablen®’. Die
Menge T'ypes(T X ) der Typen iiber S ist induktiv definiert:

e Jede Sorte von S ist ein Typ {iber S.
e Jede Typvariable von T'X ist ein Typ tiber S.

67Genaugenommen kann unter diesen Funktionen wieder das (nicht-strikte) Konditional sein. Dann steht das zu ersetzende
Symbol von & aber im Booleschen Argument des Konditionals, weil ¢; simplifiziert ist.

68dto.

69} a. griechische Buchstaben
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o Fiir alle t,t',t1,...,t, € Types(TX) und a € TX sind auch t; + -+ ¢, t1 X -+ X t,, t > ', pat, Vot
und ¢ Typen iiber S.

Eine Typvariable o kommt in einem Typ ¢ gebunden vor, falls ¢ einen Teiltyp der Form pat’ oder Vat’
enthilt. @« € TX ist eine freie Variable von ¢, wenn « in ¢ nicht nur gebunden vorkommt. Ein Typ heifit
geschlossen, wenn er keine freien Variablen enthilt. Die Menge der geschlossenen Typen iiber S bezeichnen
wir mit CLTypes(TX).

Definition 11.1.2 (Typmodell) Sei S eine Menge von Sorten und T'X eine Menge von Typvariablen. Ein
Typmodell A iiber S ist eine CLTypes(T X )-sortierte Menge mit folgenden Eigenschaften:

(1) At1+~~-+tn = Atl (GG Atn71 und At1><---><tn = At1 X ... X Atn fir alle t1,...,ty € CLTypeS(TX)7
(i) 0# Ay C[A — Ay] fir alle ¢,¢' € CLTypes(TX),

(ili))  Apar = Ay fir alle « € TX und t € CLTypes(TX),

a+—pat

(iv)  0# Avar SN{A; _, |t/ € CLTypes(TX)} fiiralle « € TX und t € CLTypes(TX). 1

Daf bei (ii) und (iv) nur Inklusion und nicht Isomorphie verlangt wird, hdngt ausschlieflich mit der Inter-
pretation polymorpher Typen Vot zusammen, fiir die man bisher kein “besseres” Modell gefunden hat (vgl. 5.5).
Nichtleer sollten A;_ ., und Ay, allerdings sein, weil sonst alle Formeln mit freien Variablen des Typs t — ¢/

bzw. Vat in A giiltig wéren.

Definition 11.1.3 (polymorphe Signatur und Algebra) Sei TX eine Menge von Typvariablen. Eine po-
lymorphe Signatur ist ein Paar 3 = (5, ('), bestehend aus einer Menge von Sorten und einer CLTypeg(T X )-
sortierten Menge C' von Konstanten. Anstelle von ¢ € C; schreiben wir ¢: ¢ € C.

Eine polymorphe ¥-Algebra ist ein Paar (A, C4), bestehend aus einem Typmodell A iiber S und einer
Interpretation C# von C in A, d.h. fiir alle ¢ : t € C gibt es ¢ € A,. O

Eine polymorphe Signatur ¥ = (5, C) mit
Ci#0 < t€SVIsy,...,5,,8€E8 1t =51 X X5, —5)

entspricht einer Signatur im Sinne von Def. 3.5.

Definition 11.1.4 (A-Terme) Sei ¥ = (S, C) eine polymorphe Signatur und X eine Menge von Individu-
envariablen. Die Menge Ax(X) der A-Terme iiber ¥ und X ist induktiv definiert:

e CUX C Ax(X),

e ceer,...en €An(X), x€X = Axee, pxe, (e€), (e1,...,€n), €xce € As(X).

ez« ¢ bezeichnet denjenigen Term, der aus e entsteht, wenn alle in e gebundenen Vorkommen freier Variablen
von €’ in neue Variablen umbenannt werden und anschliefend jedes Vorkommen von z in e durch €’ ersetzt wird
(vgl. §6.5).

Im Gegensatz zur Sortierung von Termen iiber monomorphen Signaturen ist die Typisierung von A-Termen
nicht durch den Aufbau der Terme festgelegt (vgl. 3.9). Man kann typ-inkonsistente, nicht typisierbare A-
Terme bilden. Typisierbar ist ein Term genau dann, wenn sein Typ mit den folgenden Inferenzregeln ableitbar

ist.

"0t «yr bezeichnet den Typ ¢/, der aus t entsteht, indem man dort alle gebundenen Vorkommen freier Variablen von ¢’ in neue
Variablen umbenennt und dann jedes Vorkommen von « durch t’ ersetzt.
"Ldisjunkte Vereinigung
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Definition 11.1.5 (typisierbare A-Terme) Sei ¥ = (5,C) eine polymorphe Signatur, X eine Menge
von Individuenvariablen und 7T'X eine Menge von Typvariablen. Eine Typannahme ist eine partielle Funktion
o : X — Types(TX). Man schreibt o auch als Menge der Ausdriicke x : ¢ mit o(z) = ¢. Ein Typurteil ist
ein Ausdruck der Form o F e : t, wobei o eine Typannahme, e ein A\-Term iiber X und ¢ ein Typ {iber S ist.
ot e : t soll bedeuten, dak unter der Annahme o der Term e den Typ ¢ hat.

Der Curry-Kalkiil zur Ableitung von Typurteilen besteht aus aus folgenden Inferenzregeln: Sei o ein
Typzustand, e, e’ eq1,...,e, € Ax(X) und ¢,t',t1,...,t, € Types(TX), z € X und o € TX.

Konstantenaxiome ockc:t firallec:teC

Variablenaxiome ckbx:t fallso(x) =t
obF(e1,...,en) 181 X o Xty
Tupel 1
belrege okei:ty,...,oFe,:t, fr
FAre:t—t Fuze:t—t
Abstraktionsregeln g -c 7ML f
cU{z:t}re:t cU{z:t=ttre:t=t)—= (t—=1)
ob(ee):t
Applikati 1
ppiixationsrege okFe:t—t, UFe’:tTT
L obe, .t
Substitutionsregel s e i ouU ?x T f
Fe:pat Fe:tocpa
Datentypregeln N I tacpat 4
oFe:tacpat ole:pat
Fe:Vat Fe:tacy
Polymorphieregeln gre: vt {} falls @ nicht frei in o(X) grelacy i

ohe:t okFe:Vat

Ein A-Term e heifit typisierbar, wenn mit dem Curry-Kalkiil ein Typurteil der Form () - e : ¢ ableitbar ist.
a

Definition 11.1.6 (Reduktionsregeln des A\-Kalkiils) Sei ¥ = (S,C) eine polymorphe Signatur und
(A,C*4) eine polymorphe ¥-Algebra. Die Reduktionsregeln des A\-Kalkiils lauten wie folgt: Sei e, e’ € Ax(X)
und z € X.

B-Regel (Azee’) — ey falls keine freien Variablen von €’ in e gebunden vorkommen
n-Regel  Az(e ) — e falls = keine freie Variable von e ist

5-Regel (ce) — c?(e) fiir alle c € C mit c?(e) € Ax(X) Q

Mit der 6-Regel konnen nicht-strikte Standardfunktionen von C4 (vgl. 10.1.6) lazy ausgewertet, d.h. auf
gef. nur unvollstindig ausgewertete Argumente angewendet werden. Alternativ kann man strikte und nicht-
strikte Funktionen — wie das zur Definition rekursiver Funktionen i.a. bendtigte Konditional if then else —
auch durch A-Terme definieren. So erhélt man mit folgenden Definitionen die iibliche Bedeutung von if then _else,
d.h. die Terme if true then e else ¢/ und if false then e else €’ lassen sich mit der 3-Regel zu e bzw. €’ redu-

zieren:

o true =g Ax(Ayx)
o false =4ef Ax(Ayy)

o if _then_else =aer Ax(Ay(Az((z y)z)))
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Tatséchlich sind alle berechenbaren Funktionen A-definierbar (vgl. [20], Theorem 11.44).

— bezeichnet im folgenden die von den Reduktionsregeln des A-Kalkiils erzeugte Reduktionsrelation. Man
beachte, daf diese Reduktionsregeln keine Variablen im Sinne der vorangegangenen Definition enthalten, d.h. im
Falle des A-Kalkiils 143t sich die erzeugte Reduktionsrelation ohne Verwendung von Substitutionen definieren:

e e —e =gy EsgibtceAn(X), (I,r) € Rund z € var(c) mit e = ¢y und €’ = cze sy

—> ist weder stark noch schwach normalisierend. Z.B. hat der Term (Az(zx))(Az(xzz)) keine Normalform,
weil er mit der S-Regel zu sich selbst reduzierbar ist. Zwei Ergebnisse sind jedoch festzuhalten:

e Fiir jeden A-Term e, der eine Normalform hat, kann diese durch folgende Reduktionsstrategie aus e
abgeleitet werden: Die 7- und J-Regeln werden vor der 5-Regel angewendet und bei deren Anwendung
wird der am weitesten links stehende Redex ersetzt (Satz von Curry).

e Jeder typisierbare A\-Term hat eine Normalform.

Da —>;1 nicht wohlfundiert ist, lafst sich die Eindeutigkeit von — y-Normalformen nicht mithilfe der
Konfluenzkriterien aus §5.2 zeigen. Stattdessen definiert man induktiv die parallele Ein-Schritt-Relation
—=: Sei e, e, e1,...,en, €, el [, f € As(X) und z € X.

e c=e.
e ¢ — ¢’ impliziert Axze = Aze’.

e e = ¢’ und f = [’ impliziert (e f) = (¢’ f').

e ¢y =>e¢,...,e, = ¢}, impliziert (e1,...,e,) = (€f,...,¢€}).

/

T f falls x eine freie Variable von e und €’ ist.

e ¢ —> ¢ und f = [’ impliziert A\z(e f) = ¢
e ¢ = ¢’ impliziert Az(e ) = ¢/, falls = keine freie Variable von e ist.

o ¢ = ¢ impliziert c?(e) = c*(¢’) fiir alle ¢ € C mit c¢*(e) € Ax(X).
Satz 11.1.7 (= ist stark konfluent) Sei = wie oben definiert.

(i) e==¢ und f = [’ impliziert e,y = € fiir alle z € X.

(i) = ist stark konfluent, also: e = ¢’ und e = f’ impliziert ¢/ = f und f’ = f fiir ein f € Ax(X).

Beweis. Beide Behauptungen zeigt man durch Induktion tiber den Aufbau der jeweiligen Pramisse. (i) wird

im Beweis von (ii) benotigt. Liegt beispielsweise der Fall

Ae(e f) = e,y und z(e f) = e, s

"

vor, dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung A-Terme ¢’/ und f”’ mit ¢/ = €, " = €', ' = " und
) b) b

" = f". Daraus folgt wegen (i):

/ " " "
ex(ff’ — ez%f’” und ez(—f” — 61(—)"’”' |

Normalformen von A-Termen sind also eindeutig, so daft mit den Voraussetzungen von 11.1.6 jedem norma-
lisierbaren e € Ay (X) seine Normalform als Wert zugeordnet werden kann:

Definition 11.1.8 (Reduktionssemantik von A-Termen) Sei ¥ = (S, C) eine polymorphe Signatur und

red(A)

(A,C4) eine polymorphe ¥-Algebra. Die Reduktionssemantik e eines A-Terms e ist definiert als die

Normalform von e bzgl. —, falls sie existiert. Andernfalls ist e"¢4) undefiniert. 0
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11.2 Rekursive Bereiche

Die Anforderungen an ein Typmodell (vgl. 11.1.2) werden natiirlich nicht von jeder beliebigen Interpretation der
einzelnen Typen erfiillt. Insbesondere fiir funktionale Typen der Form ¢ — ¢/, rekursive Typen der Form
pat und polymorphe Typen der Form Vat bedarf es einigen modell-theoretischen Aufwandes, um tiberhaupt
Mengen A;_y/, Aot und Ayes zu finden, die 11.1.2(ii), (iii) bzw. (iv) erfiillen.™

Beginnen wir mit den rekursiven Typen. Der geforderte Isomorphismus Ao = A, _,,, dhnelt einer Glei-
chung F' = t eines rekursiven FPF-Programms (vgl. 10.1.11). So wie man deren Losung als Fixpunkt der
Funktion t(f) =gef t4, 7 konstruiert, geht man auch bei der Lésung von Bereichsgleichungen zwischen Ty-
pen vor, da A,a = Ay, .. gerade bedeutet, daf A, eine Losung der Gleichung o =t in « ist. Die Funktion
7, deren Fixpunkt eine solche Losung wére, ist, grob gesagt, durch 7(C') = tﬁeC definiert. Da hier jedes Element

C' im Definitionsbereich von 7 eine Menge ist, wird die gesamte CPO-Theorie (vgl. §2.2) auf die Ebene von
Mengensystemen oder Kategorien gehoben. 7 wird dabei zum Funktor.

Definition 11.2.1 (Kategorie, Funktor) Eine Kategorie K besteht aus

e ciner Klasse Obj(K) von K-Objekten,
e zu je zwei K-Objekten A, B einer Menge K(A, B) von KX-Morphismen von A nach B,

e ciner assoziativen Komposition
o: K(A,B) x K(B,C) — K(A,C)

(frg)—>gof

e und zu jedem KC-Objekt A einer Identitét ids € K(A, A), so dab fiir alle B € Obj(K) und f € K(A, B)
foida=f=idgo f gilt.

Ist K gegeben, dann schreibt man f : A — B anstelle von f € K(A,B). A heifit Quellobjekt und B
Zielobjekt von f. f : A — B ist ein Isomorphismus, wenn es ein g: B — A mit fog=1idg und go f =ida
gibt. A und B sind isomorph, geschrieben: A = B, falls es einen Isomorphismus f : A — B oder, was dquivalent
ist, einen Isomorphismus f : B — A gibt.

Set bezeichnet die Kategorie, deren Objekte Mengen und deren Morphismen Abbildungen sind. Fiir alle
n > 1 bezeichnet Set™ die Kategorie, deren Objekte n-Tupel von Mengen und deren Morphismen n-Tupel von
Abbildungen sind. A

Definition 11.2.2 (Funktor) Seien K und £ zwei Kategorien. Ein Funktor F : K — L bildet jedes K-
Objekt auf ein £-Objekt und jeden -Morphismus f : A — B auf einen £-Morphismus F(f) : F(A) — F(B)
ab derart, daf fiir alle -Objekte A und alle komponierbaren K-Morphismen f, g gilt:

o F(ida) = idF(A),

* Fgof)=F(g)oF(f).Q

Beispiel 11.2.3 (map-Funktor) Die Haskell-Funktion map :" a =’ b =’ a list =’ b list ist ein Funktor
von der Kategorie Set der Mengen in die Kategorie Mon der Monoide: Fiir alle A € Set und alle Abbildungen

f:A— Bist
map(A) =ger (A", ++, nil)

map(f)([ala .. '7an]) —def [f(al)v sy f(an)]

72Im ersten und zweiten Fall folgen wir i.w. [60], im dritten i.w. [64] (vgl. auch [108], §15.5).
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Set(A, B) ist also die Menge aller Abbildungen von A nach B, wihrend Mon(C, D) als Menge aller Monoid-
Homomorphismen vom Monoid (C, *¢,1¢) ins Monoid (D, *P,17) definiert wird. &

Definition 11.2.4 (initiales Objekt, w-Diagramm, Cokegel, Colimes, w-Kategorie) Sei K eine
Kategorie. Ein KC-Objekt I heifit initiales Objekt von KC, falls fiir jedes K-Objekt A genau ein K-Morphismus
intg : I — A existiert.

Eine Folge A = {f; : A; = A;t1}ieny von K-Morphismen heift w-Diagramm von K. Eine Folge u = {y; :
A; = Al}ien von K-Morphismen mit p; = p;qq o f; fiir alle ¢ € N heift Cokegel von A. A heifit Zielobjekt
des Cokegels p.

Ein Cokegel v = {v; : A; — C};en von A heiflt Colimes von A, wenn fiir jeden Cokegel p = {u; : 4; —
Al}ieny von A genau ein K-Morphismus coly : C — A existiert mit coly o v; = p; fiir alle i € N.

K heifst w-Kategorie, falls I ein initiales Objekt hat und jedes w-Diagramm von X einen Colimes hat.

Jede Kategorie hat bis auf Isomorphie hochstens ein initiales Objekt und hoéchstens einen Colimes eines

w-Diagramms.

Satz 11.2.5 (Konstruktion von Colimiten in Set) Ein Cokegel {v; : A; = C}ien eines w-Diagramms
A={fi: A — Ait1}ien von Set ist genau dann der Colimes von A, wenn C' isomorph zum Quotienten der
disjunkten Vereinigung aller A; ist:

C = (HA)/~,
1€N
wobei ~ die von allen Paaren (f;(a;),a;) erzeugte Aquivalenzrelation auf A =g ;o Ai ist. v; ist dann die
Komposition aus der Einbettung von A4; in A und der natiirlichen Abbildung nat : A — A/~, d.h. v;(a) =4¢s [a]~
fir alle a € 4,7 0

Definition 11.2.6 (w-Funktor) Seien K und £ zwei w-Kategorien. Sei v = {v; : A; = C'}ien der Colimes
eines w-Diagramm A = {f; : A; = A;1+1}ien. Ein Funktor F' : L — £ heift w-Funktor, wenn F' Colimiten
erhilt, d.h. wenn F'(v) = {F(v;) : F(A;) = F(C)}ien der Colimes des w-Diagramms F'(A) = {F(f;) : F(4;) —
F(A;11)}ien ist. O

Man erkennt folgende Korrespondenzen zwischen ordnungstheoretischen Begriffen einerseits und kategorien-

theoretischen Begriffen andererseits:

Menge Objektklasse
Halbordnung Morphismenmenge
kleinstes Element initiales Objekt
Kette w-Diagramm
obere Schranke Cokegel
Supremum Colimes

CPO w-Kategorie
Funktion Funktor

stetige Funktion w-Funktor
Fehlt nur noch die kategorielle Version des Kleeneschen Fixpunktsatzes (vgl. 10.1.4), fiir deren Ableitung
noch der Begriff der F-Algebra verwendet wird.

Definition 11.2.7 (F-Algebra) Sei F': K — K ein Funktor und A ein K-Objekt. Eine F-Algebra ist ein
K-Morphismus « : FI(A) — A. F-Algebren bilden die Kategorie Algg. Ein Algp-Morphismus von der F-Algebra
a: F(A) = Ain die F-Algebra 8 : F(B) — B ist ein K-Morphismus f: A - Bmit foa= 8o F(f).d

Angenommen, Algr hat eine initiales Objekt ¢ : F'(I) — I. Dann gibt es einen Algp-Morphismus

£ F() =5 1) — [F(R(T) 28 F().

"3Diese Colimeskonstruktion kann man entsprechend auch auf Diagramme anwenden, die keine w-Diagramme sind.
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Also gilt Lo for=10F(1)o F(f) =10 F(to f). Wegen idf ot =1 = toidp(;y = to F(idr) sind id; und v o f
zwel Algp-Morphismen von ¢ nach ¢. Wegen der Eindeutigkeit eines solchen Morphismus gilt id; = ¢t o f. Da
[ ein Algp-Morphismus ist, gilt dann auch f ot = F(1) o F(f) = F(ro f) = F(id;) = idp(s). Also ist ¢ ein
Isomorphismus.

Damit haben wir gezeigt:

Lemma 11.2.8 (Initiale Algebren sind Isomorphismen) Sei F' : K — K ein Funktor derart, da die
Kategorie Algp ein initiales Objekt ¢ : F'(I) — I hat. Dann sind I und F(I) isomorph. [

Satz 11.2.9 (Kategorieller Fixpunktsatz) Sei K eine w-Kategorie, J das initiale Objekt von I und
F : K — K ein w-Funktor. Dann gibt es ein Objekt I in I mit F(I) 2 I, das das Zielobjekt sowohl der initialen
F-Algebra als auch des Colimes des w-Diagramms {F" (inip(s))}ien ist.

Beweis. Lemma 11.2.8 und folgender Satz.

Satz 11.2.10 (w-Funktoren liefern initiale Algebren) ([60], Theorem 2.1; [95], Lemma 3.4.4) Sei K eine
w-Kategorie, J das initiale Objekt von K und F' : K — K ein w-Funktor. Dann hat Algp ein initiales Objekt
t: F(I) — I. Dabei ist I das Zielobjekt des Colimes {v; : F(J) — I};en des w-Diagramms

{F'(inips)) : F'(J) = F(J)bien

und F(I) das Zielobjekt des Cokegels {F(v;) : F**'(J) — F(I)}ien des w-Diagramms {F" (inip ) }ien,
der als Bild eines Colimes unter dem w-Funktor F' selbst Colimes ist. Damit erhélt man ¢ als eindeutigen
K-Morphismus von F(I) nach I mit ¢ o F(v;) = vy fiir alle i € N.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ initial in Algr ist. Sei a : F(A) — A eine F-Algebra. Da J initial
in K ist, hat das w-Diagramm {F'(inip(s))}ien den Cokegel {F(u;) : F'(J) = A}ieny mit pg = inig und
pi = o F(u;—y) fiir alle i > 0. Da {v; : F*(J) — I}ien der Colimes von {F"*(inip(s))}ien ist, gibt es einen
eindeutigen IC-Morphismus von coly : I — A mit col 4 o v; = p; fiir alle i € N. Man erhilt

colporoF(v;) =colgovipr = piv1 = ao F(u;) =ao F(colgov;) =ao F(coly)o F(v;),
also
colpot=aoF(coly), (1)

weil {F(v;) : F*71(J) — F(I)}ien ein Colimes ist und es deshalb nur einen K-Morphismus v : F(I) — A mit
vo F(vi) =
Ja, weil col4 der einzige K-Morphismus ist, der colg o v; = p; erfiillt. Fiir alle 0 : T — A mit o1 = a0 F(6)

colp oo F(v;) gibt. Wegen (1) ist col4 ein Algr-Morphismus. Ist col4 der einzige, der (1) erfiillt?

gilt ndmlich 0 o vy = inia = pp und
Oovizg1=00toF(v;))=aoF(0)oF(v;)) =aoF(fow) Indyor. ao F(u;) = tit1,

also 0 ov; = p; fiir alle i € N. O

Um rekursive Typen zu interpretieren, konnten wir also von einer beliebigen w-Kategorie ausgehen. Da wir
es aber mit bestimmten “Typkonstruktoren” zu tun haben, aus denen sich ein rekursiver Typ zusammensetzt,
bleibt die Frage, auf welcher w-Kategorie gerade diese Typkonstruktoren als w-Funktoren interpretiert werden
konnen. Geméfs 11.1.1 haben wir es mit den Typkonstruktoren + (disjunkte Vereinigung oder Summe), x
(Produkt) und — (Funktionskonstruktor) zu tun. In Haskell werden rekursive Typen wie folgt definiert:

data o = cony typy | ... | con, typ,

In der Notation von 11.1.1 lautet diese Definition wie folgt:

pa(typy + - -+ + typn).
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Die Konstruktoren cong,...,con, sind aus abstrakter Sicht nur dazu da, um die Summanden typs,...,typ,

voneinander “disjunkt zu machen”.

Etwas allgemeiner betrachten wir endliche Mengen DT von Typen der Form™

DT = {/J’ﬁl'tla s 7:u’Bk~tk}7

wobei fiir alle 1 <14 < k weder V noch g in ¢t; vorkommt. In Haskell entspricht DT der Datentypdefinition
data comp(B1) = comp(ty)
data comp(Bi) = comp(ty),

wobei comp definiert ist durch:

o comp(ty X -+ X t,) = comp(t1) * - - - x comp(ty,)

e comp(ty + -+ +tn) = cony of comp(ty) | ... | con, of comp(t,)
e comp(t — t') = comp(t) — comp(t')

o comp(Bi) = (i1y ..y Q) Bi flralle 1 <i <k

e comp(a) = « fiir alle Typvariablen aufier 31, ..., Sk

o comp(s) = s fir alle s € S

und a1, ..., Qy, die in ¢; vorkommenden Typvariablen aufer g1, ..., S sind.

Definition 11.2.11 (rekursiver Datentyp) Sei S eine Menge von Sorten. Eine wie oben definierte Menge
DT = {uBi.t1,. .., uBktr} von Typen iiber S derart, daf fiir alle 1 < ¢ < k weder V noch p in ¢; vorkommt,
heifst rekursiver Datentyp tliber S. t¢1,...,t, sind die Rumpftypen von DT. Alle in DT vorkommenden
Typvariablen aufler 51, ..., i heifen Parametervariablen von DT. O

Zu jeder Kategorie K bezeichnet K°P7 die zu K duale Kategorie. Sie ergibt sich aus /C durch “Umkehrung
der Pfeile”, d.h. Obj(KP) =4.; Obj(K) und fiir alle A, B € Obj(K), KP(A, B) =45 K(B, A).

Definition 11.2.12 (Typkonstruktoren als Funktoren auf Set) Wir definieren die Typkonstruktoren
+ und x als Funktoren auf Set bzw. Set°P.
Summe + : Set x Set — Set
A+ B =def AW B
(f:A= A, g:B>B) v f+g:A+B— A+ B

B fle) fallsce A
(f +9)(c) =acr { g(c) fallsce B

Produkt x : Set x Set — Set
AxB:def{(a,b)\aeA, bEB}
(f:A=- A g:B—B) + fxg:AxB— A xB

(f X g)(av b) —def (f((l),g(b))

TAStatt Va(t), pa(t) bzw. Az(t) schreibt man auch Va.t, po.t bzw. Ax.t.
5K opposite
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Funktionskonstruktor —: Set°? x Set — Set
A — B =4, Menge der Abbildungen von A nach B (= Set(A, B))

(f:A—-Ag:B—B) — fog:(A—>B)— (A > B)
(f>9)(h:A— B) =g gohof:A—B 0

Der Funktionskonstruktor ist hier auf zwei Kategorien definiert und daher kein w-Funktor. Es gilt aber:

Satz 11.2.13 Set und Set™ (vgl. 11.2.1) sind w-Kategorien. + und x und deren Kompositionen sind w-
Funktoren auf Set.

Beweis. Das n-Tupel (), ..., ) ist das initiale Objekt von Set™. Colimiten von w-Diagrammen in Set™ werden
analog zu denen in Set konstruiert (vgl. 11.2.5).

Warum ist eine F-Algebra eigentlich eine Algebra? Weil F-Algebren Verallgemeinerungen der (Mengen-
)Algebren von 4.1.2 sind. Sei ¥ eine Signatur mit Sortenmenge S = {s1,...,8,}. Dann gibt es den Funktor
T: Set"™ — Set™ mit

T(Asy-hAs) =ar (1 Aws 0 Aw)

op1:w1—s1 €Y OPn i Wn—+8n €Y

und einer X-Algebra A entspricht die T-Algebra ¢ : T(A,,, ..., As,) = (Asy, ..., As, ) mit

5((0]?1, a1)> ceey (Opruan)) —def (Opf(al)’ R Opf(a’n))'

Als Komposition der Funktoren + und x auf Set ist 7' nach Satz 11.2.13 ein w-Funktor. Also liefert Satz 11.2.9
ein Objekt I in Set™ mit T'(I) = I, das das Zielobjekt sowohl der initialen T-Algebra als auch des Colimes des
w-Diagramms {T"(inir ... ¢))}ien ist. Aus der Konstruktion des Zielobjektes eines Colimes in Set™ folgt, daf
I und T, isomorph sind. Demzufolge heifst Ty, auch initiale >-Algebra.

Korollar 11.2.14 Sei S eine Menge von Sorten, DT ein rekursiver Datentyp tiber S (vgl. 11.2.11), dessen
Rumpftypen keinen Funktionskonstruktor enthalten, aq,...,«, die Parametervariablen von ¢;, A eine (S, 0)-
Algebra und B = (By,...,B,) € Set™. Dann ist fiir alle Rumpftypen ¢ von DT ein Funktor

tB,pT : Sett —s Set
wie folgt induktiv definiert”®: Sei C' = (Cy,...,Cy) € Set”.
b4 (‘%‘)B,DT(C) =qdef Bj fir alle 1 <7 <n.
o (8i)B,p7T(C) =gef C; fiir alle 1 <4 < k.

o sp pr(C) =g4ef As fir alle s € S.

(t1 4 +tn)B,o7r(C) =def t1,8,07(C) + -+ - +tn B,o7(C).

° (t1 X ... X tn)B,DT(C) =def tl,B,DT(C) X ... X tn,B,DT(C)-
tp,pr ist ein w-Funktor, so daf fiir die ¥ Rumpftypen ¢4, ..., von DT auch
TB,DT : Setht —s Set”

mit
78,07(C) =aef (t1,B,07(C),... te,B,07(C))

76Die Definition von tp, pr folgt einem &hnlichen Schema wie die Definition von tg (vgl. 10.1.8)
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ein w-Funktor ist.

Beweis. Da sich tg pr und 75 pr aus den Funktoren + und x zusammensetzen, folgt die Behauptung aus
Satz 11.2.13. 1

Der kategorielle Fixpunktsatz 11.2.9 liefert nun fiir alle Mengen B und 7 = 75 pr ein Objekt Domp pr in
Setk mit T(Dompg pr) = Domp pr, das mit dem Zielobjekt des Colimes des w-Diagramms

{fitien =daer {7 (inip()) : 7/ (0) = 7T (D) }ien

iibereinstimmt. Wir nennen Domp pr die Semantik von (B,DT).

Nach Satz 11.2.5 ist Domp pr isomorph zum Quotienten (. 7°(0))/~, wobei ~ die von allen Paaren

(fi(ai),aiy1) erzeugte Aquivalenzrelation auf 4, 77(0) ist. Definiert man nun

o Ay, =der Bi,
o A, =qef Aupit; =def Proji(Domp pr) (= i-te Komponente von Domp, pr),
© Ayt =def Ay -+ Ay,

[ ] At1><---><tn =def Atl X ... X Atn,
dann gelten zumindest schon mal die Forderungen (i) und (iii) an ein Typmodell A (vgl. 11.1.2). Insbesondere
erhélt man
Ayp.t, = proji(Domp,pr) = proji(t(Domp,pr)) = ti,p,pr(Domp,pr)
= (ti) g, npits,B,pr(Domp,pr) = A(ti)ﬁﬂ—pﬁiti'
Anders ausgedriickt, Domp, pr = (proji(Domg pr),...,projr(Domp pr)) liefert eine Losung des Gleichungs-

systems

Br=)B,or(Br,---Bk), s Be=(te)B,or(Br,- .., Bk).
Beispiel 11.2.15 (endliche Listen) Sei
List = {plist(1+ (« x list))},

¥ eine Signatur und A eine ¥-Algebra mit A; = {nil}. Dann ist Domp ;s isomorph zur Menge aller Listen
von Elementen aus B. Das ergibt sich aus der Darstellung von Domp ris als Quotient (I;cy T}éyust(@))/w,
wobei ~ die von allen Paaren (f;(a;),ai+1) erzeugte Aquivalenzrelation auf |4,y Th List(0) ist (s.0.). Die Ap-
proximation Té7 List(0) ist isomorph zur Menge aller endlichen Listen mit hochstens ¢ — 1 Elementen. Die
Abbildung

i) T T L ()
ist die Inklusion der Menge der Listen mit hochstens ¢ — 1 Elementen in die Menge der Listen mit hochstens ¢

Elementen. Folglich enthélt Domp ;s nur endliche Listen. &

Beispiel 11.2.16 (endliche binire Biume) Sei
Bintree = {ubintree(mt + (bintree x a x bintree))},

Y eine Signatur und A eine X-Algebra mit A,,; = {mt}. Dann ist Domp Bintrec isomorph zur Menge aller
endlichen bindren Bdume mit Knoteneintragen aus B. Das ergibt sich wie bei Domp, ris: aus der Darstellung
von Domp pintree als Quotient (;en 75 pintrec(?))/~, wobei ~ die von allen Paaren (fi(a;),aiy1) erzeugte
Aquivalenzrelation auf W;cy 75 pineree(?) ist. Die Approximation 7j pjpnipee(#) ist isomorph zur Menge aller

bindren Baume mit maximaler Tiefe 1 — 1. 8
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Beispiel 11.2.17 (endliche Bdume mit beliebigem endlichen Ausgrad) Sei
Tree = {utree(a x treelist), ptreelist(1+ (tree X treelist))},

Y eine Signatur und A eine Y-Algebra mit A; = {nil}. Dann ist die tree- bzw. treelist-Komponente von
Domp rree isomorph zur Menge aller endlichen Bdume mit Knoteneintrégen aus B bzw. aller endlichen Listen
solcher Baume. Die Approximation projtree(r}'g’Tre .({L})) ist isomorph zur Menge aller Baume mit maximaler

Tiefe ¢ — 1, wahrend

projtreelist (Té,Tree ((D))

isomorph ist zur Menge aller Listen von hochstens ¢ — 1 Bdumen mit maximaler Tiefe ¢ — 1. Lehmann und
Smyth zeigen, dak Domp pintree Und projirectist(Domp rree) isomorph sind ([60], Cor. 2). Das entspricht der
bekannten Darstellung beliebiger Baume als bindre Biume (siche Funktion tree2bintree in [77], Kap. 9). ¥

11.3 Funktionale Bereiche

Zur Definition der Semantik einer Sprache ohne Funktionskonstruktor und Polymorphie kénnten wir uns dem-
nach mit der w-Kategorie Set begniigen. Die Verwendung von — macht es jedoch erforderlich, Set durch folgende

w-Kategorie zu ersetzen:

Definition 11.3.1 (CPOY) Die Objekte der Kategorie CPO¥ sind alle CPOs mit kleinstem Element. Die
Morphismen f : A — B von CPOF sind alle Paare f = (fL' : A — B, ff : B — A) stetiger Funktionen
mit o ff = idy und f¥o f® < idg. f¥ heikt Einbettung, f® Retraktion oder Projektion.”” Die
Morphismenkomposition in CPO¥ wird auf die Komposition stetiger Funktionen zuriickgefiihrt:

(ff:B—=C,ff:C—B)o(g": A= B,g":B—= A) =4 (flogl:A—Cg%cf?.C— A). O

Proposition 11.3.2 Die Komponentenfunktionen f* und f% eines CPO¥-Morphismus f : A — B sind
L-erhaltend (vgl. 10.1.1).

Beweis. Fiir alle b € B gilt fL(1L4) < fE(fR®1)) < b, also LB = fL(1L4) und damit auch f7(15) =
FR(FL(LAY) = 14,0

Colimesmorphismen in CPO¥ sind durch eine Eigenschaft der Suprema ihrer Komponentenfunktionen cha-

rakterisiert:
Satz 11.3.3 (Konstruktion von Colimiten in CPO¥) Ein Cokegel {y; : A; — C}ien eines w-Diagramms

A= {fi:A;i = Aj11}ieny von CPO¥ ist genau dann der Colimes von A, wenn gilt:

(i)  ploul <pb,opf, firalleicN,
(ii)  sup{uf o pftien = ide.

Das Zielobjekt C' des Colimes von A ist gegeben durch die Menge aller Folgen {a;};en mit a; = f#(a;41) € A;
flir alle s € N. O

Daraus gewinnt man ein Kriterium fiir w-Funktoren auf C PO¥:

Satz 11.3.4 (Kriterium fiir w-Funktoren auf C POF) Sei F': CPO¥ — CPO¥ ein Funktor derart, daf
fiir alle Folgen {u; : A; — C}ien von CPOF-Morphismen mit (i), (ii) und

(iii)  F(ui)¥ o F(u)® < F(uis1)* o F(pi1)T fiir alle i € N

"Tweshalb CPOF in [60] CPO-PR genannt wird
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auch

(iv)  sup{F ()" o F(p:)"}Yien = idp(c)-

gilt, dann ist F' ein w-Funktor.

Beweis. Sei p = {u; : A; = C}ien der Colimes eines w-Diagramms A = {f; : A; — A;y1}ien. Nach Satz
11.3.3 gilt (i) und (ii). Da p Colimes von A ist, gilt p; = w41 o f; fiir alle ¢ € N. Daraus folgt F(u;) =
F(piv1 0 fi) = F(uiz1) o F(fi), d.h. {F(u;)}ien ist ein Cokegel von F(A) = {f; : A; = Aj11} ien und es gilt
nach Definition der Morphismenkomposition in CPO¥:

(v)  F(ui)* = F(pis1)" o F(fi)" und F(ui)™ = F(f;)" o F(pi1) "™
Da F(f;) CPOE-Morphismus ist, gilt F(f;)L o F(f;)f <id fiir alle i € N. Damit folgt (iii) aus (v):

F(ui)" o F(ui)™ = F(pig1)" o F(f;)" o F(£i)® o Fpi1)™ < F(pis1)" o F(pip1)",

also nach Voraussetzung auch (iv). Aus (iii) und (iv) folgt, wieder nach Satz 11.3.3, daf {F(u;)}ien der Colimes
von F(A) ist.

Mit diesem Kriterium lafst sich einfach zeigen, dafs die Typkonstruktoren +, x und — als w-Funktoren auf
CPO¥ darstellbar sind:

Definition 11.3.5 (Typkonstruktoren als Funktoren auf C PO¥) Wir definieren +, x und — zuniichst
als Funktoren auf der Kategorie CPO aller CPOs mit kleinstem Element als Objekte und aller stetigen und
1 -erhaltenden Funktionen als Morphismen.

Summe + : CPO x CPO — CPO
A+ B =g (A\ {1} w(B\ {L"})w{L}

(f:A— A',g: B— B s f+g:A+B—o A+ B
f
g

(¢) fallsce A
(¢) fallsce B
4 sonst

(f +9)(c) =def

Produkt x : CPO x CPO — CPO
A X B =g {(a,b) |a€ A, be B}
(f:A—= A g:B—=B) Vs fxg:AxB—AxB
(f x g)(a,b) =aer (f(a),q(b))
Funktionskonstruktor —: CPO°? x CPO — C PO
A — B =4¢r Menge der L-erhaltenden stetigen Funktionen von A nach B (= CPO(A, B))
(f:AA—-Ag:B—B) — fog:(A—>B)— (A —>B)

(f = 9)(h: A= B) =4 gohof: A" = B
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Produkt und Funktionskonstruktor sind so definiert, daft C' PO eine monoidale Kategorie wird, d.h. fiir
alle A, B,C € CPO gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Morphismen von A x B nach C' und der
Menge der Morphismen von A nach B — C' (Currying!):

CPO(Ax B,C) = CPO(A,B — C)

(vgl. [104], S. 775). Da die Morphismenzuordnung von — aber immer noch Morphismen aus zwei verschiedenen
Kategorien verlangt, gehen wir jetzt von C PO nach C PO¥ iiber und erweitern die Funktoren +, x und — auf
CPO zu Funktoren @, ® und & auf CPO¥:

Summe @ : CPO¥ x CPO¥ — CPO¥
A®B =45 A+ B
((F5 A= A (g% ™) B=B) v (fr+gh 49" A+ B A+ B
Produkt @ : CPOF x CPO¥ — CPOF
A®B =4 Ax B
(f5 ) A A (g% g") : B B) v (ffxg" fixg™): AxB— A x B
Funktionskonstruktor © : CPO¥ x CPO¥ — CPOF
AoB=45A— B
(F5 7 A= A (g% ™) B—B) v (b5 h"): (A= B)— (A = B))
he(¢p:A— B) =4y g¥ 0o fR: A - B
Wl A" — B') =g gRopofF:A—- B 0O
Satz 11.3.6 CPOF ist eine w-Kategorie. ®, ® und © und deren Kompositionen sind w-Funktoren.

Beweis. {1} ist das initiale Objekt von CPO¥. Die Konstruktion von Colimiten von w-Diagrammen in
CPOF ist in Satz 11.3.3 angegeben. Daff @, ® und © Colimiten erhalten, 1it sich leicht mithilfe von Satz
11.3.4 zeigen. 4

Korollar 11.3.7 Sei S eine Menge von Sorten, DT ein rekursiver Datentyp iiber S (vgl. 11.2.11), a1,..., ay
die Parametervariablen von ¢;, A eine stetige (.9, #)-Algebra (vgl. 10.1.8) und B = (By,...,B,) € CPO™. Dann
ist fiir alle Rumpftypen ¢ von DT ein Funktor

tg.pr : (CPOP)* — CPOF

wie folgt induktiv definiert”®: Sei C' = (C1,...,Cy) € CPOF.

e (0;)B,pr(C) =g¢f B; fiir alle 1 <1i < mn.

o (B:)B,pr(C) =4ef C; fiir alle 1 < i < k.

e 53, pr(C) =g As, 1 fiir alle s € S.

o (ti+ - +tn)B,07r(C) =def t1,8,07(C) @ -+~ & tn B pr(C).

o (t1 X...X tn)B,DT(C) =def tl,B,DT(C) Q- ®tn,B,DT(C)-

78Die Definition von tp, pr folgt einem &hnlichen Schema wie die Definition von tg (vgl. 10.1.8)
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o (t=t)p,pr(C) =aef tB,or(C) Stp pr(C).
tp,pr ist ein w-Funktor, so daf fiir die k¥ Rumpftypen ¢4, ...,t; von DT auch
me.pr : (CPOF)F — (CPOF)*
mit
78,07(C) =aes (t1,B,07(C),... tx,5,07(C))
ein w-Funktor ist.

Beweis. Da sich tg pr aus den Funktoren @, ® und © zusammensetzt, folgt die Behauptung aus Satz 11.3.6.
a

Der kategorielle Fixpunktsatz 11.2.9 liefert nun fiir alle CPOs B mit kleinstem Element und 7 = 75 pr
ein Objekt Domp pr in (CPOEYF mit T(Domp pr) = Dompg pr, das mit dem Zielobjekt des Colimes des
w-Diagramms

{fi}ien =daer {7" (inipciy) - 7 ({1}) = 7 ({ L) }ien

iibereinstimmt. Wir nennen Domp pr wie in §11.2 die Semantik von (B,DT).

Nach Satz 11.3.3 ist Domp pr isomorph zur Menge aller Folgen {a;};en mit a; = f{*(a;41) € 7H({L}) fiir

alle ¢ € N. Definiert man nun

L4 Aai =def Bi7

o Ag, =qef Augit; =def Proji(Domp pr) (= i-te Komponente von Domp, pr),

Aty oty =def Aty & B Ay,

Ap sooxt, =def Ay, @ ® Ay,

o Ay =g4ef Ay © Ay,

dann gelten jetzt zumindest die Forderungen (i), (ii) und (iii) an ein Typmodell A (vgl. 11.1.2). Der wesentliche
Zugewinn von CPO¥ gegeniiber Set ist die Interpretierbarkeit rekursiver Typen mit Funktionskonstruktor
wie pfun(fun — fun), das Beispiel, mit dem alles begann: Wenn ein Programm eine Funktion darstellt und
diese selbst als Objekt benutzt wird, dann hat man es offenbar mit einem Bereich zu tun, der die Gleichung
B = [B — B] in B 16st. Aber auch nichtfunktionale rekursive Datentypen wie 11.2.15, 11.2.16 und 11.2.17
bekommen oft eine andere Semantik, wenn wir die entsprechenden Bereichsgleichungen nicht in Set, sondern in
CPO¥ 15sen:

Beispiel 11.3.8 (Strome) (vgl. [77], Kap. 13) Sei
Stream = {ustream(a x stream)},

Y eine Signatur und A eine stetige 3-Algebra. Dann ist Domp s¢reqm isomorph zur Menge aller Stréome von
Elementen aus B. Das ergibt sich aus der Darstellung von Domp siream als Menge aller Folgen {a;}ien mit
a; = [f(aiv1) € Th siream ({L}) fiir alle i € N (s.0.). Die Approximation 7} g;,cq. ({L}) ist isomorph zur
Menge aller Listen mit hochstens i — 1 Elementen. Der C POF-Morphismus

Thiwe (LY 25 i (L))

ist wie folgt definiert: fZ(a) = f{i(a) =a¢s a fiir alle Listen a mit hdchstens i — 1 Elementen, fZ(a) =45 L
fiir alle Listen a mit genau ¢ Elementen. Folglich enthédlt Domp ;s endliche und unendliche Listen, wobei eine
endliche Liste mit n Elementen als eine Folge {a;};en mit a; = L fiir alle ¢ > n reprisentiert ist. &
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Beispiel 11.3.9 (bindre Biume) Sei
Bintree = {ubintree(bintree x « X bintree)},

Y eine Signatur und A eine stetige ¥-Algebra. Dann ist Dompg pintree iSomorph zur Menge aller endlichen und
unendlichen bindren Baume mit Knoteneintrdgen aus B. Das ergibt sich wie bei Domp, gtream aus der Darstel-
lung von Domp Bintree als Menge aller Folgen {a;};eny mit a;, = f#*(a;y1) fiir alle i € N. Die Approximation
T8 Bintree({-L}) st isomorph zur Menge aller bindren Baume mit maximaler Tiefe i — 1. &

Beispiel 11.3.10 (Bdume mit beliebigem Ausgrad) Sei
Tree = {utree(a X treestream), ptreestream(tree X treestream)},
Y eine Signatur und A eine stetige X-Algebra. Dann sind die Komponenten

projt'ree(DomB,Tree) und projtreestream(DomB,Tree)

von Dompg rree isomorph zur Menge aller endlichen und unendlichen Béume mit Knoteneintrdgen aus B bzw.
aller Stréme solcher Baume. Die Approximation projiree(Th ppee({L})) ist isomorph zur Menge aller Biume

mit maximaler Tiefe ¢ — 1, wiahrend
projt?“eest?“eam (TE,Tree({J-}))
isomorph ist zur Menge aller Listen von héchstens ¢ — 1 Bdumen mit maximaler Tiefe 1 — 1. &

Damit sind alle — z.B. in Haskell auftretenden — monomorphen Produkt-, Funktions- und rekursiven
Typen interpretiert. Es fehlt aber noch Polymorphie, denn jede freie Typvariable eines rekursiven Datentyps
DT wird von Domp pr durch eine Komponente von B fest interpretiert.

11.4 Polymorphe Bereiche

Um den Typ Vat zu interpretieren, miissen wir einen universalen Bereich konstruieren, der die Interpreta-
tionen aller geschlossenen Typen umfaftt. Um wirklich alle geschlossenen Typen im Sinne von 11.1.1, d.h. die
beliebige Verschachtelung von Polymorphie (V) und Rekursion (p) zuzulassen, miiiten wir rekursive Typen in
metrischen Réumen mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes interpretieren (vgl. [64]). Das wére der im vorigen
Abschnitt eingefiihrten Semantik von Datentypen zwar &hnlich, aber doch mit neuer Theorie verbunden, auf
die wir verzichten kénnen, wenn wir uns auf funktionale Sprachen beschrénken, in denen rekursive Typen vor
ihrer Verwendung deklariert werden miissen, wie es in allen implementierten Sprachen der Fall ist. Dann enthélt
némlich jedes Programm hochstens einen rekursiven Datentyp im Sinne von 11.2.11 DT, wiahrend die Typen
aller im Programm auftretenden Objekte aus Basistypen, x, — und Elementen von DT zusammengesetzt sind.

Definition 11.4.1 (Haskell-Typen) Sei S eine Menge von Sorten,

DT = {pBit1,. .., uPrtr}

ein rekursiver Datentyp liber S mit den Parametervariablen aq,...,q, (s. 11.2.11) und T'X eine Menge von
Typvariablen mit TX N{f,..., Bk} = 0. Die Menge der Haskell-Typen iiber (S, DT) ist induktiv definiert:

e Jede Sorte von S ist ein Haskell-Typ tiber (S, DT).
e Jede Typvariable von T'X ist ein Haskell-Typ tiber (S, DT).

e Fiir alle 1 < ¢ < k und Haskell-Typen py,...,p, iber (S, DT) ist die Instanz S;(p1,...,p,) von f; ein
Haskell-Typ tiber (S, DT).
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e Fiir alle Haskell-Typen ¢,t',t1,...,t, iiber (S, DT) und o € TX sind auch ¢y x -+ X t,,, t =t/ und Vot
Haskell-Typen iiber (S, DT). O

Der Unterschied zwischen Typen (vgl. 11.1.1) und Haskell-Typen auf der Bereichsebene entspricht auf der
Funktionsebene demjenigen zwischen Sprachen ohne und solchen mit p-Abstraktion (s. §6.5). u-Abstraktion ist
das syntaktische Mittel zur Definition einer rekursiven Funktion innerhalb eines Terms. Die rekursive Funktion
braucht nicht separat “deklariert” zu werden, bevor sie unter einem bestimmten Namen in Termen verwendet
wird. Der p-Operator 1a8t sich auf den Fixpunktkombinator Y zuriickfithren (s. §6.5), der wiederum einer
stetigen Funktion f deren kleinsten Fixpunkt zuordnet (vgl. 10.1.4):

px.e = Y(Az.e) = (Ifp o Abs,)(e),

wobei der Abstraktionsoperator Abs, durch Abs,(e) = Ax.e definiert ist.
Y f entspricht dem A-Term Az (f(zx))Az(f(zz))) (s. §6.6), so dass Y eigentlich durch die folgende Haskell-

Funktion definiert sein sollte:

Yf=(QNx->f (xx)) \x->f (xx))

Da Y f nicht typisierbar ist, ist diese Definition jedoch syntaktisch inkorrekt. Erst unter Verwendung eines
rekursiven Datentyps 148t sich Y in einer getypten Sprache wie Haskell definieren (zur ML-Version siehe [96],
S. 377):

data CFun a = C (CFun a -> a)
Y :: (a->2a) ->a
Yf=(NCx ->f (x (Cx))) (C \Cx ->1f (x (Cx))

x bildet jetzt den Typ CFun a auf den Typ a ab.
Als Anekdote am Rande sei vermerkt, daf die Fixpunktgleichung f(Y f) = Y f als die beriihmte Russellsche

Antinomie interpretiert werden kann, die mengentheoretisch wie folgt ausgedriickt wird:

zlogay¢{olaga) &5 {z|agate{o|aga).

Interpretiert man die Applikation (e e’) als Formel e’ € e, die Abstraktion Aze als Menge {x | z = e} und f als
Negation, dann gilt tatsichlich f(Y f) < Y f:

fY ) = Y[ = ~Qa(f(zz))Ae(f(z2))) <= Ae(f () ¢ Ao(f(2x))

= A{a| fae)} ¢ {z | fer)} e {z | 2(@)} ¢ {z | ()} = {e [v ¢ o} ¢ {z |2 ¢ 2}
E wlagayelo|a¢a) < (o] ~@0)} € {2 | ~(z2)} < {z] f@a)} € {z | f(w2)}

= Az(f(zx)) € Ae(f(2x)) <= (A (f(zx))Az(f(22))) <= Y f.

Da der p-Operator durch die Gleichung px = Y o Abs, definiert ist (s.0.), wird u-Abstraktion auf der
Funktionsebene semantisch dadurch begriindet, dafs fir jeden CPO C, die Funktionen Y : [C — C] — C und
Abs, : [Cx C — C] = [C — [C — C]] stetig sind (vgl. z.B. [61], Theoreme 4.23 und 4.32). Analog dazu
brauchen wir zur Definition der Semantik von Haskell-Typen den Nachweis, daf entsprechende Fixpunkt- und

Abstraktionsoperatoren auf der Bereichsebene w-Funktoren sind.

Definition 11.4.2 (Fixpunkt- und Abstraktionsfunktor) Seien K und £ zwei Kategorien und seine
F und G zwei Funktoren von K nach L. Eine natiirliche Transformation n von F nach G, geschrieben:



11.4 Polymorphe Bereiche 213

n: F — @G, ist eine Funktion, die jedem A € Obj(K) einen £-Morphismus 74 : F(A) — G(A) zuordnet so, daf
fiir alle JC-Morphismen f: A — B

G(f)ona=mnpoF(f)
gilt. [l — L] bezeichnet die Kategorie, deren Objekte die w-Funktoren von K nach £ und deren Morphismen
die natiirlichen Transformationen zwischen diesen Funktoren sind. Sei C eine w-Kategorie.

Fixpunktfunktor Y :[C—>(C]—C
Sei J das initiale Objekt von C (vgl. 11.2.10).
Y (F) =4 Zielobjekt des Colimes {ur;}ien des w-Diagramms {Fi(z'm'F(J))}ieN.
Y(n:F — G) =4e eindeutiger C-Morphismus ¢ : Y (F) — Y(G)
mit ¢ o pp; = pg,; o fi fiir alle i € N, wobei fo =aer idy und fiy1 =aer Naicr) © EF(f;).

Abstraktionsfunktor  Abst: [ x L - C] — [K = [£L — C]]
Abst(F)(A)(B) =ay F(A,B).
Abst(F)(f : A— A") =qep n: (Abst(F)(A) : L — C) — (Abst(F)(A") : L — C),
wobei ng =q4e¢ F(f,idp) : F(A, B) = F(A', B) fiir alle B € Obj(L).
(Abst(n: F' — G)a)B =def Ma,B) : F(A,B) = G(A, B) fiir alle A € Obj(K) und B € Obj(£). Q

Satz 11.4.3 Seien K und L beliebige Kategorien und C eine w-Kategorie. Dann gilt:

(i) [K — (] ist eine w-Kategorie.
(i)  Der Fixpunktfunktor Y : [C — C] — C ist ein w-Funktor.

(iii)  Der Abstraktionsfunktor Abst : [ x £ — C] — [K — [£ — C]] ist ein Isomorphismus.

Beweis. (1) und (ii) sind in [60], Kap. 4, bewiesen (Lemma 1 bzw. Theorem 4.1). Insbesondere ist das
Morphismenbild Y (5 : F — G) (s.0.) wohldefiniert, weil, wie man leicht nachrechnet, die Folge {1, ;o fi }ien €in
Cokegel des w-Diagramms {F*(inip())}ien ist, ¢ also dem eindeutigen Morphismus iniy (¢ : Y (F) — Y(G)
entspricht (vgl. 11.2.4). (iii) ist in [16] gezeigt (Theorem 15.9). O

Sei DT = {uBi.t1,..., 1uBk.tr} ein rekursiver Datentyp iiber S mit den Parametervariablen s, ..., a;,. Der
universale Bereich zur Interpretation von Haskell-Typen iiber (S, DT) wird wie folgt konstruiert. In Korollar
11.3.7 haben wir fiir ein festes B € C PO™ den w-Funktor

mg.pr : (CPOF)F — (CPOF)*

gebildet. Der kategorielle Fixpunktsatz 11.2.9 liefert einen Fixpunkt Dompg pr von 75 pr (vgl. §11.3). Wir
definieren nun

or : (CPOP)" x (CPOEY — (CPOF)k
durch 7p7(B,C) =45 75,pr(C). Nach Satz 11.4.3(ii) und (iii) ist der Fixpunktfunktor YV : [(CPOF)F —
(CPOF)*] — (CPOP)F ein w-Funktor und der Abstraktionsfunktor
Abst : [(CPOP)" x (CPOEYE — (CPOF)*] — [(CPOP)* — [(CPOP)F — (CPOP)¥

ein Isomorphismus. Also gilt das auch fiir deren Komposition zum Semantikfunktor Sem(DT') von DT:

Sem(DT) : (CPOE) "7 (cpoEY — (CPOEY] Y5 (CPOE)*
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und dessen Verkniipfung mit einer Projektion proj;, 1 <1i < k:

Semy(DT) : cPOE “"ED

(CPOE)k % cpoP.
Nach dieser Definition sind Sem(DT)(B) und der Fixpunkt Dompg pr von 7g pr isomorph. Sem(DT)(B)

liefert also wie Domp pr eine Losung des Gleichungssystems

1= ()BorBis-- s Bk)s -y Br=(tx)B,oT(B1s---,Pk)

(vgl. §11.3). Durch den Ubergang von Domp pr zum Funktor Sem(DT) haben wir den Parameter B aus
Domp pr “herausgelost”. Aufierdem liefert die Projektion Sem,;(DT') von Sem(DT') einen w-Funktor, der die
Typvariable 5; in entsprechender Weise als Typkonstruktor interpretiert wie die w-Funktoren &, ® und & die
Typkonstruktoren +, x bzw. — interpretieren (vgl. 11.3.5).

Definition 11.4.4 (universaler Bereich) Sei S eine Menge von Sorten, A eine stetige (S, })-Algebra (vgl.
10.1.8) und DT = {pup t1,. .., pPBktr} ein rekursiver Datentyp iiber S mit den Parametervariablen as, ..., ay,.
Nach Satz 11.3.6 ist der Funktor 74;; : CPOF — CPO¥ mit

k
Tan(B) =aer (@D As1)® (B B)® (B B) @ (@ Semi(DT)(B, ..., B))
seS i=1
ein w-Funktor. Also liefert der kategorielle Fixpunktsatz (11.2.9) einen CPO Dom 4 mit 745 (Dom ) = Domy.

Wir nennen Dom 4 den universalen Bereich iiber A. Sei

k
Suma =def (@ As 1) ® (Doma @ Doma) ® (Doma © Domy) & (@ Sem;(DT)(Doma,...,Domy)).
seS =1
Zu jedem Summanden C von Sumy gibt es eine Einbettung in¢c von C in Dom,. Fiir alle s € S und
1 < i < k bezeichne in, die Einbettung von A, |, in; die Einbettung von Sem;(DT)(Dom 4) und ing bzw. ing
die Einbettung von Dom s ® Dom 4 bzw. Dom g © Dom s in Dom . 4

Mithilfe von Dom 4 koénnen wir A zu einem Typmodell erweitern, das zumindest fiir Haskell-Typen iiber
(S, DT) die Bedingungen 11.1.2(i)-(iv) erfiillt. Fiir jeden solchen Typ ¢ wird A; als eine Teilmenge von Dom 4
definiert. Um die im Anschluft an 11.1.2 genannten Probleme zu vermeiden, die auftridten, wenn einige Typen
durch die leere Menge interpretiert wiirden, sind alle zugeordneten Teilmengen von Dom 4 Ideale von Dom 4.

Definition 11.4.5 (Ideal) Eine nichtleere Teilmenge I eines CPO B heifit Ideal von B, wenn

e [ nach unten abgeschlossen ist, d.h. firallea € Bund b€ [ mit a < bist a € I,

e das Supremum jeder Kette {a;};eny C I in I liegt.

Die Menge aller Ideale von D bezeichnen wir mit Z(D). 4

Das kleinste Ideal eines CPO B mit kleinstem Element L ist durch {L} gegeben, das grofte Ideal ist B
selbst. Z(B) ist abgeschlossen gegeniiber Schnitten, d.h. der Schnitt einer beliebigen Menge von Idealen

von B ist wieder ein Ideal von B.

Definition 11.4.6 (Semantik von Haskell-Typen) Sei S eine Menge von Sorten, A eine stetige (S, 0)-
Algebra, DT = {uBi.t1,...,uBk.tx} ein rekursiver Datentyp iiber S, TX eine Menge von Typvariablen mit
TX N{P1,...,0k} = 0 und Dom, der universale Bereich iiber A. Fiir jeden Haskell-Typ ¢ iiber (S, DT) und
jede Belegung b von T'X in Z(Domy) ist die Semantik Sem4(t)(b) von t bzgl. (b, A) eine induktiv {iber dem
Aufbau von Haskell-Typen definiertes Ideal von Dom 4 (vgl. 11.4.1 und 11.4.4):

(i) Sema(s)(b) =gef ins(As, 1) fiir alle s € S.
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(ii) Sema(a)(b) =ger b(a) fiir alle a € TX.

(i)  Sema(Bi(p1s---spn))(0) =aer NI € Z(Doma) | (in; o Sem;(DT)(inc)t)(Sem;(DT)(P)) C I}
fir alle 1 <1 <k, wobeil P =g4.r Sema(p1 X --- X p,)(b) und der CPO¥-Morphismus inc : P — Domy
durch incl(c) = incf(c) = c fiir alle ¢ € P und inc?(c) = L fiir alle ¢ € Domy \ P definiert ist (vgl.
11.3.1).

(iv) Sema(ty X -+ X t,)(D) =gef ing(Sema(t:)(b) ® Sema(ta x ... x t,)(b)) fir alle Haskell-Typen t1,...,t,.

(v) Sema(t — t')(b) =gef ine({f € Doma © Domya | f(Sema(t)(b)) C Sem4(t')(b)})
fiir alle Haskell-Typen t,t’.

(vi)  Sema(Vor)(b) =acs Nrez(poma)tSema(t)(bar)} fiir alle v € TX und Haskell-Typen ¢. 1

Sei a € A. (ii), (v) und (vi) liefern z.B.

Sema(Va.ao — «)(b) = ﬂ {Sema(a = a)(ba1)}
I€Z(Doma)

= ﬂ {ing({f € Doma © Domy | f(Sema(a)(baer)) € Sema(a)(bacr1)})}
I€eZ(Doma)

- ﬂ {ineg({f € Doma © Domy | f(I) C I})}
I€Z(Doma)

= ing({f € Doma © Doma | f({a,L}) € {a,1}}) = ing({f € Doma © Doma | f(a) € {a, L}}).
Die letzte Gleichung gilt wegen f(L) = L fiir alle f € Doma © Dom.

Satz 11.4.7 Unter den Voraussetzungen von Def. 11.4.6 ist Sem 4 (t)(b) fiir jeden Haskell-Typ ¢ iiber (S, DT')
und jede Belegung b : TX — Z(Dom ) ein Ideal von Dom 4.

Beweis. Zunéchst ist zu bemerken, daf fiir alle Ideale I eines Summanden C von ¥4 (s.o0.) das Bild von I
unter der Einbettung inc : C — Dom 4 ein Ideal von Dom 4 ist. Weiterhin sieht man sofort, daff in den Fallen
11.4.6(i), (ii) und (iv) ein Ideal von Domy definiert wird. In den Féllen (iii) und (vi) wird ein Ideal von Dom 4
definiert, weil Z(Dom 4) gegeniiber Schnitten abgeschlossen ist. Im Fall (v) folgt das aus der Tatsache, daf fiir
alle CPOs B und I,J € Z(B) die Menge {f € Be B | f(I) C J} ein Ideal von B & B ist (vgl. [108], Lemma
15.5.4).

Das im Fall (iii) die Menge (in; o Sem;(DT)(inc)*)(Sem;(DT)(P)) umfassende Ideal I von Dom 4 existiert,
weil zumindest Dom 4 selbst ein Ideal von Dom 4 ist. Sem;(DT)(inc) setzt die Einbettung inc von Sem4(p1 x
-+ X pp)(b) in Dom 4 fort zur Einbettung von Sem;(DT)(Sem(t)(b)) in F;(Domy). A

Damit haben wir ein Modell von Haskell-Typen konstruiert, in dem A-Terme und Typurteile (vgl. 11.1.4
bzw. 11.1.5) interpretiert und die Korrektheit des A-Kalkiils und des Curry-Kalkiils (vgl. 11.1.6 bzw. 11.1.5)

bewiesen werden kann:

Satz 11.4.8 (Modelle von Haskell-Typen) Seien die Voraussetzungen von Def. 11.4.6 gegeben und
sei b eine beliebige Belegung von TX in Z(Domy). Mit A; =g4.p Sem4(t)(b) wird A zu einem Modell aller
geschlossenen Haskell-Typen ¢ {iber (S, DT') erweitert, das 11.1.2(ii)-(iv) erfiillt. Ein so gebildetes Typmodell
heifit Haskell-Typmodell iiber (S, DT).

Sei A ein Haskell-Typmodell iiber (S, DT'), C eine Menge von Konstanten, deren Typen geschlossene Haskell-
Typen tber (S, DT) sind (vgl. 11.1.3). Dann nennen wir eine polymorphe Signatur ¥ = (S, C) eine Haskell-
Signatur iiber (S, DT) und eine polymorphe X-Algebra (A, C4) eine Haskell-Algebra iiber . O
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Die Triigermenge einer Y-Haskell-Algebra (A, C4) ist demnach eine T-sortierte Menge von Idealen von
Dom 4, wobei T die Menge aller geschlossenen Haskell-Typen tiber (S, DT) ist. Folglich wird jede Konstante
von C durch ein Element eines dieser Ideale interpretiert.

Definition 11.4.9 (Bereichssemantik von A-Termen) Sei ¥ = (.5, C) eine Haskell-Signatur tiber (S, DT'),
X eine Menge von Individuenvariablen, (A, C4) eine Haskell-Algebra iiber ¥. Fiir jeden A-Term e iiber ¥ und
X und jede Belegung b von X in Domy ist die Semantik Sem4(e)(b) von e bzgl. (b, A) ein induktiv iiber
dem Aufbau von A-Termen definiertes Element von Dom 4 (vgl. 11.1.4):

o Sema(c)(b) =gep ¢ fiir alle c € C.

o Sema(x)(b) =qer b(x) fiir alle ¢ € X.

Sem(Az.e)(b)(a) =gef Sema(€)(bgeq) fir alle a € Domy.

Sema(e)(b)(Sema(e’)(b)) falls Semy(e)(d) € ing(Doma © Doma)
undefiniert sonst.

Sema(e )0) =a {
o Semy(er,...,en)(b) =ger (Sema(er)(h),...,Sema(en)(D)).
b SemA(eIFEI)(b) —def SemA(e)(bl‘%Se'mA(e’))'

o Semu(pz.e) =gef lfp o Sema(Az.€)™ (vgl. 10.1.4). O

Da der Fixpunktoperator wegen der call-by-value-Strategie von Haskell nur auf héhere Funktionen angewen-
det werden kann (vgl. §11.4), ergibt sich aus der Semantik von px.e, daf = und e denselben funktionalen Typ
haben miissen, e also von der Form Ay.e’ sein muf (siehe auch §6.5).

Satz 11.4.10 (Aquivalenz von Bereichs- und Reduktionssemantik von A-Termen, Korrektheit
des M-Kalkiils) (vgl. 11.1.8) Sei ¥ = (S, C) eine Haskell-Signatur iiber (S, DT) und (A4, C4) eine Haskell-
Algebra tiber ¥. Dann gilt fiir alle typisierbaren A-Terme e iiber X:

Sema(e) = Sem (€4,

Beweis. In §11.1 wurde erwahnt, daf jeder typisierbare A-Term eine Normalform hat. Zu zeigen bleibt, daf
die von den Reduktionsregeln des A-Kalkiils erzeugte Reduktionsrelation — ) korrekt bzgl. A ist, d.h.

e — € impliziert Sema(e) = Sema(e).

Der Beweis dieser Implikation zerfallt in zwei Teile:

(i) dem Nachweis, dak Sema(e) = Sema(e’) fiir alle — ) erzeugenden Paare (e, €’) gilt, also (vgl. 11.1.6):

Sema((Axe €')) = Sema(eze), falls keine freien Variablen von €’ in e gebunden vorkommen,
— Sema(Ax(e x)) = Semay(e), falls x keine freie Variable von e ist,

— Sema((c d)) = Sema(cA(d?)) firallec:t —t,d:t e C mit c(d?) € C,
(ii) dem Nachweis, daf fiir alle ¢ € Ax(X) und z € var(c) gilt:

— Sema(e) = Sema(e') impliziert Sema(cpee) = Sema(Cre).

79 Analog wurde oben die Semantik eines rekursiven Datentyps DT’ (vgl. 11.2.11) als Komposition Y o Abst(7pr) von Fixpunkt-
funktor und Bild des Abstraktionsfunktor definiert.
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(ii) erhélt man durch Induktion iiber die Grofe von e bzw. ¢, weil Semy induktiv iiber dem Aufbau von
A-Termen definiert ist. (i) sei dem Leser iiberlassen. O

Definition 11.4.11 (Semantik von Typurteilen) (vgl. 11.1.5) Sei ¥ = (.5, C) eine Haskell-Signatur iiber
(S,DT), (A, C4) eine Haskell-Algebra iiber ¥ und o eine partielle Funktion von X in die Menge der Haskell-
Typen iiber (S, DT). Ein Typurteil o F e : ¢ ist giiltig in A, falls fiir jede Belegung b : X — Dom 4 und jede
Belegung ¢ : TX — Z(Domy) gilt:

b(z) € Sema(t')(c) fiir alle z : t' € o impliziert Sema(e)(b) € Sema(t)(c).

Wir schreiben dann: A Eobe:t. O

Satz 11.4.12 (Der Curry-Kalkiil ist korrekt) (vgl. 11.1.5) Sei ¥ = (5, C) eine Haskell-Signatur iber
(S,DT) und (A,C*4) eine Haskell-Algebra iiber ¥. Jede Regel des Curry-Kalkiils ist korrekt bzgl. A, d.h. die
jeweilige Pramisse ist giiltig in A, sofern die jeweiligen Konklusionen in A giiltig sind.

Beweis. Mehr oder weniger vollstindige Beweise findet man in [108] (Satz 15.5.7) und [64] (Theorem 11).
Als Beispiel zeigen wir hier die Korrektheit der ersten Polymorphieregel des Curry-Kalkiils:

olFe:Vat

p— T falls « nicht frei in o(X)

Fiir alle b: X — Doma und ¢ : TX — Z(Domy) gelte (b,c, A) = o F e : t. Weiterhin sei « eine Typvariable,
die in o(X) nicht frei vorkommt, b : X — Domy und ¢ : TX — Z(Dom ) derart, dak b(z) € Sema(t')(c)
fir alle x : ¢/ € o gilt. Zu zeigen ist Sema(e)(b) € Sema(Vat)(c), also Sema(e)(b) € Sema(t)(cacr) fir alle
I € Z(Dom ) nach Def. 11.4.6(vi). Nach der zweiten Voraussetzung gibt es kein x : ¢/ € o so, dal « in ¢’ frei
vorkommt. Demnach gilt Sema(t')(c) = Sema(t')(cawr) fiir alle z : ¢/ € o und alle I € Z(Dom ). Also folgt
Sem(e)(b) € Sema(t)(cacr1) aus der ersten Voraussetzung. [

11.5 Coalgebren

So abstrakt die in den bisher betrachteten Theorien definierten semantischen Bereiche auch sein mégen, immer
war es das Ziel, Daten zu konstruieren, um Aussagen dariiber moglichst durch strukturelle Induktion {iber
dem Aufbau der Bereiche beweisen zu konnen. Damit entspricht ein rekursiver Datentyp DT ohne Funktions-
konstruktor (s. 11.2.11) einer konstruktorbasierten Spezifikation SP und Domp pr dem Standardmodell von
SP (s. §5.1). Der Isomorphismus 7(Dompg, pr) = Domp pr setzt sich dabei oft aus den Konstruktoren von SP

zusaminen.

Das Schone an konstruktorbasierten, endlich erzeugten Datentypen ist neben ihrer direkten Implementierbar-
keit die Moglichkeit, Programme, die auf ihnen arbeiten, mithilfe struktureller Induktion oder, allgemeiner,
Noetherscher Induktion zu verifizieren (s. §7.2). Hier wird {iber dem Awufbau von Daten induziert, wihrend
Scott-Induktion iiber Berechnungslingen induziert (s. 10.1.5). Der Ubergang von ¢*(L) zu ¢**!(L) ist nim-
lich nicht anderes als ein Berechnungsschritt in der Auswertung von Ifp(¢) = sup{¢*(L)};en. Unendliche Daten
wie Strome oder Prozesse lassen sich ebenfalls als Suprema endlicher Approximationen beschreiben. So kann
z.B. das Standardmodell einer konstruktorbasierten Listenspezifikation zum CPO der Strome wvervollstindigt
werden. Die Elemente dieses CPO sind Aquivalenzklassen unendlicher Terme. Er ist isomorph zu dem in Bsp.
11.3.8 angegebenen Bereichsmodell Dompg stream.-

Bei einer Prozefibeschreibung mithilfe von Stromen (Spursemantik; s. §9.1) geht es of um den Nachweis
von Fairnefibedingungen wie das in Priadikat fair von STREAM (s. 9.2.11). Fairnebedingungen gehoren
zur Klasse der Lebendigkeitseigenschaften, die, wie wir in §9.2 gesehen haben, dual zu den Sicherheits-
eigenschaften einer konstruktorbasierten Spezifikation sind. So kann man Sicherheitseigenschaften i.a. mit
Hornformeln und Lebendigkeitseigenschaften mit co-Hornformeln axiomatisieren. Auf semantischer Ebene er-
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kennt man eine Dualitdt zwischen initialen Modellen endlicher Datentypen mit induktiv aufgebauten Daten
und finalen oder terminalen Modellen unendlicher Datentypen.

Ein initiales Modell ist eine white boz. Seine Elemente sind Aquivalenzklassen von Termen, die den Aufbau der
beschriebenen Daten offenlegen. Die Aquivalenz zweier Daten lifit sich aus den gegebenen Axiomen ableiten.
Ein finales Modell ist eine black box. Der Aufbau seiner Elemente ist unbekannt. Man kann sie beobachten,
Messungen iiber sie anstellen und sie so voneinander unterscheiden. Gleich ist, was dieselben Mefsergebnisse
liefert. Gleich ist, wovon man ableiten kann, daf es nicht verschieden ist. Man spricht dann von Beobachtungs-
oder Verhaltensiquivalenz (vgl. Kap. 10). Die dualen Aquivalenzbegriffe im initialen Modell einerseits und
im finalen Modell andererseits sind ein Spezialfall der komplementaren Giiltigkeitsbegriffe, die wiederum aus den
Konstruktionen der beiden Modelle als kleinster bzw. grofiter Fixpunkt folgen (im Sinne von Satz 4.2.11). Im
initialen Modell ist giiltig, was (induktiv) beweisbar ist. Im terminalen Modell ist giiltig, was nicht widerlegbar
ist.

Definition 11.5.1 (terminales Objekt) (vgl. 11.2.4) Sei K eine Kategorie. Ein K-Objekt T" heift termi-
nales Objekt von K, falls fiir jedes IC-Objekt A genau ein K-Morphismus finy : A — T existiert. O

Das finale Modell F'in(SP) einer konstruktorbasierten Spezifikation SP (s. §9.2) ist ein terminales Objekt
in einer Kategorie gewisser hierarchischer ¥-Strukturen.

So wie unendliche Datenstrukturen, nebenldufige Prozesse und objektorientierte Sprachkonstrukte in der
Praxis in engem Zusammenhang stehen, so hat auch deren Formalisierung in Gestalt terminaler Objekte eine
gemeinsame Grundlage. §9.2 legt nahe, dass der finale Ansatz fiir zustandsorientierte Programme allgemeinere
Verifikationsmethoden bietet als der CPO-orientierte. Das wesentliche Beweisprinzip des letzteren ist die Scott-
Induktion, mit der aber nur zuldssige Formeln gezeigt werden konnen (s. 10.1.5). Lebendigkeitseigenschaften
sind aber i.a. nicht zuldssig, weil sie Aussagen iiber unendliche Objekte sind, die gerade nicht von den endlichen
Approximationen der Objekte auf sie selbst (als Suprema der Approximationen) iibertragen werden koénnen.

Die in §9.2 diskutierte Dualitét zwischen Initialitdt und Induktion einerseits und Finalitdt und Coinduktion
andererseits zeigt sich ganz deutlich bei den entsprechenden kategorientheoretischen Begriffen. So 1aft sich z.B.
das finale Modell von STREAM (s. 9.2.11) als terminale Coalgebra darstellen.

Definition 11.5.2 (F-Coalgebra) (vgl. 11.2.7) Sei F' : K — K ein Funktor und A ein K-Objekt. Eine
F-Coalgebra ist ein -Morphismus « : A — F(A). F-Coalgebren bilden die Kategorie Coalgp. Ein Coalgp-
Morphismus von der F-Coalgebra o : A — F(A) in die F-Coalgebra 5 : B — F(B) ist ein K-Morphismus
f:A— Bmit F(f)oa=Fof.0

Die zu 11.2.4 und 11.2.7 dualen Definitionen 11.5.1 bzw. 11.5.2 liefern ein zu 11.2.8 duales Lemma:

Lemma 11.5.3 (Terminale Coalgebren sind Isomorphismen) Sei F':  — K ein Funktor derart, daf
die Kategorie Coalgr ein terminales Objekt 6 : T — F(T') hat. Dann sind 7' und F(T') isomorph. 4

Entsprechend kann man die Definitionen eines w-Diagramms, einer w-Kategorie (vgl. 11.2.4) und eines w-
Funktors (vgl. 11.2.6) dualisieren zum Co-w-Diagramm, zur Co-w-Kategorie bzw. zum Co-w-Funktor
(Ubung!)7 womit wir einen zu 11.2.9 dualen kategoriellen Fixpunktsatz erhalten:

Satz 11.5.4 (Kategorieller Fixpunktsatz IT) Sei K eine Co-w-Kategorie, J das terminale Objekt von K
und F : K — K ein Co-w-Funktor. Dann gibt es ein Objekt T in K mit F(T) = T, das das Quellobjekt sowohl
der terminalen F-Coalgebra als auch des Limes® des Co-w-Diagramms {F*(fins)}ien ist (vel. 11.5.1). Q

Beispiel 11.5.5 (Stréme) Sei A eine Menge. Die Kategorie Set der Mengen und Abbildungen ist eine
Co-w-Kategorie. Der Funktor F : Set — Set mit F(B) =g4.; A x B fiir alle Mengen B und F(f) =g ida X f
fiir alle Abbildungen f : B — C ist ein Co-w-Funktor. Folglich sind F-Coalgebren gerade die Abbildungen der

80das ist die zum Colimes duale Konstruktion (vgl. 11.2.4)
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Form f: B —+ A x B. Jede solche Abbildung ist eindeutig bestimmt durch zwei Projektionen heady : B — A
und taily : B — B: f(b) = (head;(b),tails(b)) fir alle b € B. Nach Satz 11.5.4 hat Coalgr ein terminales
Objekt 0 = (heady, taily) : T — Ax T.

Wie initiale, so sind auch terminale Objekte eindeutig. Bezogen auf die terminale F-Coalgebra heifst das:
Jede F-Coalgebra fin : D — A x D derart, daf es zu jeder F-Coalgebra o : B — A x B eine eindeutige
Abbildung f: B — D mit F(f)oa = fino f gibt (vgl. 11.5.2), ist isomorph zu 6, d.h. T und D sind isomorph.
Wie man leicht nachrechnet, hat die F-Coalgebra fin : D — A x D der Stréme oder unendlichen Listen
iiber A mit

e D =def [N — A],
o headyin(s) =gef $(0) furalles: N — A,
o (tailpin(s))(n) =g4ef s(n+1) firalles:N— Aundn eN

genau diese Eigenschaft. D ist also isomorph zu 7', so daf nach Lemma 11.5.3 auch D und F(D) = A x D
isomorph sind. Wir haben also wie im Beispiel 11.3.8 die Bereichsgleichung D = A x D in D gel6st, und die
Losung ist wieder die Menge der Strome von Elementen einer gegebenen Datenmenge.®! Jetzt haben wir die
Losung aber schon in Set und nicht erst in der komplizierten Kategorie C PO¥ erhalten. In Set konnten wir
zwar die entsprechende Gleichung D = 1+ (A x D) 16sen (vgl. 11.2.15), erhielten dabei aber nur die Menge der
endlichen Listen von Elementen aus A als Losung. &

Es ist also tatséchlich so: was im konstruktorbasierten Ansatz erst durch die Vervollstindigung von Set nach
CPOF gelang, nimlich unendliche Datenstrukturen zu “modellieren”, erreicht man im beobachtungsorientierten
Ansatz schon in Set. Stellt sich die Frage: Sind alle terminalen Coalgebren Vervollstindigungen initialer Alge-
bren? Nein! Es gibt durchaus informatikrelevante Entitdten, die man nicht als endliche Strukturen oder deren

Fortsetzungen ins Unendliche (Suprema) beschreiben kann. Dazu gehoren zum Beispiel Potenzmengen.

Modelltheoretisch ist der beobachtungsorientierte Ansatz schon recht gut untersucht, beweistheoretisch noch
sehr wenig. Da, wie oben angedeutet, insbesondere verteilte Systeme und nebenlédufige Prozesse naturgemafs in
diesem Ansatz formalisierbar sind, wéren fiir die Verifikation solcher Systeme beobachtungsorientierte Beweis-
verfahren von grofler Bedeutung. Dazu miissen zunéchst einmal Kalkiile entwickelt werden, die bzgl. terminaler
Modelle korrekt und vielleicht sogar vollstéindig sind. Wie definiert man z.B. Funktionen in einem terminalen
Modell, das nicht, wie ein initiales, induktiv aufgebaut ist? Wieder ist es die Algebra-Coalgebra-Dualitét, die
eine Antwort auf diese Frage gibt.

Betrachten wir dazu noch einmal Beispiel 11.2.15: Die dort konstruierte Losung E der Gleichung E =
14 (A x E) ist nach Satz 11.2.9 das Zielobjekt der initialen G-Algebra, wobei G eine Menge B nach 1+ (A x B)
abbildet. Eine G-Algebra ist also eine Abbildung der Form ¢ : 1 + (A x B) — B. Jede solche Abbildung
ist eindeutig bestimmt durch zwei Inklusionen 1, : 1 — B und consy : A x B — B: g(1) = 14(1) und
9((a,b)) = consy(a,b) fir alle a € A und b € B. Bezliglich der Darstellung des Zielobjektes der initialen
G-Algebra ini: 14+ (A X E) — E als Menge F = A* der endlichen Listen iiber A ist ini wie folgt definiert:

L4 117“(1) —def nZl7
o consini(a,L) =4ef a: L fiir allea € Aund L € A*.

Da ini initial ist, gibt es zu jeder G-Algebra a : 1 + (A x B) — B eine eindeutige Abbildung g : A* — B
mit g oini = ao G(g) (vgl. 11.2.7). Aus Anwendungen dieser Gleichung erhilt man: Es gibt eine eindeutige
Abbildung g : A* — B mit

g(nil) = g(1ini(1)) = g(ini(1)) = a(G(g)(1)) = (1 :
g(a: L) = g(consini(a, L)) = g(ini((a, L))) = «(G(g)((a, L)) = a((a, g(L))) = consa(a,g(L))
8lhier A, in 11.3.8 hieR diese Menge B.
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fiir alle @ € A und L € A*. Diese beiden Gleichungen definieren also die Funktion g eindeutig. Das ist eine
Begriindung dafiir, daf Funktionen tatséchlich durch strukturelle Induktion (hier auf der Listenstruktur) defi-
nierbar sind. Jede Abbildung ¢ : E — B mit g oini = a o G(g) ist induktiv definiert, und umgekehrt: Fiir jede
induktiv definierte Funktion g : F — B gilt g o ini = a0 G(g).

Beispiel 11.5.6 (Konkatenation zweier Listen) Die Gleichungen
e conc(nil)(L') =L’
e conc(a: L)(L") = a :conc(L)(L')

definieren conc : A* — [A* — A*] als eindeutige Abbildung vom Zielobjekt der G-Algebra ini (s.0.) in das
Zielobjekt der G-Algebra o : 1+ (A x B) — B mit

o B =def [A* — A*},
o 1,(1)(L') =gep L' fiir alle L' € A*,
o consq(a,L)(L') =gef a: (L++L") firallea € Aund L, L' € A*. &

Fazit: Induktion = Initialitét! Also auch Terminalitit = Coinduktion? Aber was ist eine coinduktive
Definition? Sehen wir uns dazu Beispiel 11.5.5 an. Da fin (s.0.) terminal ist, gibt es zu jeder F-Coalgebra
a: B — A X B eine eindeutige Abbildung f : B — [N — A] mit F(f) oa = fino f. Aus Anwendungen dieser
Gleichung erhélt man: Es gibt eine eindeutige Abbildung f : B — D mit

headgin(f(b)) = proji(fin(f(b))) = proji(F(f)(a(b))) = proji(F(f)(heada(b), taila(b)))
= proji(heady (), f(tail, (b)) = heady (b),

(0)

tailpin(f (b)) = proja(fin(f (b)) = proja(F(f)(a(b))) = proja(F(f)(heada (b), taila (b)))
= proja(heady (b), f(taily (b)) = f(taily (b))

fiir alle b € B.

Beispiel 11.5.7 (Alternierendes Mischen zweier Strome) Die Gleichungen
o heady;n(zips(s,s’)) = head s (s)
o tailyin(zips(s,s’)) = zips(s’, tail fin(s))

definieren zips : [N — A] x [N — A] — [N — A] als eindeutige Abbildung vom Quellobjekt der F-Coalgebra
a: B — A x B in das Quellobjekt der F-Coalgebra fin (s.o0.), wobei « wie folgt definiert ist:

o B =4 [N—= Al x [N = 4],
o heady(s,s’) =qef s(0) fiir alle s,s" : N — A,
o tailo(s,s') =dgef (5, tailsin(s)) firalles, s’ :N— A &

Terminale Coalgebren lassen sich in O’Haskell [76] als Records (Typkonstruktor struct) implementieren.
Die allgemeinen Schemata einer Recordtypdefinition, einer Recorddefinition und von Selektoraufrufen lauten
wie folgt:

struct Record = selectorl :: typel
selector2 :: type2

record = struct selectorl = terml
selector2 = term2

a = record.selectorl
record.selector?2

o’
1]
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Eine Funktion ist coinduktiv definiert, wenn sie in einen Recordtyp abbildet.

Beispiel 11.5.8 (unendliche Listen)

struct Infseq a = head_ :: a

tail_ :: Infseq a
x ‘app‘ s = struct head_ = x

tail_ = s
blink = struct head_ = 0

tail_ = 1 ‘app‘ blink

Beispiel 11.5.9 (Strome: endliche und unendliche Listen)

struct Stream a = ht :: Maybe (a,Stream a)

nats n = struct ht = Just (n,nats (n+1))

s 0@ s’ = struct ht = case s.ht of Just (x,t) -> Just (x,t@@s’)
_ -> s8’.ht

zips s s’ = struct ht = case s.ht of Just (x,t) -> Just (x,zips s’ t)
_ -> s8’.ht

maps f s = struct ht = do (x,t) <- s.ht

Just (f s,maps f t)

exists g s = case s.ht of Just (x,t) -> g x || exists g t
_ -> False
nth 0 s = do (x,t) <- s.ht
Just x
nth n s =do (_,t) <- s.ht
x <- nth (n-1) t
Just x

Beispiel 11.5.10 (Multimengen)

struct Bag a = card :: a -> Int

struct card = const O

mtBag

single x = struct card y = if y == x then 1 else 0

b ‘union‘ ¢ = struct card x = b.card x + c.card x

O’Haskell erlaubt subtyping (vgl. §4.1), sowohl fiir konstruktorbasierte Datentypen als auch fiir Records.
Ein Subtyp DatatypeS eines Datentyps Datatype vergrofiert durch Hinzunahme von Konstruktoren die durch
Datatype denotierte Datenmenge. Ein Subtyp RecordS eines Records Record verkleinert durch Hinzunahme

von Selektoren die durch Record denotierte Datenmenge. Subtyping

data DatatypeS > Datatype = constructorS1l typeSil ... typeSinS1 |
constructorS2 typeS21 ... typeS2nS2 |

struct RecordS < Record = selectorS1 :: typeSi1
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selectorS2 :: typeS2

Records lassen sich in O’Haskell mit dem Typkonstruktor Template zu Klassen erweitern. Die Erweiterung
besteht in Zustandsvariablen, die nach dem Schliisselwort template eingefiihrt und gleichzeitig initialisiert
werden. Dann werden die Methoden der Klasse als Selektoren eines (zuvor deklarierten) Records definiert. Sie
diirfen Zustandsvariablen verédndern und miissen einen der monadischen Ergebnistypen Action oder Request

a haben.

Action < Cmd O
Request a < Cmd a
Template a < Cmd a

struct Methods = methodl :: typell ... typelnl -> Action
method2 :: type21 ... type2n2 -> Request type2
class :: typel -> type2 -> ... -> Template Record

Es folgen vier Schemata zur Definition der Klasse class. Falls Initialisierungen von Zustandsvariablen bzw.
Methodendefinitionen Hilfsfunktionen bendtigen, muss man deren Definition bei (1) bzw. (2) unterbringen. Bei
wechselseitiger Rekursion von Methoden und anderen Funktionen muss man dem vierten Schema folgen und
letztere bei (3) unterbringen. Selbstverstindlich kann das erste Schema mit dem zweiten oder dritten kombiniert

werden.
class x1 x2 ... = template -- initializations of state variables
stateVarl := termil
stateVar2 := term2
in struct -- method definitions
methodl = action monad_terml
method2 = request monad_term2
class x1 x2 ... = let -- local definitions 1)
in template -- initializations of state variables
in struct -- method definitions
class x1 x2 ... = template -- initializations of state variables
in let -- local definitions (2)
in struct -- method definitions
class x1 x2 ... = template -- initializations of state variables
in let -- local definitions (3)

-- method definitions

in struct ..Record

a <- class al a2 ...
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