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Vorwort

Dieses Skript ist als Ergénzung und als Begleitmaterial zur Vorlesung ,,Logische Systeme der Informatik”
gedacht. In seiner im Augenblick vorliegenden Form kann eine alleinige Lektiire den Besuch der Vorlesung
nicht ersetzen, da insbesondere Erlauterungen, Motivationen und auch Beispiele manchmal nicht oder nur in
gekiirzter Form im Skript enthalten sind. Dariiberhinaus aber enthélt das Skript alle Begriffe, Definitionen
und Sétze (inklusive Beweise) usw., die in der Vorlesung behandelt werden. Natiirlich (und zugleich auch
bedauerlicherweise) bleibt es nicht aus, dafl sich beim Schreiben eines solchen Skripts Fehler einschleichen,
inhaltliche Fehler sollten aber ausgeschlossen sein. Sollten Sie Fehler — eventuell doch noch inhaltlicher Art —
finden, so wire ich dafiir dankbar, wenn Sie mir diese mitteilen wiirden (email: wagner@lsl.informatik.uni-
dortmund.de).
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Einleitung

Die Entwicklung der modernen Logik als ,, Wissenschaft vom richtigen Denken” geht in ihren Wurzeln auf die
alten Griechen zuriick. Zwei Schulen waren prégend, die beide etwa zur selben Zeit (ca. 300 vor Christus)
entstanden sind und die beide unterschiedliche Ansitze verfolgten. Die von Zenon aus Kition (Zypern)
begriindete Schule der Stoiker betrieb die Analyse von Satzen und Schlussfolgerungen in einer Weise, die als
Vorlaufer der Wahrheitswerttabellenmethode der Aussagenlogik angesehen werden kann. Die von Aristoteles
entwickelte und von seinen Schiilern verbreitete Syllogistik beinhaltete Schlussregeln fiir Aussagen der Form
yalle S sind (nicht) P” und ,einige S sind (nicht) P”. Als , Lehre vom folgerichtigen Schlielen” war Aristoteles’
Syllogistik noch bis Anfang des neunzehnten Jahrhunderts von zentraler Bedeutung. Erst Mitte bzw. Ende
des neunzehnten Jahrhunderts nahm die moderne Logik durch die Arbeiten von Boole zu seiner ,, Algebra der
Logik” und von G. Peano, G. Frege und C.S. Peirce ihre heutige Form an. Noch in den 20er Jahren unseres
Jahrhunderts wurde jedoch Logik eher als philosophischer Gegenstand behandelt. Zusehends bediente man
sich jedoch mathematischer Methoden zur Formalisierung der Semantik und zur Analyse von Schliissen und
Beweissystemen. Formale Logik wurde zu einer mathematischen Disziplin, in deren weiteren Entwicklung
sich als fast schon eigenstédndige Bereiche Mengenlehre, Modelltheorie, Beweistheorie und Rekursionstheorie
herauskristallisierten, die ihrerseits selbst wiederum wichtige Beitrage zur Mathematik lieferten.

Die Entwicklung der Informatik fiithrte zu einem Schub in der Logikforschung, in deren Folge weitere bedeu-
tende Forschungsbereiche der Logik oder zumindest solche mit Logikbestandteilen entstanden sind: hierzu
zéhlen Programmverifikation und -spezifikation im Bereich der sequentiellen und nebenldufigen Systeme,
logische und funktionale Programmierung, deduktive Datenbanksysteme, automatisches Beweisen, Beschrei-
bungssprachen und die endliche Modelltheorie. Viele Problemstellungen der Informatik fithrten zum Aufbau
neuer nichtklassischer Logiken und damit zu einer Vielzahl neuartiger logischer Fragestellungen. Im Wech-
selspiel befruchten sich somit Informatik und Logik gegenseitig.

In der Veranstaltung ,,Logische Systeme der Informatik” sollen die wesentlichen Grundlagen aus den Berei-
chen der klassischen Aussagen- und Prédikatenlogik, der Logischen Programmierung und der Modallogiken
behandelt werden, wobei wir hinsichtlich der Beweiskalkiile solchen Systemen den Vorzug gegeben haben, die
gut zu erlernen, leicht anwendbar bzw. die Grundlage von automatischen Theorembeweisern sind.

(noch zu ergénzen)

Ergénzende Literatur:
(Es werden zu den einzelnen Schwerpunktthemen jeweils einige ergénzende und vertiefende Lehrbiicher auf-
gefiihrt.)

1. Fiir den gesamten Stoff der Vorlesung

(a) A. Nerode, R.A. Shore:
Logic for Applications, Springer 1997
(b) B. Heinemann, K. Weihrauch:
Logik fiir Informatiker, Teubner Verlag 1992

(¢) M. R.A. Huth, M.D. Ryan:
Logic in Computer Science, Cambridge University Press 2000

2. Aussagen- und/oder Pradikatenlogik, Logische Programmierung

(a) M. Fitting:
First-Order Logic and Automated Theorem Proving, Springer 1996
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(b) H. Thiele:
Logische Systeme der Informatik, Vorlesungsskript 1994
(c) H.-D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas:
Einfithrung in die mathematische Logik, Spektrum Verlag 1996
(d) U. Schéning:
Logik fiir Informatiker, Spektrum Verlag 1995
(e) D. van Dalen:
Logic and Structure, Springer Verlag 1997
(f) W. Rautenberg:
Einfithrung in die mathematische Logik, Vieweg Verlag 1996

3. Logische Programmierung

(a) A. Leitsch:
The Resolution Calculus, Springer Verlag 1997
(b) J.W. Lloyd:
Foundations of Logic Programming, Springer Verlag 1993
(c) H.J. Goltz, H. Herre:
Grundlagen der logischen Programmierung, Akademie-Verlag 1990

4. Modal- und Temporallogik

(a) R. Goldblatt:
Logics of Time and Computation, CSLI 1992
(b) B.F. Chellas:
Modal Logic, Cambridge University Press 1984
(c) F. Kroger:
Temporal Logic of Programs, Springer Verlag 1987
(d) L. Bolc, A. Szalas (Hrg.):
Time and Logic: a computational approach, UCL Press 1995
(e) Z. Manna, A. Pnueli:
Temporal Verification of Reactive Systems: Safety, Springer Verlag 1995
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Kapitel 1

Aussagenlogik

In der Einleitung hatten wir bereits erlautert, dass Logik in gewissem Sinne als eine Theorie des Schlieflens
bzw. Beweisens angesehen werden kann. Gegenstédnde von Schlussweisen sind im intuitiven Sinne natiirlich
Aussagen, d.h. sprachliche Gebilde, die uns zur Mitteilung von Sachverhalten dienen. Beschreibt eine solche
Aussage in zutreffender Weise einen Sachverhalt, so werden wir diese Aussage als wahr ansehen, andernfalls
als falsch. Wir nehmen dabei den Standpunkt ein, dass eine Aussage immer entweder wahr oder falsch ist,
auch dann, wenn wir (prinzipiell) keine Moglichkeit haben, zu entscheiden, welcher der beiden Falle zutrifft.
Dieser Standpunkt ist nicht unumstritten. Wir werden spéater darauf noch kurz eingehen.

Nun gibt es viele Beispiele, insbesondere in idealisierten Gegenstandsbereichen wie solche der Mathematik,
in denen der Wahrheitswert einer Aussage in unstrittiger und eindeutiger Weise gegeben ist. Unsere Um-
gangssprache ist jedoch voll von Beispielen, in denen die Wahrheit einer Aussage abhéngt z.B. vom Kontext
der AuBerung (von sogenannten Indikatoren) oder von der Intention, mit der diese Aussage getroffen wird.
Wahrend mit der mathematischen Aussage ,,239 ist eine Primzahl” die Vorstellung verbunden ist, dass diese
Aussage zu allen Zeiten und an allen Orten gilt, trifft dies auf eine Auﬁerung der Art ,Heute regnet es in
K&ln” nicht mehr zu. Abhéngig von dem Indikator , heute” wird diese Aussage einmal wahr und ein andermal
falsch sein. Im Rahmen der Aussagenlogik wollen wir nur solche Aussagen betrachten, die keine Indikatoren
beinhalten. Wir gehen daher davon aus, dass jeder Aussage ein fester Wahrheitswert zugeordnet ist.

Einige dieser Aussagen wie z.B. ;239 ist eine Primzahl” sind minimal in dem Sinne, dass sie keine echten

Teilaussagen enthalten. Andere wiederum sind iiber sprachliche Verkniipfungen gebildet, z.B. ,,\/ﬁﬁ ist
rational oder irrational”. Unsere Sprache bietet aber eine Vielzahl von Moglichkeiten, von der Intention her
gleiche sprachliche Verkniipfungen in unterschiedlicher Weise sprachlich widerzugeben.
Die Verneinung einer Aussage kann z.B. in der Form
,Der Buchstabe ‘a’ ist in ‘Wort’ nicht enthalten”
erfolgen. Wie das Beispiel
»Keine ungerade Zahl ist durch 2 teilbar”
zeigt, muss aber keineswegs eine Verneinung mittels ,,nicht” gebildet sein.
Konjunktive Verkniipfungen sind in der Umgangssprache haufig durch ,,und” sowie durch ,,aber” formuliert:
»4 ist grofer als 3 und 4 ist keine Primzahl”
»4 ist grofer als 3, aber kleiner als 57.
Disjunktive Verkniipfungen werden iiblicherweise mittels ,,oder” ausgedriickt:
,Das Programm terminiert oder es ist nicht korrekt”. Meistens ist in der Umgangssprache dieses ,,oder”
in einem ausschlieenden Sinne zu verstehen.
Implikative Verkniipfungen bilden wir in einer der nachfolgenden Formen:
»a2 > 0 fiir eine natiirliche Zahl a impliziert a > 07
,Aus a2 > 0 fiir eine natiirliche Zahl a folgt a > 0”
swenn a >0, dann a > 07,
wobei im allgemeinen eine inhaltliche Abhdngigkeit der beiden Teilaussagen unterstellt ist.
Im folgenden wollen wir nun eine formale Sprache aufbauen, die diese Vagheiten und Vieldeutigkeiten in der
Bildung von Aussagenverkniipfungen vermeidet, aber dennoch die erforderlichen Ausdrucksméglichkeiten zur
Verfiigung stellt.
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1.1 Formalisierung der Aussagenlogik

Wir werden zunéchst ein fixiertes Alphabet zugrundelegen, mit dem Zeichenreihen gebildet werden koénnen,
die einfache (,atomare”) Aussagen représentieren. Sogenannte logische ,,Funktoren” oder ,, Konnektoren”
dienen dann zur Bildung neuer Zeichenreihen, die verkniipfte Aussagen représentieren. Diese logischen Kon-
nektoren entsprechen in ihrer Verwendung weitestgehend dem umgangssprachlichen Gebrauch, werden aber
insbesondere eine prézise definierte Semantik haben.

1.1.1 Syntax der Aussagenlogik

Im folgenden fithren wir nun eine formale Sprache ein, deren Elemente Aussagen in ihrer abstrakten Form
darstellen. Wir legen hierzu ein Alphabet ¥ 45 zugrunde, das die nachfolgend aufgefiihrten Elemente enthélt:

e Symbole zur Bildung der Aussagenvariablen: A, |
e Konstanten: L (bottom oder Falsum) und T (top oder Verum)

e Zeichen fiir die logischen Funktoren oder Konnektoren:

- (einstelliger Konnektor, entspricht umgangssprachlich dem ,nicht”)

A, V, — (2-stellige Konnektoren, entsprechen umgangssprachlich ,und” bzw. ,oder” bzw. ,wenn -
dann” )

o Klammersymbole als technische Hilfszeichen: (, ).

Definition 1.1 Die folgenden Zeichenreihen tiber dem Alphabet 345, heifflen Aussagenvariablen (oder
aussagenlogische Variablen): A, Al, Al,....

Schreibweise: statt A|...| (n+1 Striche): Ani1

Die Menge dieser Aussagenvariablen sei mit Varap bezeichnet.

Als metasprachliche Symbole fiir Aussagenvariablen verwenden wir im folgenden auch die Symbole A, Ay, Ao, . . .,
B,By,Bs,...,C,C1,Cs,. ...
Ausgehend von den Aussagenvariablen bilden wir mittels der logischen Konnektoren Formeln:

Definition 1.2 (Formeln des Aussagenkalkiils) 1. Jede Konstante und jede Aussagenvariable ist
eine aussagenlogische Formel (atomare Formel).

2. Falls a und B aussagenlogische Formeln sind, dann auch —«, (a A f), (aV 3) und (o — 3).

3. Nur Zeichenreihen, die nach (1) oder (2) erhalten werden, sind aussagenlogische Formeln.
Die Menge aller aussagenlogischer Formeln sei mit F'may bezeichnet.

Bemerkung 1.3 Es ezistiert eine eindeutige kontextfreie Grammatik iber dem Alphabet X1, die die
Menge der Formeln des Aussagenkalkiils erzeugt.

Der nachfolgend definierte Begriff des Formelbaumes ist mehr aus technischer Sicht von Bedeutung. Er dient
im Wesentlichen dazu, Begriffe wie Teilformeln auf einfache Weise einzufiihren.

Definition 1.4 FEin Formelbaum T ist ein endlicher, mit aussagenlogischen Formeln markierter Bindr-
baum, der den folgenden Bedingungen gentigt:

1. Die Bldtter sind mit Aussagenvariablen markiert.

2. Ist ein Knoten o von T mit (o B) fiir einen logischen Konnektor o € {A\,V,—} markiert, so ist
der linke Sohn von o mit o, und der rechte Sohn von o mit 3 markiert.

3. Ist ein Knoten o mit ~a markiert, so hat o genau einen Sohn. Dieser ist mit « markiert.
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Definition 1.5 T ist ein Formelbaum zur Formel a gdw. gilt
1. T ist ein Formelbaum und
2. die Wurzel von T ist mit o markiert.

Nach dem, was Sie in der Grundvorlesung GTT gehort haben, sollte die folgende Aussage klar sein.
Folgerung 1.6 Der Formelbaum einer aussagenlogischen Formel ist eindeutig.

Definition 1.7 Fine Formel (8 ist Teilformel einer Formel a genau dann, wenn im Formelbaum von
a ein Knoten mit 8 markiert ist.

Ist B verschieden von «, so heifst 8 echte Teilformel von «.

Ist im Formelbaum von « ein Sohn des Wurzelknotens mit 3 markiert, so ist 3 direkte Teilformel von
a.

Zur Vereinfachung der Schreibweise treffen wir die folgenden Klammerungskonventionen, von denen wir
des 6fteren Gebrauch machen.

e Das auflerste Klammerpaar muss nicht geschrieben werden. Wir diirfen also A V B statt (AV B)
schreiben.

e Wir vereinbaren, dass in der Reihenfolge
AT

jeder logische Konnektor stéarker trennt als die vorhergehenden, so dass also z.B. die Formel -A —
B A—AV C eine kiirzere Schreibweise fiir (mA — ((B A —A) Vv C)) ist.

Notation 1.8 Varay () bezeichne die Menge der in o vorkommenden Aussagenvariablen.

Um fiir Formelmengen bestimmte Eigenschaften nachzuweisen, werden wir oft auf das Beweisprinzip der
strukturellen Induktion zuriickgreifen:

Theorem 1.9 (Strukturelle Induktion oder auch Induktion iiber den Aufbau der Formeln) F sei
eine Figenschaft von Formeln, fir die gilt:

1. Alle atomaren Formeln haben die Eigenschaft E.

2. Haben « und (B die Eigenschaft E, so auch —a und (ao () fir einen logischen Konnektor o €
{/\,\/,H}.

Dann haben alle aussagenlogischen Formeln die Figenschaft E.

Beweis. (Informell) Es sei M (F) die Menge aller aussagenlogischer Formeln, die die Eigenschaft E haben.
Nach (1) sind alle atomaren Formeln in M (E) enthalten.
Wegen (2) sind mit o und § auch -« und a o j fir o € {A,V,—} in M (F) enthalten. Nach Definition von
F'm 45, folgt somit

Fmar, CM(E)C Fmay.

Dem Beweisprinzip der strukturellen Induktion korrespondiert als Definitonsprinzip fiir Funktionen auf der
Menge der aussagenlogischen Formeln die Strukturelle Rekursion.

Theorem 1.10 (Strukturelle Rekursion) FEs ewxistiert auf der Menge der aussagenlogischen Formeln
genau eine Funktion f,

e die auf der Menge der atomaren Formeln explizit festgelegt ist, und

e fir die der Wert fir —« dber den Wert fir a und der Wert fir (ao3), o € {A,V,—}, dber die
Werte fiir a und 3 bestimmt ist.

Auf den nicht wesentlich schwierigeren, aber etwas aufwendigeren Beweis dieses Theorems verzichten wir.
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1.1.2 Semantik

Mit dem Aufbau einer formalen Sprache liegen uns mit den Formeln rein syntaktische Gebilde vor. Fiir diese
Formeln wollen wir eine Beziehung zu inhaltlichen Aussagen herstellen: zunéchst dienen uns Aussagenvaria-
blen zur Représentation von Aussagen. Durch Interpretation der Aussagenvariablen durch diese Aussagen
und der Konnektoren durch die entsprechende sprachliche Verkniipfung geht eine Formel in eine Aussage
iber. Vom logischen Standpunkt interessiert uns aber nur der Wahrheitswert einer solchen Aussage. Die
Konsequenz dieser Auffasung ist, dass wir Aussagenvariablen nur als Variablen fiir die Wahrheitswerte T'rue
und False (hier mit 7" und F abgekiirzt) betrachten. Ergibt sich dann der Wahrheitswert einer solchen
zusammengesetzten Aussage aus den Wahrheitswerten der Teilaussagen, und wenn ja, in welcher Weise? Wir
wollen hierzu entsprechende Festlegungen treffen, die weitestgehend unserem umgangssprachlichen Gebrauch
von sprachlichen Verkniipfungen entlehnt sind. Insbesondere aber stellen wir uns auf einen extensionalen
Standpunkt, nach dem nur der Wahrheitswert der einzelnen Teilaussagen fiir den Wahrheitswert der Ge-
samtaussage von Relevanz ist.

Definition 1.11 FEine Belegung (oder Interpretation) ist eine Abbildung I : Varap — {T, F}.

Definition 1.12 Der Wert a! einer aussagenlogischen Formel o unter der Belegung I ist wie folgt
definiert:

Al =T(A)
Th.=T
1.=F
1T falls al = F
[ma]” = F sonst

[a/\ﬁ]l _ {T falls o =T und B =T
F sonst

[av g

T fallso! =T oder 1 =T
F  sonst

I T falls ol =F oder ' =T
o= ' =
F  sonst

Abkiirzung: (A < B) fir (A — B)A (B — A))

Es gilt dann:

I T fallsa! =p' =T oder o =p' = F
v = B o= F  sonst

Bemerkung 1.13 Der Konnektor — steht fir das umgangssprachliche ,wenn - dann”, der als Abktr-
zung eingefihrte Konnektor < fir das umgangssprachliche ,genau dann - wenn” bzw. ,ist dquivalent
zu”. Im Unterschied zur umgangssprachlichen Verwendung einer solchen ,wenn - dann”-Aussage,
flir die, um wahr sein zu konnen, i.a. ein inhaltlicher Zusammenhang zwischen den beiden Teil-
aussagen bestehen muss, ist hier der Wahrheitswert nur noch von den Wahrheitswerten der beiden

Teilaussagen abhangig.

Von der Intuition her wiirde man erwarten, dass der Wahrheitswert einer Formel unter einer Belegung nur
von den Wahrheitswerten der darin vorkommenden Aussagenvariablen abhéngig ist. Das folgende Theorem
zeigt, dass dies tatsachlich so ist.

Theorem 1.14 (Koinzidenztheorem) I} und I seien zwei Beleqgungen, die auf der Menge der in
einer Formel a vorkommenden Aussagenvariablen tibereinstimmen.
Es gilt dann:
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Beweis. Beweis mittels struktureller Induktion.

E sei die folgendermaflen definierte Eigenschaft von Formeln:
FE trifft auf a zu gdw. gilt

stimmen I; und I, auf Vary (a) iiberein, so ist ot = «
M (E) sei dann die Menge der Formeln in Fm ap,, auf die E zutrifft.

Offensichtlich gilt T, L € M (E). Sei A eine beliebige Aussagenvariable. Aus I; (A) = I3 (A) folgt ATt = A2
also A € M (E). Damit sind alle atomaren Formeln in M (E) enthalten.

Sei nun a € M (E). Betrachte —a. Stimmen I1 und Iy auf Varar (—«) iiberein, so wegen Varar (-a) =
Varay (o) auch auf Varag (a). Da a € M (E), gilt daher o/t = o2 und damit auch [-a]" = [-a]"2.
Analog wird die Eigenschaft fiir & o § mit o € {A,V, —} gezeigt. Es folgt somit Fmar C M (E) C Fmay,
d.h. fiir jede aussagenlogische Formel « gilt a* = o2, wenn I; und I auf Varaz, (a) iibereinstimmen. m

I

Eine Folge von Theorem 1.14 ist, dass wir, um den Wert einer Formel unter einer Interpretation zu ermitteln,
nur die Belegungen der aussagenlogischen Variablen, die in der Formel vorkommen, berticksichtigen miissen,
d.h. nur endlich viele aussagenlogische Variablen.

Definition 1.15 1. Eine Belegung I erfiillt eine Formel a genau dann, wenn of =T.

2. I erfillt eine Menge ¥ von Formeln genau dann, wenn I jede Formel a € ¥ erfullt. I heifit
dann Modell von X.

M () bezeichne die Menge aller Modelle von 3.

8. FEine Formel o heifit erfullbar genau dann, wenn eine Beleqgung I existiert, die o erfillt.

a heifft allgemeingiltig (oder giiltig bzw. Tautologie) genau dann, wenn jede Belegung I die
Formel a erfillt. Taut sei die Menge der Tautologien.

Bemerkung 1.16 An dieser Stelle sollte noch einmal auf das bereits aus GTI bekannte Erfillbarkeits-
problem der Aussagenlogik hingewiesen werden:

Gegeben: cine aussagenlogische Formel a.

Frage: Ist o erfillbar?

Dieses Erfillbarkeitsproblem ist NP-vollstindig (bzgl. Polynomialzeitreduktion wie auch bzgl. logspace-
Reduktion) und bildet den Ausgangspunkt fir viele Reduktionen zum Nachweis der NP-Harte.

Aufgrund des Koinzidenztheorems konnen wir die Frage nach der Erfiillbarkeit oder Allgemeingiiltigkeit ei-
ner Formel sehr einfach mit der ,,Methode der Wahrheitswerttabellen” beantworten: in einer Tabelle werden
samtlich mogliche Belegungskombinationen der in der Formel vorkommenden aussagenlogischen Variablen
aufgelistet und fiir jede solche Belegungskombination wird der Wahrheitswert der Formel dadurch ermittelt,
dass wir im Formelbaum von den Blattern zur Wurzel gehend fiir jede Teilformel den Wahrheitswert bestim-
men. Fir Teilformeln, die mehrfach auftreten, braucht der Wahrheitswert natiirlich nur einmal ermittelt
werden.

Beispiel 1.17 Wir wollen feststellen, ob die Formel A — (B — A) allgemeingiiltig ist. Die Wurzel
des Formelbaums ist dann mit A — (B — A) markiert. Dieser Knoten hat zwei Séhne, die mit A
bzw. B — A markiert sind. B — A hat ebenfalls zwei Séhne, die mit A bzw. B markiert sind.

Wir stellen dann eine Tabelle in der nachfolgenden Form auf. Dieser Tabelle entnehmen wir, dass
A — (B — A) allgemeingiiltig ist.

(B— A)

A—
T
T
T
T
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Der Folgerungsbegriff

Da Tautologien unter allen moglichen Belegungen den Wahrheitswert True erhalten, liefert eine Tautologie
uns keine Informationen. Wohl aber, und dies wird spater im Zusammenhang mit formalen Kalkiilen noch
klar werden, kénnen mit ihnen aus vorhandenen Aussagen neue Aussagen gefolgert werden. Wir wollen daher
als Néchstes den intuitiven Folgerungsbegriff formal fassen.

Definition 1.18 Sei ¥ eine Menge von Formeln und « eine Formel.

Aus ¥ folgt a (notiert durch ¥ Ear o) genau dann, wenn jede Belegung I, die Modell von ¥ ist, «
erfillt.

(andere Sprechweise: « ist logische Konsequenz von 3.)

Definition 1.19 Cn (X) :={a € Fmar, | ¥ Ear a} ist die Konsequenzenmenge von X.

Proposition 1.20 X, 3, ¥y seien beliebige Mengen von aussagenlogischen Formeln.
Es gilt dann:

1. 31 C Xy impliziert Cn (X1) C Cn (3s).
Y CCn ().

Taut C Cn (X) fir jede Menge X.
Cn(Cn (X)) CCn(%).

DT

Beweis.

1. Sei @ € Cn(X1) und sei I ein Modell von ¥3. Dann ist I insbesondere ein Modell von ;. Da
a € Cn (%), erfillt I somit a, d.h. a € Cn (Xq).

2. Offensichtlich erfiillt.
3. Taut = {a € Fmar | 0 E=ar o
Da () C 3 folgt die Behauptung nach (1).

4. Sei « € Cn (Cn (%)), d.h. Cn (X) Ear a.

Sei ferner I ein Modell von ¥. Dann erfiillt I jede aussagenlogische Formel § mit ¥ =47, (., also ist [
Modell von Cn (X). Wegen Cn (X) =ar « erfiillt I auch «. Insgesamt erhalten wir somit a € Cn (X).
Dies war zu zeigen.

Einfache Eigenschaften

Wir wollen als Nachstes einige einfache Eigenschaften von Formeln festhalten, die wir im Folgenden meist
stillschweigend verwenden werden.

Lemma 1.21 Die folgenden Formeln sind Tautologien:

1. (Av(BVC)) < ((AvB)v()
(AN(BAC))«— ((AANB)AC)

2. (AV B) < (BV A)
(AANB) < (BAA)

3. (AV(BAC))— ((AVB)A(AV())
(AN(BVC)) < (AANB)V(ANQ))
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5.

- (AV B) < (-AA-B)
- (AAB) < (mAV-B)
-(A— B) < (AA-B)

6. (A— B) < (-AV B)

Beweis. Wir wollen exemplarisch einen Fall, ndmlich 3. beweisen. Gewissermaflen zur I"Jbung werden wir
dies noch einmal sehr ausfiihrlich und ohne Riickgriff auf die Methode der Wahrheitswerttabellen zeigen.
Sei dazu I eine beliebige Belegung. Es gilt

(Av(BAO) =T

Al =T oder (BAC)) =T

Al = T oder (BI =T und C! = T)

(AI =T oder Bf = T) und (AI =T oder C! = T)

(AVB) =T und [(AvCO) =T

[((AvB)A(AvC)) =T.

Damit gilt weiter

[(AV(BAC)) < (AVB)A(AVO)) =T.

Da dies fiir eine beliebige Belegung gilt, ist ((AV (BAC)) « ((AV B) A (AV (C))) somit eine Tautologie. ®

te o

Definition 1.22 Zwei Formeln o und [ heiffen (aussagenlogisch) semantisch dquivalent (notiert als
a =4r B) genau dann, wenn a < (§ eine Tautologie ist.

Aussagenlogische Formeln sind somit genau dann semantisch dquivalent, wenn sie unter beliebigen Belegungen
immer den gleichen Wahrheitswert erhalten.

Lemma 1.23 Fir beliebige Formeln o und 8 sowie Formelmengen ¥ gilt:

1. Wenn ¥ Earp a— 8 und X AL «, so X Ear B
(Modus ponens)

2. Wenn ¥ =ar a— 8, so XU{a} Far 0
(Ableitungstheorem)

3. Wenn XU {a} Ear B, so X Eara—
(Deduktionstheorem)

Beweis. Der Beweis des Lemmas ist sehr einfach. Exemplarisch zeigen wir den Fall 3.

Sei I eine Belegung, die ein Modell von X ist. Wir miissen zeigen, dass [o — ﬂ]l = T gilt, d.h. falls of =T,
dann muss B = T gelten.

Nach Voraussetzung gilt nun: ist I ein Modell von ¥ U {a}, d.h. ist I ein Modell von ¥ und erfiillt I «, so
erfillt I 8. Genau dies war zu zeigen. m

Das Ersetzungstheorem

Es ist leicht zu sehen, dass die semantische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation ist, d.h. dass fiir beliebige
aussagenlogische Formeln « und (3 gilt

a =41 o (Reflexivitét)
a=ar 8 = f=ar « (Symmetrie)

a1 =ar ag und ag =41 a3 = a1 =41 ag  (Transitivitat).
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Ist dariiber hinaus die semantische Aquivalenz auch eine Kongruenzrelation bezgiiglich der logischen Kon-
nektoren, gilt also z.B.

a=aparund B=ar B1 = (@ — B)=ar (a1 — p1) ?
Das nachfolgende Ersetzungstheorem wird uns hierfiir eine positive Antwort liefern und uns zugleich eine

Methode an die Hand geben, um aus vorhandenen Tautologien neue zu erzeugen.

Notation 1.24 Fir eine Formel B bezeichne a (%) diejenige Formel, die aus o dadurch entsteht,

dass jedes Vorkommen von A in « simultan durch § ersetzt wird.
(Achtung: A muss in o nicht vorkommen!)

Beispiel 1.25 « = (A — B)V -4

B=(AvV(C)

=i a(4)=((AvC) = B)v-(AVC)

Zur Schreibweise:

= drickt das meta- bzw. umgangssprachliche ,impliziert” aus.

Analog soll & das metasprachliche ,,ist dquivalent” bzw. ,genau dann, wenn” bezeichnen.

Fiir die definitorische Aquivalenz verwenden wir auch das Symbol < gey.

Theorem 1.26 (Ersetzungstheorem) «, 51 und (B2 seien beliebige Formeln, A eine Aussagenvaria-
ble.

1. I 367: eine Belegung mlt [/B } - [62] .
6 [0 .

Bi=aL B2 = a(;) EALOJ<;;>.

Dann gilt:

Beweis.

1. Wir fihren den Beweis durch eine strukturelle Induktion.

Eine Formel « werde als ,gut” bezeichnet (dies ist also die Eigenschaft E), falls folgendes gilt:
I I
[61)" = [B2)" impliziert {a (%)} = [a (%)} .
Uber eine strukturelle Induktion zeigen wir, dass alle Formeln gut sind, d.h. die Eigenschaft E haben.
Es gelte [51)" = [2]" -

Induktionsbasis:
I I
Es ist [J_ (%)} =11= {J_ (%)} . L ist also gut. Analog wird gezeigt, dass T gut ist.

Sei nun B eine Aussagenvariable.
Fall 1: B = A (d.h. B ist identisch mit A als Zeichenreihe).
Dann gilt:

@) =[] == =[a(2)] = [2(2)]

Fall 2: B # A:

B(2)] =5 =[5(2)]"
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In beiden Fallen ist B also gut.

Damit sind alle atomaren Formeln als gut nachgewiesen, und die Induktionsbasis ist gesichert.

Induktionsschritt:

Wir miissen zeigen, dass die Menge der guten Formeln abgeschlossen unter — und o fiir o € {A,V, —}
ist. Wir betrachten exemplarisch den Konnektor —.

Seien o und B gut. Es st
= (@) =7

genau dann, wenn [a (4)] " F oder
genau dann, wenn [a (4)] ' _ F oder

I
genau dann, wenn {(a ) (%)} =T.
Also ist e — (8 gut

Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.

Mit dem Theorem iiber strukturelle Induktion folgt dann, dass alle Formeln gut sind. Dies war zu
zeigen.

2. Sei 1 <> (B2 eine Tautologie. Dann gilt fiir eine beliebige Belegung I [ﬁl]l = [ﬂg]l.

Damit gilt nach (1) fiir jede Belegung I [a (B%)}I = [a (%)}I, also {oz (%) — (ﬂ%)} ! = T. Daher

ist « (éil) — % eine Tautologie.

Beispiel 1.27 Es gilt (-AV B) =41 (A — B).
Betrachte o = (mAV B) A (B — C).
Dann sind semantisch dquivalent

a<MCVB)> = (~AVB)A (B — (~AV B))

a((A—>CB)> Z(—\A\/B)/\(BH(AHB)).

1.1.3 a- und p-Formeln

Mit der Einfiithrung von a- und -Formeln klassifizieren wir Formeln einer bestimmten formalen Struktur. Die
hierdurch eingefithrte Terminologie erweist sich als besonders niitzlich fiir die Formulierung und Darstellung
von formalen Beweiskalkiilen
Wir teilen Formeln vom Typ a o 8 und = (« o 3) in zwei Kategorien ein:

—a-Formeln, die sich wie Konjunktionen verhalten, und

—(-Formeln, die sich wie Disjunktionen verhalten.
a-Formeln sind Formeln der Gestalt « A 3, = (aV ) und - (o — §). [-Formeln sind Formeln der Gestalt
aV g, = (aAf)und (¢« — (). a-Formeln und §-Formeln (im Folgenden immer mit o bzw. 3 bezeichnet)
ordnen wir jeweils Komponenten a; und ay bzw. 8, und B, in der folgenden Weise zu:

a | o | as

?‘ /\\/ﬁ 9) @ p 5 (a-Formeln mit Komponenten ey und as)
(e Y -
(=8| a |-
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B | B | By
—~(anp) | —a | =B (B-Formeln und ihre Komponenten 8; und 3)

aV « 1]

a— [ - I6)

Theorem 1.28 Fir alle a-Formeln und B-Formeln und fir alle Belegungen I gilt:
al =[og Aay)
Bl =18,V B,

Auf den sehr einfachen Beweis des Theorems verzichten wir.

Uber die a- und -Formeln erhalten wir ein sehr niitzliches, weil einfach anwendbares weiteres Beweisprinzip
sowie ein zugehoriges Definitionsprinzip.

Theorem 1.29 (Strukturelle Induktion dber a-, S-Formeln)
FE sei eine Figenschaft von aussagenlogischen Formeln, fir die gilt:

1. E trifft auf jede atomare Formel und deren Negation zu (d.h. auch auf -, falls a eine atomare
Formel ist).

(Induktionsbasis)

2. Hat « die Figenschaft E, so auch ——a.

Haben die Komponenten a1 und ag einer a-Formel die Eigenschaft E, so auch die a-Formel
a.

Haben die Komponenten 3, und By einer 3-Formel die Eigenschaft E, so auch die 3-Formel B.
(Induktionsschritt)

Dann trifft E auf alle aussagenlogischen Formeln zu.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels einer strukturellen Induktion (im Folgenden zur Unterscheidung
auch als gewohnliche strukturelle Induktion bezeichnet).

Sei nach Voraussetzung E eine Eigenschaft, fiir die (1) und (2) gilt.

Wir bezeichnen eine Formel « als ,gut” genau dann, wenn die Eigenschaft E sowohl auf die Formel « als
auch auf die Formel -« zutrifft. (Die Eigenschaft einer Formel, gut zu sein, ist nun die Eigenschaft F’, die
wir fiir die gewo6hnliche strukturelle Induktion zugrundelegen).

Wir zeigen mittels gewohnlicher struktureller Induktion:

alle aussagenlogischen Formeln sind gut. (1.1)

Daraus folgt dann insbesondere, dass die Eigenschaft F auf alle aussagenlogischen Formeln zutrifft, d.h. die
Behauptung unseres Theorems.

Nachweis von (1.1): Wir miissen dazu zeigen, dass E’ die Bedingungen (1) (Induktionsbasis) und (2) (Induk-
tionsschritt) von Theorem 1 erfiillt.

1. Nach Voraussetzung unseres Theorems gilt E fiir alle atomaren Formeln und deren Negationen. Also
sind alle atomaren Formeln gut. Damit ist die Induktionsbasis gezeigt.

2. Fir den Induktionsschritt miissen wir die Abschluss eigenschaften nachweisen, d.h. wir miissen zeigen,
dass mit a und  auch -« und a o 8 fiir o € {A,V,—} gut sind.
Seien a und (8 gut. Wir betrachten exemplarisch a A 5. Die anderen Félle werden analog bewiesen.
Wir wollen zeigen, dass a A 8 gut ist, d.h. dass E auf a A § sowie auf = (a A ) zutrifft.

a A B ist eine a-Formel mit den Komponenten ae; = o und ao = 3, die nach Voraussetzung gut sind.
Also trifft E auf @ und 3 zu, damit nach Bedingung (2) unseres Theorems auch auf a selbst, d.h. auf
aAp.
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= (a A ) ist eine B-Formel mit den Komponenten 3; = -« und 3, = —3. Nach Voraussetzung sind «
und 8 gut, damit trifft F auf -« und auf =8 zu, wegen Bedingung (2) unseres Theorems dann auch
auf = (a A B).

E trifft also auf a A 8 und — (a A 3) zu. Somit ist a A 5 gut.

[
Wie im Falle der gew6hnlichen strukturellen Induktion existiert ein zugehoriges Definitionsprinzip.

Theorem 1.30 (Strukturelle Rekursion iiber a-, 8-Formeln)
Es existiert auf der Menge der aussagenlogischen Formeln genau eine Funktion f, fir die gilt:

e Der Wert von f ist explizit fiir atomare Formeln und deren Negationen festgelegt.

(Rekursionsanfang)

e Der Wert von f fiir ~—« ist eindeutig durch den Wert von f fir a festgelegt.

Der Wert von [ fiur eine a-Formel (8-Formel) ist eindeutig durch den Wert von f fir die
Komponenten ay und as (bzw. B, und By) festgelegt.

(Rekursionsschritt)

1.1.4 Normalformen

Die im Folgenden eingefithrten Normalformen sind Thnen bereits aus der Veranstaltung Rechnerstrukturen
bekannt. Thre Bedeutung liegt darin, dass die maschinelle Verarbeitung etwas erleichtert wird und der Test
auf Erfiillbarkeit bzw. Allgemeingiiltigkeit einfacher wird. Mittels c- und S-Formeln ergibt sich ein einfaches
Verfahren zur Erzeugung dieser Normalformen.

Zunéchst fithren wir jedoch verallgemeinerte Disjunktionen und Konjunktionen ein.

Definition 1.31 (Verallgemeinerte Disjunktion und Konjunktion)
ay,Qs,... seien Formeln.

Verallg. Disjunktion ‘ Verallg. Konjunktion

0 0

V o = 1 /\ oy = T

iTl iTl

Vai=m N aii=m

:’L=+11 n £L=+11 n

Voa=VaVar | N o= N\ a Aapt

i=1 i=1 i=1 i=1
firm>1

Zur Erleichterung des Lesens von Formeln fithren wir die folgende Notation ein.

n 0
Notation 1.32 Fir \/ «; schreiben wir auch [aq,...,ay]. Insbesondere ist also \/ a; =[]).
i=1 i=1

n 0
Analog schreiben wir fir N\ «; auch {a1,...,an). Es gilt dann N a; = ().

i=1 i=1
Bemerkung 1.33 In dem Ausdruck [oq,...,apn] (bzw. (ai,...,an)) kann [] (bzw. ()) als ein n-
stelliger Konnektor angewandt auf die Formeln ay,...,a, aufgefasst werden. Wir haben die Einfih-

rung weiterer mehrstelliger Konnektoren vermieden und haben stattdessen die verallgemeinerten Dis-
junktionen und Konjunktionen als Abkirzungen eingefiihrt, um an dieser Stelle nicht auf den Aspekt
der Definierbarkeit von logischen Konnektoren eingehen zu missen.

Folgerung 1.34 Fir Formeln aq,...,a, und eine Belegung I gilt:
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1. [ag,. .. ,ozn]l =T genau dann, wenn in der Liste aq,...,ay ein «; existiert mit [ai]l =T.
Speziell gilt []I =F.

2. {aq,... ,an>1 =T genau dann, wenn fir jede Formel a; in der Liste aq,...,ay, gilt [ai]l =T.
Speziell gilt () =T.

3. Seio:{l,...,n} —{1,...,n} eine Permutation. Dann gilt
[a1, ... ,an]j = [aa(l), ce ag(n)]I
(a1, .,y an>1 = <aa(1), ce a,,(n)>1 .

Definition 1.35 (Literal, Klausel, duale Klausel)
1. FEin Literal ist eine atomare Formel oder die Negation einer Aussagenvariablen.
2. Eine Klausel ist eine (verallgemeinerte) Disjunktion [a1,...,a,] von Literalen aq, ..., oy.

3. Eine duale Klausel ist eine (verallgemeinerte) Konjunktion {aq,...,an) von Literalen aq,...,ap,.

Definition 1.36 (Konjunktive und disjunktive Normalform)
Eine aussagenlogische Formel a ist in

1. konjunktiver Normalform (KNF, auch Klauselmenge oder Klauselform) genau dann, wenn « eine
Konjunktion a = {aq,...,q,) mit Klauseln aq, ..., a, ist,

2. disjunktiver Normalform(DNF, auch duale Klauselmenge oder duale Klauselform) genau dann,

wenn « eine Disjunktion a = [ay,...,a,] mit dualen Klauseln oy, ..., a, ist.

Theorem 1.37 Zu jeder aussagenlogischen Formel o existiert

1. eine Formel aq in konjunktiver Normalform mit o =41, a1,
2. eine Formel as in disjunktiver Normalform mit a =1, as.

Beweis. (Mittels einer strukturellen Induktion iiber a- und S-Formeln. ﬁbungsaufgabe!) [

Wir wollen uns mit einer blolen Existenzaussage nicht begniigen, sondern dartiberhinaus auch jeweils infor-
mell beschriebene, nichtdeterministische Algorithmen angeben, die zu « eine konjunktive resp. eine disjunk-
tive Normalform bestimmen.

1. Klauselformalgorithmus zur Erzeugung einer konjunktiven Normalform:
S = ([a])
While S enthilt Nichtklausel als Konjunktionselement do
wéhle eine solche Nichtklausel D aus
wéhle in D ein Nichtliteral N aus
if N =-=T then ersetze in D das Disjunktionsglied N durch L;

die resultierende Disjunktion sei Dy; (notiert als Ersetzungsregel: —)

else if N = -1 then ersetze in D das Disjunktionsglied N durch T;

die resultierende Disjunktion sei Di; (notiert als Ersetzungsregel: —)

else if N = =0 then ersetze in D das Disjunktionsglied N durch g;
_\_\6
—)
B
else if N eine B-Formel 3 then ersetze in D das Disjunktionsglied N durch 2 Disjunktionsglieder

die resultierende Disjunktion sei Dy; (notiert als Ersetzungsregel:
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B und By;

die resultierende Disjunktion sei Dy; (notiert als Ersetzungsregel:

)

1

B

else (d.h. wenn N eine a-Formel ) ersetze in D das Disjunktionsglied N

einmal durch a; mit dem Resultat D; und einmal durch as mit dem Resultat Dy

(notiert als Ersetzungsregel: ———
aq | [0 %)

end

ersetze in S das Konjunktionsglied D durch das Konjunktionsglied D; bzw.

durch die Konjunktionsglieder D; und Ds.
Nenne das Resultat S.

end.

Fir diesen Algorithmus ist zweierlei zu zeigen:

(a)

(b)

Der Algorithmus terminiert.

Nicht ganz so einfach (ﬁbungsaufgabe: geben Sie eine obere Schranke fiir die Anzahl der Schlei-
fendurchlaufe an!)

Das Ergebnis S ist eine zu « semantisch aquivalente konjunktive Normalform.

Hierzu zeigt man, dass die folgende Aussage eine Schleifeninvariante ist:

S ist eine Konjunktion von Disjunktionen und S =47, a.
Beim Eintritt in die Schleife gilt S = ([a]) = «, also S =41 o und S ist eine Konjunktion von
Disjunktionen.

Sei S = S, das Resultat nach n Schleifendurchlaufen, und es gelte S, =41 «. Ferner sei .S, eine
Konjunktion von Disjunktionen. Es gebe einen weiteren Schleifendurchlauf mit dem Resultat S, 41.
Aufgrund der Ersetzunsgregeln ist dann 5,11 wiederum eine Konjunktion von Disjunktionen.

Es gilt

=T =AL 1
=1L =AL T
-8 =aL &)
o =AL (e AN D)
B =AL /81 vﬁQ ’

weiter gilt
[0417'"7anaﬂ\/73517"'7ﬂm] =AL [ala"'aan76773517"'7ﬂm]7
sowie

[Olla-~~7amﬁ/\%ﬁla-~-7ﬂm] =AL [a17"‘7an7/67517"‘7/3m} A [alwuaanv’YMBD"'aﬁm]'
Mehrfache Anwendung des Ersetzungstheorems liefert somit S,, =41 Sp+1 und damit o« =47, Sp41-

Insbesondere folgt, dass die nach Terminierung erzeugte Konjunktion von Disjunktionen, d.h. S, se-
mantisch dquivalent zu « ist.

2. Algorithmus zur Erzeugung einer disjunktiven Normalform:

Im Falle, dass eine disjunktive Normalform erzeugt werden soll, starten wir den oben aufgefithrten
Algorithmus mit S = [(«)]. Ferner sind die Rollen von Konjunktion und Disjunktion sowie von - und
B-Formeln zu vertauschen , d.h. statt der Ersetzungsregeln

B

B1
B
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und o
(e 5] I (6%}
haben wir die Ersetzungsregeln
B
Bi | By
und o
a1
as

Der Vollstandigkeit halber listen wir den Algorithmus (dualer Klauselformalgorithmus) hier noch auf.

Der Korrektheitsbeweis hierzu verlauft vollkommen analog.

Dualer Klauselformalgorithmus:

(a) S:= ()]
While S enthélt eine nicht duale Klausel als Disjunktionsselement do
wiahle eine solche nicht duale Klausel K aus
wéhle in K ein Nichtliteral N aus
if N=-T then
ersetze in K das Konjunktionsglied N durch 1; die resultierende Konjunktion sei K3

(notiert als Ersetzungsregel: %)

else if N ==L then
ersetze in K das Konjunktionsglied N durch T; die resultierende Konjunktion sei K3

(notiert als Ersetzungsregel: %)

else if N =—-—0 then
ersetze in K das Konjunktionsglied N durch 3; die resultierende Konjunktion sei K3

-8

(notiert als Ersetzungsregel: ——)

g

else if N eine a-Formel then ersetze in K das Konjunktionsglied N durch 2
Konjunktionsglieder a¢; und as; die resultierende Konjunktion sei K;

«a
(notiert als Ersetzungsregel: ——)
(851

a2
else (d.h. wenn N eine §-Formel) ersetze in K das Konjunktionsglied N einmal
durch 3; mit dem Resultat K; und einmal durch 8, mit dem Resultat Kj
_B
Bil B,

(notiert als Ersetzungsregel:

end
ersetze in S das Disjunktionsglied K durch das Disjunktionsglied K7 bzw.
durch die Disjunktionsglieder K7 und Ks.
Nenne das Resultat S.
end.

|
Zusammengefasst sehen die Ersetzungsregeln zur Ezeugung der konjunktiven Normalform wie folgt aus:
1 T ﬂ a1 | (6%} ,61
B
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Die hierzu dualen Regeln zur Bildung der disjunktiven Normalform:

T L b p o
1 T B 51 | ﬂg (e3]
Q2

Beispiel 1.38 zur Erzeugung einer konjunktiven Normalform fir die Formel
(A= (B—-0)—=(A—B)—=(A-0)

(A= (B—C)—((A—B)—(A— 0)))

(A= (B—=0), (A= B)—(A=0))

(A, (A=B)=(A—=0C), [~(B—C), (A= B)—(A=C)])

(A, (A=B)—»(A—=C), [B,(A=B)—= (A= C)], [-C, (A= B) = (A= C)))

(A

AR NI

[A, ~(A—-B), A—-C],[B,(A—=B)—»(A—-0C)], ["C, (A—B)— (A= 0C)))

(mehrere Schritte)

6. <[A7A7_'A7C]a [Av ﬁB,"A,C], [BvAa _‘Aa O]v [B,“B,"A,C], [_'C,A,_'A,C], [_'Cv _‘B7_'Avc]>.

1.2 Aussagenlogische Beweiskalkiile

Mit der préazisen Definition der Semantik haben wir ein ,,im Prinzip” taugliches Instrument, um festzustellen,
ob eine aussagenlogische Formel allgemeingiiltig ist oder aus einer gegebenen Menge von aussagenlogischen
Formeln folgt. Mit der Methode der Wahrheitswerttabellen haben wir ein einfaches, wenngleich auch auf-
wendiges Verfahren, um die Allgemeingiiltigkeit zu entscheiden. Schwieriger wird es bereits, wenn die Frage
nach der logischen Konsequenz z.B. aus einer unendlichen Formelmenge zu beantworten ist. Hierfiir kann es
zwar nachweislich kein algorithmisches Verfahren geben, ein allein semantisch orientiertes Vorgehen miisste
jedoch bereits iiberabzahlbar viele Belegungen in Betracht ziehen.

Nun war gerade einer der zentralen Beweggriinde in der Entwicklung der modernen Logik die Vorstellung, das
logische Schlieflen so formalisieren zu konnen, dass die Schlussweisen wie auch die Richtigkeit von Schliissen
rein ,mechanisch”, also algorithmisch tiberpriifbar werden. Inhaltliches Schlieflen soll durch rein formale
Anwendungen von Regeln ersetzt werden. Von einem solch formalen Regelkalkiil (oder wie wir im Folgenden
sagen wollen: Beweiskalkiil) erwarten wir natiirlich, dass er nichts Falsches beweist, d.h. der Beweiskalkiil soll
wkorrekt” sein. Dariiberhinaus hatten wir gerne, dass in diesem Beweiskalkiil auch jede Tautologie bewiesen
werden kann, d.h. der Beweiskalkiil soll ,,vollstdndig” sein.

Im folgenden werden wir uns einige interessante Beweiskalkiile der Aussagenlogik ansehen. Diese Beweis-
kalkiile konnen nach ihrem grundsétzlichem Ansatz klassifiziert werden in zum einen sogenannte axiomatische
Systeme, die ausgehend von Axiomen und endlich vielen Regeln iiber endlich viele Regelanwendungen eine
Formel ableiten, und in sogenannte Widerlegungsverfahren, die, um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel zu
zeigen, so vorgehen, dass sie annehmen, die Negation dieser Formel sei erfiillbar, und dann versuchen, iiber
endlich viele Regelanwendungen daraus einen Widerspruch herzuleiten. Wir wollen zunéchst zwei solcher
Widerlegungsverfahren betrachten: den Tableau-Kalkiil und den Resolutionskalkiil.

1.2.1 Der Tableau-Kalkiil

Der Tableau-Kalkiil — urspriinglich als Methode der semantischen Tafeln bezeichnet — hat seinen Ursprung
in der Methode der Wahrheitswerttabellen. Eine aussagenlogische Formel « ist nicht allgemeingiiltig genau
dann, wenn sie unter einer Belegung den Wert F' erhélt, also wenn -« erfiillbar ist. Nun gilt, dass eine
Belegung z.B. eine Formel (31 A By erfiillt genau dann, wenn sie §; und (s erfiillt. In diesem Sinne wird die
Frage nach der Erfullbarkeit auf die Frage nach der Erfiillbarkeit von ,einfacheren” Formeln zurtickgefiihrt.
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Wenn dieses Verfahren so gestaltet werden kann, dass es nach endlich vielen Schritten abbricht, dann liefert
es also eine Entscheidung dariiber, ob —« erfiillbar und damit zusammenhéngend, ob « eine Tautologie ist.

Beispiel: (informell)

Wir wollen feststellen, ob die Formel o — ((aw — ) — ) eine Tautologie ist. & — ((« — 3) — ) ist genau
dann keine Tautologie, wenn es eine Belegung I gibt, unter der — (o — ((« — ) — 3)) den Wert T erhilt
Es gilt

wenn I erfiillt = (o — ((« — B) — B))
|
SO I erfiillt « (1)
|
und Ierfillt = ((a— B) — B) (2)
|
nach (2) : so Tefillt a — 8 (3)
|
und I erfillt =8 (4)
/N
nach (3) : so I erfillt -«  (5) oder Ierfillt 5 (6)
Widerspruch wegen (1) und (5) Widerspruch wegen (4) und (6)

Lassen wir in diesem Beispiel die ergéinzenden Bemerkungen weg, so erhalten wir den folgenden, mit aussa-
genlogischen Formeln markierten Bindrbaum, den wir auch als Tableau bezeichnen:

(= (=) = p))

Informell beschrieben sind Tableaus endliche, mit aussagenlogischen Formeln markierte Binarbaume, wobei
diese Markierung noch naher anzugebenden Markierungsprinzipien gentigen muss. Die folgende induktive
Definition macht dies explizit.

Definition 1.39 (Tableau)

Sei {ag,...,an},n >0, eine endliche Menge aussagenlogischer Formeln.
1. Der mit ag,...,a, markierte Bindarbaum
Qo
Qg
Qnp

ist ein Tableau (das Starttableau) fir {ag,...,an}.
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2. Ist 7 ein Tableau fiir {ay,

San} und P ein Zweigt in T mit Blatt s, ist ferner ein Knoten in P
mit einem Nichtliteral N markiert, dann ist der in Abhdngigkeit von N nachfolgend definierte,
markierte Bindrbaum 7' ebenfalls ein Tableau fir {ag,...,an}:

(a) N=-1L (=T resp. ~—f):

7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit T (L resp. ) markierter Knoten als Sohn
angehdngt wird.

(b) N ist eine a-Formel mit den Komponenten oy und oo :

7' resultiert aus T dadurch, dass das Blatt s von P einen Sohn und einen Enkel erhalt, die
mit a1 bzw. ay markiert werden.

(851
(&%)

(¢) N ist eine B-Formel mit den Komponenten 3, und By :

7 wird aus T dadurch erhalten, dass an das Blatt s von P zwei Séhne, die mit B, bzw. By
markiert werden, angehangt werden.

B B

3. Nur markierte Bindarbdume, die nach 1. und 2. erhalten werden, sind Tableaus fir {ay,...,an}.
Wir fihren fir das in Punkt 2. definierte Tableau 7' die folgende Sprechweise ein:

Wir sagen, das Tableau 7' geht aus dem Tableau T durch Anwendung der in der folgenden Tabelle
angegebenen Tableau-Regel hervor:

1Unter einem Zweig verstehen wir immer einen Wurzelpfad, d.h. einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt.
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i
[

? falls N = _\J_
=T
T falls N = “T
ﬁﬁﬂ
— falls N = —=—3
g
o .
falls N eine o« — Formel
(&3}
as
L falls N eine 8 — Formel
Bl By

Definition 1.40 Ein Zweig P eines Tableaus heifst (atomar) geschlossen genau dann, wenn

1. es Knoten s,t in P sowie eine (atomare) aussagenlogische Formel a gibt, so dass s mil «
markiert ist und t mit -, oder

2. ein mit L markierter Knoten in P existiert.

Ein Tableau heifit (atomar) geschlossen, wenn jeder Zweig des Tableaus (atomar) geschlossen ist.

Definition 1.41 FEin Tableau-Beweis fiir eine aussagenlogische Formel « ist ein geschlossenes Tableau
fur {—a}.

a heifft Theorem (oder auch beweisbare Formel, notiert durch bar_r o) des Tableau-Kalkils genau
dann, wenn « einen Tableau-Beweis hat.

Bemerkung 1.42 FEin Tableau-Beweis fiir eine aussagenlogische Formel « liegt somit genau dann
vor, wenn eine Folge

TOs+-+3Tn

von Tableaus gegeben ist, in der 1o das Starttableau fir {—a} ist, 7, ein geschlossenes Tableau ist und
fur jedes i mit 0 <i <n das Tableau 7,41 aus 7; durch Anwendung einer Tableau-Regel hervorgeht.

Uunsere Definition von Tableaus hat die Moglichkeit offengelassen, dass eine Tableauregel in einem Zweig (bzw.
in Verlangerungen davon) mehrfach auf dieselbe Formel angewandt wird. Dies scheint tiberfliissig zu sein und
ist es in der Tat auch. In der praktischen Anwendung und insbesondere in Implementierungen wird man eine
solche mehrfache Bearbeitung ausschlieflen. Tableaus, die in diesem Sinne ohne Mehrfachbearbeitung in einem
noch zu prézisierenden Sinne systematisch aufgebaut werden, werden als strikte Tableaus bezeichnet. Im Falle
der Aussagenlogik fiihrt die Verwendung strikter Tableaus dazu, dass entweder nach endlich vielen Schritten
ein geschlossenes Tableau erhalten worden ist, oder aber keine weitere Regelanwendung ohne Veletzung der
Striktheitsbedingung mehr moglich ist. Die Verwendung nichtstrikter Tableaus hat hier ihren Grund einzig
und allein darin, dass wir mit ihnen den Vollsténdigkeitsbeweis in einer Weise fithren konnen, der den ungleich
komplizierteren Vollstandigkeitsbeweis der Pradikatenlogik in einfacher Weise schon vorbereitet.

Korrektheit des Tableau-Kalkiils

Ein Tableau-Beweis stellt nun ein rein formales Verfahren dar, mit dem aussagenlogische Formeln bewiesen
werden konnen. Ziel war es ja, mit einem solchen Beweisverfahren genau die Tautologien der Aussagenlogik
zu erfassen. Wir verlangen daher insbesondere, dass mit unserem formalen Beweisverfahren keine falschen
Formeln bewiesen werden konnen. Ein formales Beweissystem der Aussagenlogik heifit korrekt (engl. sound),
falls nur Tautologien bewiesen werden konnen. Wir wollen im Folgenden die Korrektheit des Tableau-Kalkiils
zeigen.



1.2. AUSSAGENLOGISCHE BEWEISKALKULE 19

Notation 1.43 Fir einen Zweig P eines Bindrbaumes sei Fm (P) die Menge der Formeln, mit denen
Knoten des Zweiges P markiert sind.

Definition 1.44 FEin Zweig P eines Tableaus heifit erfillbar genau dann, wenn Fm (P) erfillbar ist.
Ein Tableau heifit erfillbar genau dann, wenn es einen erfillbaren Zweig in dem Tableau gibt.

Lemma 1.45 Sei 7 ein erfillbares Tableau. 7' sei das Ergebnis einer einmaligen Anwendung einer
Tableau-Regel auf 7. 7' ist dann ebenfalls erfillbar.

Beweis. 7’ ist durch die Anwendung einer Tableau-Regel fir eine Formel N eines Zweiges P im Tableaus 7
hervorgegangen.

Fall 1: P ist kein erfiillbarer Zweig des Tableaus 7.

Da 7 erfiillbar ist, gibt es daher einen erfiillbaren Zweig P’ # P in 7. P’ ist aber ebenfalls ein Zweig in
7', da nur der Zweig P erweitert wurde. Also ist 7/ erfiillbar.

Fall 2: P ist ein erfiillbarer Zweig des Tableaus 7.

Wir miissen die verschiedenen Félle betrachten. Exemplarisch werden wir den Fall der g-Formeln
behandeln.

Sei also N eine S-Formel mit den Komponenten 8; und 3,. P; und P» seien die Zweige in 7/, die aus
P durch die Anwendung der Tableau-Regel

_B
/61‘/82

erhalten worden sind.

Nach Voraussetzung existiert ein Modell I von Fm (P). Da 8 € Fm (P), erfillt I 8. Wegen B =4,
B,V By erfillt I dann B, oder B,. Damit ist I Modell von Fm (P) U {B;} = Fm(P;) oder von
Fm (P)U{By} = Fm (P2). Daher ist P; oder P ein erfiillbarer Zweig in 7/. Folglich ist 7/ erfiillbar.

]
Mit Hilfe dieses Lemmas ist das nachfolgende Korrektheitstheorem leicht zu beweisen.

Theorem 1.46 (Korrektheit des Tableau-Kalkiils)
Wenn eine aussagenlogische Formel einen Tableau-Beweis hat, ist sie eine Tautologie.
(In Zeichen: b7 o = Ear @)

Beweis. Hat « einen Tableau-Beweis, so gibt es eine Folge 1y, . . ., 73, von Tableaus, so dass 19 das Starttableau
fir {—-a} ist, 7, geschlossen ist, und 7,41 aus 7; fiir 0 < ¢ < n durch Anwendung einer Tableau-Regel
hervorgeht.

Annahme: « ist keine Tautologie.

Dann ist =« und somit 7y erfiillbar. Unter Verwendung von Lemma 1.45 folgt, dass alle 7, 0 < ¢ < n,
erfillbar sind. Insbesondere ist 7, erfiillbar. 7, ist aber ein geschlossenes Tableau und kann daher nicht
erfiillbar sein (ﬁbungsaufgabe). Dabher folgt ein Widerspruch.

Unsere Annahme ist somit falsch. « is also eine Tautologie. m

Hintikka-Mengen

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass auch jede Tautologie im Tableau-Kalkiil beweisbar ist, d.h., dass der
Tableau-Kalkiil auch vollstandig ist. Wir wollen hierzu die nach dem finnischen Logiker und Philosophen
Hintikka benannten Hintikka-Mengen verwenden.

Definition 1.47 Eine aussagenlogische Formelmenge ¥ C Fmar heifst aussagenlogische Hintikka-
Menge genau dann, wenn gilt:
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1. Keine Aussagenvariable ist zugleich mit ihrer Negation in ¥ enthalten, d.h. A€ X = A ¢ X.
1é¢x, -T¢x.
—feX=p0eX.

ac€Y=a,az €Y (fir a-Formeln)

GvoB o e

BeX= BB oder B,€X (fir f-Formeln)
Hintikka-Mengen werden auch als abwdrts-saturierte Mengen bezeichnet.

Die schone Eigenschaft von aussagenlogischen Hintikka-Mengen ist in dem folgenden Lemma ausgedriickt:

Lemma 1.48 (Hintikka) Jede aussagenlogische Hintikka-Menge ist erfillbar.

Beweis. Sei ¥ eine aussagenlogische Hintikka-Menge. Wir definieren eine Belegung I und zeigen mittels

struktureller Induktion iiber a- und (-Formeln, dass diese Belegung ein Modell von ¥ ist.
[(A):= T falls Ae X
" | F sonst.

E sei eine Eigenschaft von aussagenlogischen Formeln, die auf eine Formel a genau dann zutrifft, wenn gilt:
aeY = [o) =T.

Induktionsbasis:

E trifft nach Definition auf alle Aussagenvariablen sowie auf T, L zu (L ¢ 3!).
Sei =A € ¥. Dann gilt A ¢ %, also ist I (A) = F, daher [-A]' = T.

Fiir =T und -1 ist die Behauptung offensichtlich richtig.

Damit ist die Induktionsbasis gezeigt.

Induktionsschritt:

Exemplarisch wird der Fall der a-Formeln betrachtet. Sei also « eine a-Formel mit den Komponenten o
und a, und es gelte nach Induktionsvoraussetzung, dass E auf a; und auf ay zutrifft.

Sei a € ¥, und damit a1, s € ¥, da ¥ eine Hintikka-Menge ist. Nach Voraussetzung trifft £ auf a; und
ay zu, also gilt [a;]" = [an]’ = T, daher erhalten wir o = [a; Aaw]) =T. =

Das Modellexistenztheorem

Eine zentrale Rolle im Beweis der Vollstandigkeit des Tableau-Kalkiils wird das Modellexistenztheorem spie-
len, das ausdriickt, dass Formelmengen, die bestimmte Eigenschaften besitzen, erfiillbar sind. Dariiber hinaus
werden wir noch weitere schéne Anwendungen dieses Theorems kennenlernen.
Wir wollen zunéchst Vollstandigkeit dquivalent charakterisieren.
Der Tableau-Kalkiil ist vollsténdig genau dann, wenn jede aussagenlogische Tautologie « einen Tableau-
Beweis hat, d.h. wenn gilt:

Ear o =Far_r a.

Dies ist dquivalent dazu, dass gilt:
nicht Fa7,_7 o = nicht Fayr, a.

Dies wiederum ist dquivalent zu:

es existiert kein geschlossenes Tableau fir {—a} = —a ist erfillbar.

Um also die Vollstandigkeit des Tableau-Kalkiils zu zeigen, geniigt es, zu zeigen, dass eine endliche aussagen-
logische Formelmenge, die kein geschlossenes Tableau besitzt, erfiillbar ist.

Definition 1.49 Sei X C F'may, endlich.
Y. heiflit tableau-konsistent genau dann, wenn kein geschlossenes Tableau fir % existiert.
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Die Vollstandigkeitsaussage ist somit dquivalent zu der Aussage:
ist {8} tableau-konsistent, so ist [ erfiillbar.

Wollen wir diese Aussage beweisen, so miissen wir also allein aufgrund der Tatsache, dass kein geschlossenes
Tableau existiert, eine erfiillende Belegung angeben kénnen. Nun wissen wir, dass Hintikka-Mengen ein
Modell besitzen. Wir werden daher so vorgehen, dass wir fiir Formelmengen F'm (P) fiir Zweige P des nicht
geschlossenen Tableaus bestimmte Abschlusseigenschaften sicherstellen, die zu einer Hintikka-Menge fiihren.

Definition 1.50

1. CCP(Fmapr) (in Worten: eine Kollektion C von Formelmengen) heifit aussagenlogische Konsi-
stenzeigenschaft genau dann, wenn fir alle ¥ € C gilt:

(a) AeVara, und Ae Y = -A¢X.
(b)) Lg%, T ¢x.
(c) =X = XU{p}eC.
(d) ey = YU{ay, a2} €C (fir a-Formeln)
(e) BeX = ZU{By} €C oder XU {By} € C (fiir 5-Formeln).
2. Die aussagenlogische Konsistenzeigenschaft C heifit teilmengenabgeschlossen genau dann, wenn
aus ¥ € C und ¥y C X folgt ¥, € C.
3. C heifst von endlichem Charakter genau dann, wenn fir X C Fmay gilt:

> €C & jede endliche Teilmenge von % ist in C.

Lemma 1.51

1. Jede aussagenlogische Konsistenzeigenschaft C kann zu einer aussagenlogischen Konsistenzei-
genschaft, die teilmengenabgeschlossen ist, erweitert werden.

2. Jede aussagenlogische Konsistenzeigenschaft von endlichem Charakter ist teilmengenabgeschlos-
sen.

3. Jede aussagenlogische Konsistenzeigenschaft, die teilmengenabgeschlossen ist, kann zu einer
von endlichem Charakter erweitert werden.

4. C sei eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft von endlichem Charakter.
Sind o, X1, ¥z, ... € C und gilt $g C X1 S Xy C ..., s0 gilt ;e i €C.

Beweis. Ubungsaufgabe. [ ]

Theorem 1.52 (Aussagenlogisches Modellexistenztheorem)
C sei eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft.
Ist ¥ € C, so ist X erfillbar.

Beweis. Nach Lemma 1.51 (1) und (3) kann angenommen werden, dass C von endlichem Charakter und
teilmengenabgeschlossen ist.

Fmyy, ist abzéhlbar. Es existiert daher eine Aufzéhlung ag, a1, as, ... aller aussagenlogischer Formeln. Wir
definieren ausgehend von ¥ eine Folge von Mengen, die alle in C liegen:
20 =XeC
S Y, U{a,} falls ¥, U{a,}€C
Y s, sonst.

Durch Induktion nach n folgt sofort 3,, € C fiir alle n € N sowie ¥ C ¥ C ¥y C ... .
Nach Lemm 1.51 (4) gilt damit H := |J, o Xn € C. Fiir H gilt dann:
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1. H ist beziiglich C maximales Element in C:

Angenommen, es existiert ¥’ € C mit H C ¥/, Es gibt dann in der Aufzéhlung ag, aq, s, ... von Fmap,
eine Formel «;,, mit o, € ¥\ H. Aus «,, ¢ H folgt a, ¢ 2,41, also X, U{a,} ¢ C. Es gilt aber
Yo U{a,} C© 3 e C. Cist aber teilmengenabgeschlossen. Es gilt somit 2, U{a,} € C, im Widerspruch
zur zuvor gefolgerten Eigenschaft ¥, U{a,} ¢ C. Unsere Annahme, dass H nicht maximal ist, ist somit
falsch.

2. H ist eine Hintikka-Menge:
Exemplarisch wird der Fall einer a-Formel betrachtet.
Sei a« € H. Da C eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft ist, gilt H U {a, s} € C.
Da H C HU{aj,as} € C und da H maximal in C beziiglich C ist, gilt H = H U {a1, a2}, also

1,00 € H.

Damit existiert also eine Hintikka-Menge H mit ¥ C H. H ist erfiillbar, somit auch . m

Lemma 1.53 C sei die Menge aller tableaukonsistenten Mengen von aussagenlogischen Formeln, d.h.
C:={XC Fmar | X tableaukonsistent} .

Dann gilt:
C ist eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Eigenschaft (5) in der Definition von Konsistenzeigenschaft.
BeXund ¥ eC = YU{B;} €Coder XU{B,} €C.
Wir zeigen die Kontraposition:

YU{B,}¢C,XU{B,}¢CundBeEY = X ¢C.

Seien also ¥ U {B;} und ¥ U {3,} nicht tableaukonsistent. (¥ ist dabei endlich!)
Es gibt dann geschlossene Tableaus sowohl fiir ¥ U {3} als auch fiir ¥ U {3,}. Sei ¥ = {aq,...,an,8}.
Dann haben wir also geschlossene Tableaus der Form

o1 aq
| |
| |
04|n bzw. aln
| |
B1 Bs
/T / Tr ™\

Betrachte das folgende Tableau fir X :

aq
|
|

Qg
|

B

/ AN
B1 B2

S TN Ta
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Dies ist offensichtlich ein geschlossenes Tableau fiir 3. Folglich ist ¥ nicht tableaukonsistent, d.h. ¥ ¢ C.
Die anderen Fille werden analog gezeigt. m

Der Beweis der Vollstandigkeit des aussagenlogischen Tableau-Kalkiils ist nun ganz einfach.

Theorem 1.54 (Vollsténdigkeit des Tableau-Kalkiils)
Ist die aussagenlogische Formel o eine Tautologie, so ist o tableaubeweisbar.

(Far o =Far—1 )

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition. Sei « nicht tableaubeweisbar. Dann gibt es kein geschlossenes
Tableau fiir {—a}. Also ist {—«a} tableaukonsistent. Nach dem aussagenlogischen Modellexistenztheorem ist
{—a} erfiillbar, damit ist « keine Tautologie. m

Der folgende Kompaktheitssatz lasst sich sehr einfach aus dem Vollstandigkeitssatz folgern. Wir wollen hier
einen ebenso einfachen Beweis mit dem Modellexistenztheorem fithren.

Theorem 1.55 (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz)

Sei X C Fmar,.

Dann gilt:

Y ist erfillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von X erfillbar ist.

Beweis.
»=": Ist ¥ erfiillbar, so ist offensichtlich jede endliche Teilmenge erfiillbar.
7 <:” :

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung betrachten wir die Kollektion
C:={¥' C Fmar | jede endliche Teilmenge von ¥’ erfiillbar} .

Nach Voraussetzung gilt ¥ € C. Wir zeigen: C ist aussagenlogische Konsistenzeigenschaft. Wir betrachten
hierzu exemplarisch den Fall einer a-Formel.

Sei ¥’ € C und a € ¥'. Sei weiter ¥; eine beliebige endliche Teilmenge von ¥’ U {a, aa }.

Fall 1: ¥, C Y.

Dann gilt wegen X’ € C, dass jede endliche Teilmenge von ¥’, insbesondere also 3, erfiillbar ist.

Fall 2: Seien aq, as € X.

Sei 3o := %1 \ {a1,@2}. Dann ist ¥ U {a} eine endliche Teilmenge von X', also erfiillbar. Wegen
o =41 a1 Aag ist dann auch Yo U{e, a1, ao } und damit insbesondere ¥y C Yo U{ax, a1, o} erfiillbar.

Fall 3: Nur a oder as € 3.
Dieser Fall wird analog zum Fall 2 behandelt.

In allen Fillen folgt somit, dass ¥ erfiillbar ist. Da % eine beliebige endliche Teilmenge von ¥’ U {a, i}
ist, folgt somit ¥’ U {1, s} € C. Dies war in diesem Fall zu zeigen.

Damit folgt, dass C eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft ist. Aufgrund des Modellexistenztheorems
ist ¥ € C somit erfiillbar. m

Wir wollen uns eine einfache Anwendung des Kompaktheitssatzes ansehen.

Beispiel 1.56 Nach dem Vierfarbentheorem von Appel und Haken (1977) ist jeder endliche, ungerich-
tete planare Graph mit 4 Farben farbbar, d.h. fiir jeden endlichen, ungerichteten planaren Graphen
G = (V, E) existiert eine Partition der Knotenmenge V in 4 Mengen R, B,G,Y (R fir rot, B fir blau,
G fir grin und Y fir gelb), so dass keine zwei benachbarten, d.h. durch eine Kante verbundenen
Knoten in derselben Menge liegen.

Wir zeigen unter Verwendung des Kompaktheitssatzes, dass diese Eigenschaft auch fir ungerichtete
planare Graphen mit abzahlbar unendlich vielen Knoten gilt.
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Sei G = (V,E) ein ungerichteter planarer Graph mit abzihlbar unendlicher Knotenmenge V =
{ci | i € N}.

Unsere Variablenmenge Varay enthalte die folgenden aussagenlogischen Variablen:
Aic firieNund C €{R,B,G,Y}.

Die informelle Interpretation fir die Variable A; ¢ ist: der Knoten c; ist mit der Farbe C gefdarbt.
Betrachte die folgenden aussagenlogischen Formelmengen:

1. ¥y := {Ai,R V Ai,B \/Ai,G \/A@Y | 1€ N}
Informell drickt diese Formelmenge aus:

,Jeder Knoten ist mit einer der Farben rot, blau, grin oder gelb gefarbt”.

2. % ={-(AicNAc)]|ieNund C,C’' €e{R,B,G,Y}, C#C'}
Informell:

»Jeder Knoten ist héchstens mit einer Farbe gefarbt”.

3. Y3 = {Ai,C - _‘Aj,C | i,j €N, {civcj} € E}
Informell:

»Benachbarte Knoten erhalten nicht die gleiche Farbe”

Es sei ¥ := ¥, UXy UX3. Ist die Formelmenge ¥ erfillbar, so gibt es also eine Belegung I, die X
erfillt. Ausgehend von dieser Belegung I kénnen wir sofort eine 4-Fdrbung des Graphen G angeben,
d.h. eine Abbildung f : V — {R,B,G,Y}, die die Figenschaft hat, dass keine zwei benachbarten
Knoten dieselbe Farbe erhalten:

I(Aic)=T fir C e {R,B,G, Y} = f(¢):=C.

Dass f eine 4-Farbung mit den gewtinschten Eigenschaften ist, ist leicht zu verifizieren.

Sei nun X' eine beliebige endliche Teilmenge von X.
Sei
E = {{Ci,Cj} | Ai,C — _‘Aj,C exy'n 33 fir ein C € {R,B,G,Y}}

V= U e.

eckE’

und

({ci,cj} bezeichnet hierbei eine ungerichtete Kante.)

G := (V' E') ist dann der kleinste ungerichtete Teilgraph von G, der alle Kanten enthalt, die durch
die in X' vorkommenden Formeln beschrieben sind. Da (V',E’) ebenfalls planar und auch endlich ist,
existiert nach dem Vierfarbentheorem eine J-Farbung f': V' — {R,B,G,Y}. Definiere eine Belegung
I' durch (i €N, C € {R,B,G,Y}):

, {T falls ¢; € V' und f'(¢;) = C oder falls ¢; ¢ V' und C =R
I (Az C’) =

’ F sonst.
(Die Bedingung C = R ist dabei willkirlich gewdhlt.)
Aufgrund der Existenz der 4-Farbung ist leicht zu verifizieren, dass diese Belegung alle Formeln in
' erfullt, in denen nur Variablen A; ¢ mit ¢; € V' vorkommen. Falls ¢; ¢ V', dann kommt A; ¢ nicht
in einer Formel von X' N33 vor. Nach Definition von I erhdlt nur A; r den Wert T, so dass also
verbleibende Formeln, in denen A; o vorkommt (also solche aus ' NEy oder aus ¥' N Xg) ebenfalls
den Wert T erhalten.
Damit ist also X' erfillbar. Da ¥’ beliebig gewdahlt war, ist also jede endliche Teilmenge von X
erfillbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist somit ¥ selbst erfillbar. Nach dem, was wir oben aus-
gefiihrt haben, folgt dann, dass der Graph G 4-fdrbbar ist.
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Semantische Folgerung und formale Ableitbarkeit

Mit dem Vollsténdigkeitssatz haben wir die gewiinschte Beziehung zwischen Allgemeingiiltigkeit und formaler
Beweisbarkeit im Tableau-Kalkiil hergestellt:

Ear a genau dann, wenn 477 a.

Wir sind jedoch an Folgerungen aus vorhandenem Wissen bzw. aus Theorien interessiert. Demgemaf} wer-
den wir versuchen, das semantische Folgern ebenfalls formal zu erfassen und eine entsprechende Beziehung
zwischen semantischem Folgern und formalem Ableiten aufzustellen.

Zunéchst wollen wir jedoch eine wichtige Eigenschaft des Folgerungsbegriffs zeigen.

Theorem 1.57 (Endlichkeitseigenschaft des Folgerungsbegriffs)
Y EarL a genau dann, wenn eine endliche Teilmenge ¥’ C X existiert mit ¥’ =ar a.

Beweis. ,,<=”: Offensichtlich.
b2 :” :
Fiir beliebige aussagenlogische Formeln 8 und Formelmengen ¥’ gilt

Y EarL B & Y U{-3} nicht erfiillbar. (1.2)

Es gelte ¥ =41 «. Dann ist nach (1.2) ¥ U {—a} nicht erfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz gibt es somit
eine endliche Teilmenge 3 von ¥ U {—a}, die nicht erfiillbar ist. Mit ¥ ist auch 31 U {-a} nicht erfiillbar.
Wiederum nach (1.2) gilt dann ¥y 47 «. Damit ist die Behauptung des Theorems gezeigt. m

Um nun den Zusammenhang zwischen semantischem Folgern und formalen Ableiten herzustellen, verallgemei-
nern wir den Begriff ,, Tableau-Beweis” zu ,,Y-Tableau-Beweis” (oder auch , Tableau-Beweis mit Pramissen-
menge )

Definition 1.58 Sei X C F'mar, o € Fmgy,.

1. ¥-Tableau fir {ag,...,an}:

Wir dbernehmen die Bedingungen 1. und 2. aus der Definition 1.39 eines Tableaus fiir
{ag,...,an} (wobei das Resultat dann jeweils ein X-Tableau ist) erweitert um den folgenden
zusdtzlichen Fall:

Ist 7 ein X-Tableau

und P ein Zweig in T mit Blatt s, dann ist fir ein 8 € X auch der folgende markierte Bindrbaum
ein X-Tableau:
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(Dz'e entsprechende Y-Tableau-Regel wird notiert durch: 7)

2. Fin Zweig P eines X-Tableaus heifit Y-erfillbar genau dann, wenn ein Modell fir ¥ U Fm (P)
existiert.

Ein X-Tableau heifit X-erfillbar genau dann, wenn im Tableau ein Zweig, der X-erfillbar ist,
existiert.

Ein X-Tableau-Beweis fiir v ist ein geschlossenes X-Tableau fir {-a} (notiert als: X Far_1 «).
8. X heiflit a-tableaukonsistent genau dann, wenn nicht gilt X Fap_7 a.

Ist X nicht a-tableaukonsistent, so heifst ¥ «-tableauinkonsistent.
Theorem 1.59 (Strenge Korrektheit und Vollstindigkeit des Tableau-Kalkiils)

Sei X C Fmayp, a € Fmar. Dann gilt:
Y EarL a genau dann, wenn X a1 .

Beweis. Skizze.
Die Vorgehensweise ist im Wesentlichen analog zum Korrektheits- und Vollstandigkeitsbeweis des Tableau-
Kalkiils.

Strenge Korrektheit: Y4, 7 a = X Ear a.
Man zeigt:

1. Ist 7 ein Y-erfiillbares ¥-Tableau und resultiert 7/ aus 7 mittels einer Tableau-Regel fiir X-Tableaus,
so ist 7/ ein Y-erfiillbares Y-Tableau.

2. Existiert ein geschlossenes 3-Tableau fiir {—«a}, so ist das 3-Starttableau fiir {—a} nicht erfillbar
(unter Verwendung von (1))
Aus (2) folgt: ¥ U {—a} ist nicht erfiillbar, also gilt ¥ F4r a.
Strenge Vollstiandigkeit: X =47, @ = Y hap_r1 .
Man zeigt:
1. Fiir jede Formel o € Fm 45, ist
Co :={2 C Fmayr | ¥ a-tableaukonsistent}
eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft.

2. Ist ¥ a-tableaukonsistent, so auch ¥ U {—a}.

Damit gilt dann weiter: Gilt nicht X F 47,7 «, so ist ¥ a-tableaukonsistent. Damit ist auch ¥ U {—a}
a-tableaukonsistent. Es ist dann XU{-a} € C,, und damit erfiillbar nach dem Modellexistenztheorem..
Es folgt, dass nicht gilt ¥ Ear «. Insgesamt ist damit gezeigt: ¥ =i o = T ka7 a.

Fassen wir das Ergebnis von Theorem 1.59 zusammen:
Mit dem Tableau-Kalkiil haben wir eine korrekte und vollstdndige Formalisierung des inhaltlichen Schlielens
in der Aussagenlogik erzielt.
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1.2.2 Der nichtklausale Resolutionskalkiil

Wir wollen als néchsten Widerlegungskalkiil den Resolutionskalkiil einfithren. Resolutionskalkiile sind von
Interesse, da sie einfach zu implementieren und auch sehr effizient sind. Dariiber hinaus bilden sie die
Grundlage fiir den Bereich der Logischen Programmierung.

Wir werden hier zunéchst den nichtklausalen Resolutionskalkiil einfithren. Dieser heifit nichtklausal, weil
die Formeln nicht in Klauselform vorliegen miissen.

Im Zusammenhang mit dem Beweis von Theorem 1.36 (Theorem iiber konjunktive und disjunktive Normal-
form) hatten wir die folgenden Reduktionsregeln fiir Klauselmengen benutzt:

T e p
s T Ié; a) | as B,
Bs

Wir wollen diese Reduktionsregeln im Zusammenhang mit dem nichtklausalen Resolutionskalkiil als Resolu-
tionserpansionsregeln bezeichnen. Da im Folgenden héufig verallgemeinerte Konjunktionen und Disjunk-
tionen bendtigt werden, sollen zunéachst einige einfache Eigenschaften angegeben werden, die leicht unter
Verwendung von Folgerung 1.34 gezeigt werden konnen:

e Fiir eine a-Formel gilt:
[0, oy 01y ] AL [y Q@ Q1 - Q) A Qe Qo Q1 - O]
Fiir eine B-Formel gilt
[ala"'7ai7/67ai+17"'7an] =AL [ah'"7aiaﬂla/627ai+la"'7an]

e Streicht man in « := [a1,...,a,] (@ := {(ai,...,a,)) auer dem ersten Vorkommen jedes weitere Vor-
kommen eines Disjunktionsgliedes (Konjunktionsgliedes), so ist die resultierende verallgemeinerte Dis-
junktion (Konjunktion) o/ zu « semantisch dquivalent. Beispielsweise ist also [A, B, A] semantisch
aquivalent zu [A, B]. Diese so aus [aq,. .., q,] erhaltene reduzierte verallgemeinerte Disjunktion wer-
den wir mit [ay, .. ., an]™ bezeichnen. Entsprechend ist (v, . .., o) “* die aus (v, ..., o) erhaltene
reduzierte verallgemeinerte Konjunktion.

Vereinbarung;:
Im Zusammenhang mit Resolutionskalkiilen werden wir fiir reduzierte verallgemeinerte Disjunktionen die
Schreibweise [a, . . ., @] benutzen, und nur wenn wir den Unterschied zu [, . . ., a,] betonen wollen, werden

. ed . .. - oo .
wir [aq, ..., a,] " verwenden. Weiter fiihren wir die folgenden Schreibweisen ein:

g, o] = [B= /)

1<i<n, a;#08

(d.h. wir streichen in der (reduzierten) verallgemeinerten Disjunktion jedes Vorkommen von (3).

[al,...,an]l_l[ﬂl,...,ﬁm] = [041,-~~704n;617~-~7ﬂm]-

Definition 1.60 Seien o = [ay,...,a,] und 8= [01,...,Bm] verallgemeinerte Disjunktionen von aus-
sagenlogischen Formeln.

Gibt es ein (atomares) v € Fmar, so dass v = «; und —y = §; oder =y = a; und v = 3, fir ein i
sowie ein j mit 1 <i<n und 1<j<m, so heifst

(loa, - van] =[] U ([Bry -, Bl = [B5])

(atomare) Resolvente von a und 5 (notiert als: R («, B3)).
Falls L € {ag,...,an}, so heifft [a1,...,a,] — [L] triviale Resolvente von a (notiert als R («)).
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Beispiel 1.61

1. Resolvente von

[A,ANB,A— B

und
[B,AV B,- (AN B),A]

15t
[A,A— B,B,AV B].

2. Triviale Resolvente von
[A, T, L1, B — A
1St
[A,T,B — A].

Um den Resolutionskalkiil ibersichtlich formulieren zu konnen, fithren wir weiter die folgende Bezeichnung
ein:

Sei f = [a1,..., 0,0, Qig1, ..., Q] eine verallgemeinerte Disjunktion. In Abhéngigkeit von den Resolutions-
expansionsregeln definieren wir verallgemeinerte Disjunktionen 8’ bzw. (; und (5 folgendermafien:

e Falle =L, =L ~%¥.  kurz notiert als < :
1L T v «
/o /
ﬂ T [ala-"aaiaa y Qg 1y, Oy
e Fall . « sei eine §-Formel:
1
B
’_
/6 = [ala"'7ai,ﬂ17ﬂ2aai+17"'aan]
87 ..
e Fall ————: « sei eine a-Formel:
o ‘ (8 %))
51 = [al,...,ai,al,aiﬂ,...,an]
und
Be = [a17~-~7@i,a2’az‘+17---7Oén]-

B bzw. 8 und (35 werden dann als das Resultat der Resolutionsexpansionsregel fiir 3 bezeichnet.

Definition 1.62 (Resolutionsexpansion)
Sei X ={a1,...,an} C Fmyy endlich.

1. [oq], ..., [an] ist eine Resolutionsexpansion (die Startexpansion) fir ¥

2. Ist B1,...,Bm eine Resolutionsexpansion fir ¥, und ist B bzw. sind B] und B, das Resultat einer
Resolutionsexpansionsregel fir ein B; mit 1 <i<m, so sind

ﬂlv"'vﬂma/B

bzw.

61)"'aﬁm7ﬁg_7ﬁé

ebenfalls Resolutionsexpansionen fir 3.
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3. Ist B1,...,0m Resolutionsexpansion fir %, ist 8 = R(B;) fir ein B; mit 1 < i < m oder ist

B8 =R(8;,5;) fir ein B; und ein B; mit 1 <i,j <m, dann ist

ﬁla"wﬁma/@

Resolutionsexpansion fir 3.

Wir wollen als Nachstes den Beweisbarkeitsbegriff fiir den Resolutionskalkiil definieren.

Definition 1.63

1. Eine Resolutionsexpansion [y, ...

Bi =11

, Bm heifst geschlossen genau dann, wenn fir ein i, 1 < i < m,

2. Fine geschlossene Resolutionsexpansion fir {—«a} heifft Resolutionsbeweis fir « (notiert als

l_ALfR Cv),

Beispiel 1.64 Resolutionsbeweis fiur

(A-BVvC)— (A—-B)V(A—(0))

(Wir notieren die Expansion hier vertikal.)

I [F(A—=BVCO)— ((A— B)VvV(4A—QC)))]

2 [A— BV aus 1

3 (A= BV (4 C))]

4 [-A,BVC] aus 2

5 (-4, B, C)| aus 4

6 [-(A— B)] aus 8

7 [-(A— )] aus 8

8 [A4] aus 6
9 [-B] aus 6
10 [4] aus 7
11 [-C] aus 7
12 [B,C] R(5,8)
13 [C] R(9,12)
1 i R(11,13)

Korrektheit und Vollstandigkeit des nichtklausalen Resolutionskalkiils

Wie zuvor fiir den Tableau-Kalkiil werden wir fiir den Resolutionskalkiil die Korrektheit und die Vollstandigkeit
zeigen. Die Beweismethode entspricht dabei weitestgehend derjenigen, die wir im Falle des Tableau-Kalkiils
vorgefithrt haben, so dass wir hier nur noch die wesentlichen Schritte angeben und die erforderlichen Begriffs-
bildungen vornehmen und ansonsten auf die ["Jbungsaufgaben verweisen.

Definition 1.65 Eine Resolutionsexpansion f1,..., Oy heifit erfillbar genau dann, wenn {f1,...,Bm}
erfillbar ist.

Wir zeigen zunéchst, dass durch die Anwendung einer Resolutionsexpansionsregel oder durch die Bildung
einer Resolvente aus einer erfiillbaren Resolutionsexpansion wiederum eine erfiillbare Resolutionsexpansion
resultiert. Hieraus kann dann leicht die Korrektheit des Resolutionskalkiils gefolgert werden.

Lemma 1.66 Sei S eine erfillbare Resolutionsexpansion und S’ resultiere aus S durch die Bildung

einer Resolvente oder durch die Anwendung einer Resolutionsexpansionsregel. Dann ist S’ ebenfalls
erfillbar.
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Beweis. Ubungsaufgabe. [

Analog der Vorgehensweise im Tableau-Kalkiil kann dann gefolgert werden:

Theorem 1.67 (Korrektheit des nichtklausalen Resolutionskalkiils)
Ist die aussagenlogische Formel a im Resolutionskalkil beweisbar, so ist sie eine Tautologie, d.h.

l_ALfR o = |:AL .

Beweis. Ubungsaufgabe. [

Der Beweis der Vollstandigkeit des nichtklausalen Resolutionskalkiils verlauft nach dem Schema, das wir im
Falle des Tableau-Kalkiils schon gesehen haben. Wir definieren hierzu einen geeigneten Konsistenzbegriff
und zeigen dann, dass die Kollektion der Formelmengen, die diesem Konsistenzbegriff gentigen, eine aussa-
genlogische Konsistenzeigenschaft bildet. Hieraus kann dann leicht die Vollstandigkeit gefolgert werden. Der
Nachweis, dass diese Kollektion eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft ist, erfordert aber noch einige
Vorbereitungen.

Definition 1.68 Sei a eine aussagenlogische Formel.

1. Sei B =ay,...,a,] eine verallgemeinerte Disjunktion.
Dann heiffen
[, ...y am]
und
[, ..y )]

a-Erweiterungen von .

2. Sei X eine Menge von verallgemeinerten Disjunktionen. Geht X* aus ¥ dadurch hervor, dass
jedes Element in ¥ durch eine a-Erweiterung ersetzt wird, so heifst ¥* a-Erweiterung von X.

3. Sei Bi,...,0m eine Resolutionsexpansion. Sei ferner fir jedes i mit 1 < ¢ < m (! eine a-
Erweiterung von ;. Dann heifit B1,..., 3., a-Erweiterung der Resolutionsexpansion B, .., Bm.

Beispiel 1.69 Sei ¥ = {[a1,as], [51, 02, 53]} Dann sind

{[a’a17a2] ) [aaﬁlaﬁ%ﬁi’)]}

und

{lon, a2] , [e, B, B2, B3]}

a-Erweiterungen von X.

Lemma 1.70 Seien X1, Yo endliche Mengen von verallgemeinerten Disjunktionen. Sei ferner Yq
eine a-Erweiterung von X1 fir eine Formel o € Fmay,.

Ist 1, ..., Bm eine Resolutionsexpansion fir X1, so gibt es eine a-Erweiterung 3, ..., B, von B1,..., Bm,
die Resolutionsexpansion fiur Yo ist.

Beweis. Sei n = #3;.

Wir zeigen durch Induktion nach m die folgende Behauptung:

Fir alle m > n :

ist B1,. .., Om eine Resolutionsexpansion fiir X1, so gibt es eine a-Erweiterung 31, ..., 5., von f1,..., Bm, die
Resolutionsexpansion fir g ist.

Induktionsanfang: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit starten wir den Induktionsanfang mit m = n.

In diesem Fall ist die Behauptung erfiillt, da die Startexpansion fiir 35 eine a-Erweiterung der Start-
expansion fiir ¥y ist.
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Induktionsvoraussetzung: Ist §1,...,0;, n < k < m, eine Resolutionsexpansion fiir 31, so gibt es eine
a-Erweiterung 31, ..., 5, von (1, ..., B, die Resolutionsexpansion fiir ¥ ist.

Induktionsschritt: (m — m + 1)

Sei B1,...,0m+1 eine Resolutionsexpansion fiir 3; mit m > n. B1,..., Bny1 ist dann entweder aus
081, - .-, OBm—1 aufgrund einer Resolutionsexpansionsregel
a
a1 | (8 %))
oder aufgrund einer anderen Resolutionsexpansionsregel bzw. Resolventenbildung aus (i, ..., 0y er-

halten worden.

Wir betrachten exemplarisch 2 der moglichen Falle.

1. fB1,..., Bm1 ist mit einer Resolutionsexpansionsregel
B
B1
B2
aus (i, ..., Bmn erhalten worden, d.h. es existiert ein 3;, 1 < i < m, so dass

B; von der Form [Lq, 3, L]

ist (L1 sei die Folge der Formeln, die in 3; links der 8-Formel stehen, entsprechend sei Lo die Folge
der Formeln, die rechts von 3 stehen. Analoges gilt fiir die nachfolgend verwendeten L’s), und

/Bm-‘,-l - [L17ﬁ15527L2] .

Nach Induktionsvorausetzung existiert eine a-Erweiterung f3y,. .., £, von B, ..., Bm, die Resolu-
tionsexpansion fiir Xy ist. Sei 8] = [L}, 3, L] die entsprechende a-Erweiterung von 3;. Dann ist
Bt = LY, By, By, L] eine a-Erweiterung von (3,41 und £y, ist das Resultat der Resolutions-
expansionsregel

B

B

B2
fir G..

2. Bm+1 ist die Resolvente von zwei verallgemeinerten Disjunktionen 8; und §; mit 1 <4, <m, d.h.
ﬁm+1 =R (ﬁm 5])
Dann gibt es eine Formel v € Fmay, so dass 8; = [L1,7,L2) , 8; = [Ls, Y, L4] und By =

[L1, Lo, L3, Ly).

Wiederum existiert nach Induktionsvorausetzung eine a-Erweiterung 31, ..., 5., von B1,..., Bm,
die Resolutionsexpansion fiir ¥y ist. Sei 8. = [L},~, L}] die entsprechende a-Erweiterung von (;
und 3} = [L},—y, L}] die von B;. Dann ist 8., = [L}, L, L, Lj] = R (6}, 5;) und 3, ist
a-Erweiterung von [F,,41.

Damit ist 3,...,0,,,, eine Resolutionsexpansion fiir X5 und ist ferner eine a-Erweiterung von
/817 oo 75m+1.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Die Behauptung ist somit bewiesen.
|
Definition 1.71 Sei ¥ C Fmyy eine endliche Formelmenge.

1. ¥ heifit resolutionskonsistent genau dann, wenn keine geschlossene Resolutionsexpansion fir X
existiert.
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2. ¥ heifst atomar resolutionskonsistent genau dann, wenn keine geschlossene Resolutionsexpansion,
in der Resolventenbildungen nur atomar vorkommen, fir ¥ existiert.

Analog zum Vollstandigkeitsbeweis des Tableau-Kalkiils zeigen wir, dass die Kollektion der resolutionskon-
sistenten Formelmengen eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft bildet. Hiermit kann dann leicht die
Vollstandigkeit gefolgert werden.

Lemma 1.72 Se:
C:={XC Fmar | X endlich und (atomar) resolutionskonsistent} .

Dann ist C eine aussagenlogische Konsistenzeigenschaft.

Beweis. Wir miissen die Bedingungen fiir eine Konsistenzeigenschaft iiberpriifen. Wir betrachten nur die
interessanteren Falle, die der  und (-Formeln.

a-Formel: Zu zeigen ist: Y eCund a € ¥ = Y U{aj,az} €C.
Wir zeigen die Kontraposition.

Sei also a € ¥ und Y U {1, a2} ¢ C, d.h. Z U {1, as} ist nicht resolutionskonsistent.

Sei ¥ = {aq,...,an,a}. Da ¥ U {a,as} nicht resolutionskonsistent ist, gibt es fir ¥ U {a, an}
0.B.d.A. eine geschlossene Resolutionsexpansion der Gestalt

[al]v"'v[an]a[a]a[al]v[aﬂaﬂla"'aﬂm’[]'

(Die f;’s seien verallgemeinerte Disjunktionen). Offensichtlich ist dies aber auch eine Resolutionsex-
pansion fiir {aq,...,an,a} (=), da[aq],...,[an], [a],[a1], [oz] das Resultat der Resolutionsexpan-

sionsregel
a

a1|a2

flir die Startexpansion von X ist. Das bedeutet, dass fiir ¥ eine geschlossene Resolutionsexpansion
existiert, X also nicht resolutionskonsistent ist. Damit ist dann aber ¥ ¢ C.

O-Formel: Zu zeigenist: Y eCund Be€ X = X U{B;} €Coder XU{B,}€C
Wir beweisen wiederum die Kontraposition.
Gelte also B € X und XU {B,},XU{By} ¢ C. Ferner sei ¥ = {a,...,a,, 3} angenommen.

Es gibt dann aufgrund der Voraussetzung geschlossene Resolutionsexpansionen fiir X U {3} :

[al]v"'v[an]’[ﬁ]’[/@ﬂvﬁl?"wﬂma[]

und fir XU {85} :
[al}7"';[an]7[ﬁ]v[52]7ﬂ17"'aﬂl/¢>“ :

Y U{[B;, 8]} ist eine By-Erweiterung von X U {8} .
Nach Lemma 1.70 gibt es daher eine Resolutionsexpansion fir ¥ U {[3;, 35]}, die eine B,-Erweiterung
[al} IR) [an] ) [ﬂ] ) [/leﬂ2] y VL« -+ Ymy Tm+1

der Resolutionsexpansion

lal, s [am], 1B [B4] 5 Brs - B (]

fir ¥ U {[B,]} ist. Insbesondere ist damit vy,+1 = [] oder Y41 = [Bs]-
[aa],- .., [am] s [B], [B1, B4 ist offensichtlich eine Resolutionsexpansion fiir 3.
Damit ist

[al] IR [O‘n] ’ [B} ) [ﬂlaBQ] > Y1y v o5 Yms YmA41

ebenfalls eine Resolutionsexpansion fiir 3.
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Ist 41 =[], so haben wir eine geschlossene Resolutionsexpansion fiir 3. Es gilt dann X ¢ C.
Gilt Y41 = [Bs], so bildet

[al]a"'v[an}v[lg]v [51’52]7’71""7777%7 [ﬁﬂaﬂiaaﬁl/ﬁ[]

Resolutionsexpansion fir YU {85}

eine geschlossene Resolutionsexpansion fiir .. Also gilt auch in diesem Fall ¥ ¢ C. Dies war fiir diesen
Fall zu zeigen.

Damit ist der Nachweis erbracht, dass C eine Konsistenzeigenschaft ist. m

Theorem 1.73 (Vollsténdigkeit des nichtklausalen Resolutionskalkiils)
):AL a = |_AL—R Q.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition.

Angenommen, « hat keinen Resolutionsbeweis. Dann existiert keine geschlossene Resolutionsexpansion fiir
{—a}. {-a} ist also resolutionskonsistent und nach Lemma 1.72 daher erfiillbar. Folglich ist o keine Tauto-
logie. m

Bemerkung 1.74 Schrankt man im Resolutionskalkil die Resolventenbildung so ein, dass statt be-
liebiger nur atomare Resolventen gebildet werden dirfen, so sind die Beweise von Theorem 1.67,
Lemma 1.72 sowie Theorem 1.78 davon nicht betroffen, so dass die folgende stirkere Aussage gilt.

Theorem 1.75 « ist eine aussagenlogische Tautologie genau dann, wenn ein Resolutionsbeweis fir
a existiert, in dem Resolventenbildungen nur atomar vorkommen.

Der klausale Resolutionskalkiil als Spezialfall

In dem bisher betrachteten nichtklausalen Resolutionskalkiil waren an die zu beweisende Formel keine An-
forderungen hinsichtlich ihrer formalen Gestalt gestellt. Im Rahmen der logischen Programmierung und
iiblicherweise auch im Zusammenhang mit Theorembeweisern, die auf Resolutionskalkiilen basieren, wird
von Formeln, die in konjunktiver Normalform (Klauselform) vorliegen, ausgegangen. Fiir eine Menge von
solchen Klauseln kann aber eine Resolutionsexpansion nur durch die Bildung von atomaren Resolventen
durchgefiihrt werden.

Um also eine aussagenlogische Formel 3 zu beweisen, wird die Negation —f3 in eine semantisch dquivalente kon-
junktive Normalform a = {(a,. .., a,) umgeformt und anschliefilend eine geschlossene Resolutionsexpansion
fiir {a, ..., a,} mittels (atomarer) Resolventenbildungen erzeugt. (Eine solche Resolutionsexpansion besteht
dann nur noch aus Klauseln). Existiert eine solche geschlossene Resolutionsexpansion fir {a,...,a,}, so
heifit 8 im klausalen Resolutionskalkiil beweisbar (notiert als Far_ gy ).

Der klausale Resolutionskalkiil hat somit nur eine einzige Regel: die Resolventenbildung (kurz: Resolutions-
regel). Ublich ist im klausalen Resolutionskalkiil die Verwendung der Mengenschreibweise fiir Klauseln, also
z.B. {A,-B,C} statt [A,-B,C].

Aus der Korrektheit und Vollstandigkeit des nichtklausalen Resolutionskalkiils erhalten wir daher sofort

Theorem 1.76 (Korrektheit und Vollstindigkeit des klausalen Resolutionskalkiils)
FaL-rr o & Far a.

Strenge Korrektheit und Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils

Wie zuvor fiir den Tableau-Kalkiil zeigen wir auch fiir den Resolutionskalkiil, dass wir den Beweisbarkeitsbe-
griff so zu einem Herleitungsbegriff erweitern konnen, dass wir in korrekter und vollstandiger Weise das seman-
tische Folgern erfassen. Wir verallgemeinern hierzu den Begriff , Resolutionsbeweis” zu ,,3-Resolutionsbeweis”
(auch Resolutionsbeweis mit Pramisse(nmenge) X)
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Definition 1.77 Sei ¥ C Fmar und o € Fmoay,:

1. Y-Resolutionsexpansion:
Definition wie die von Resolutionsexpansion, erweitert um den folgenden Fall:
Ist « € ¥ und ist B1,...,0m eine X-Resolutionsexpansion, so auch Bi,. .., m,[a].
(Notiert als —).

2. Fine ¥-Resolutionsexpansion 1, ..., B, heifst erfiillbar genau dann, wenn XU{S1, ..., Bmn} erfillbar
15t.
Ein Y-Resolutionsbeweis fiir o ( auch: Resolutionsherleitung von « aus X) ist eine geschlossene
Y-Resolutionsexpansion fir {—-a}
(notiert als ¥ Far—gr ).

3. X heiffit a-resolutionskonsistent genau dann, wenn nicht gilt X Far_r «, und resolutionsinkonsi-
stent sonst.

Theorem 1.78 (Strenge Korrektheit und Vollstindigkeit des nichtklausalen Resolutionskalkiils)

Sei X C Fmayp, a € Fmay:
EI—AL,ROé = E':AL Q.

Wir werden diesen Beweis nicht mehr ausfiihren. Die Vorgehensweise ist analog zu den Beweisen der Kor-
rektheit und Vollstdndigkeit des Resolutionskalkiils (vgl. auch die Beweisskizze zur strengen Korrektheit und
Vollstéandigkeit des Tableau-Kalkiils).

1.2.3 Ein Frege-Hilbert-Kalkiil

Die bisher betrachteten formalen Beweiskalkiile, der Tableaukalkiil- und der Resolutionskalkiil, sind Widerle-
gungskalkiile. Beide eignen sich, wenn es darum geht, schnell einen Beweis zu finden, und beide werden in ver-
schiedenen Varianten und Verfeinerungen fiir das automatische Beweisen benutzt. Beide Kalkiile besitzen eine
Eigenschaft, die sie fiir das automatische Beweisen geradezu pradestiniert: die Beweissuche in diesen Kalkiilen
ist einfach. Schwéchen dieser Verfahren liegen in ihrer ,Erklarungsfahigkeit”, d.h. die Vermittlung von
Schlussfolgerungen aufgrund von Widerlegungsbeweisen ist eher uniiblich und somit gewohnungsbediirftig.
Historisch gesehen wurde zunéichst ein anderer Ansatz verfolgt. Ausgehend von Axiomen werden mit zul&ssi-
gen Schlussregeln Folgerungen hergeleitet. Der Vorteil in einer solchen Vorgehensweise: Folgerungen kénnen
besser vermittelt werden. Kalkiile, die in diesem Sinne aufgebaut werden, werden als Frege-Kalkiile, manch-
mal, wenn eine ganz spezielle Axiomatik zugrundegelegt wird, auch als Hilbert-Kalkiile bezeichnet. Wir
werden im Folgenden die Bezeichnung Frege-Hilbert-Kalkiil (kurz: FH-Kalkiil) verwenden. Bei einer solchen
Vorgehensweise stellt sich dann das Problem, welche Axiome und welche Regeln die Basis des formalen Be-
weiskalkiils bilden sollen. In dem wenig sinnvollen Extremfall kénnte man z.B. alle Tautologien als Axiome
wahlen und kdime dann ganz ohne Regeln aus. Wir wollen hier ein Axiomen- und Regelsystem angeben, das
a- und S-Formeln mit verwendet (mit den Komponenten oy und e bzw. 8; und 3,.)

Axiomenschemata des Frege-Hilbert-Kalkiils:

Axiom 1 o — (8 — «)

Axiom 2 (a— (8- 7)) = ((a = §) = (a — 7))

Axiom3 1 —«

Axiom4 a— T

Axiom 5 o — a

Axiom 6 o — (—a — )

Axiom 7 (B — a) — ((By — @) — (B — «)) fir 8-Formeln
Axiom 8 «a — «; fiir a-Formeln

Axiom 9 a — as ”
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Einzige Regel des Frege-Hilbert-Kalkiils:

Modus ponens:

« a—f

g

Wie fiir den Tableau- und Resolutionskalkiil wollen wir als Néchstes einen formalen Beweisbarkeitsbegriff
einfithren.

Definition 1.79 FEine Formel a € Fmyy heifit im Frege-Hilbert-Kalkil beweisbar oder herleitbar(bzw.
aus ¥ beweisbar oder herleitbar; notiert als Far—py « bzw. ¥ bap_pg «) genau dann, wenn eine
endliche Folge aq,...,a, von aussagenlogischen Formeln aq,...,a, € Fmayp existiert, so dass a, = «
und fir alle i mit 1 < <n gilt:

o «; ist Aziom  (oder aus ¥)  oder

o o ist aus o und oy, 1 < j,k <1, mittels der Modus ponens Regel erhalten worden, d.h. es gibt
o,B€ Fmar mit oj =0, oy = — [ und o; = 3.

a1, ...,0n heifft dann auch Beweis von o (aus ).

Ein Beispiel:
Die Folge der Formeln 1. - 5. liefert einen Beweis von A — A :

. A-(A—-4)—-A4)—-(A—-(A—-A)—>(A—A) Axiom 2
2. A (A=A — A Axiom 1
3. A—-(A—A4A)—(A4A—-4) Modus ponens (1,2)
4. A—-(A— A Axiom 1
5. (A— A) Modus ponens (3,4)

Auch fiir diesen Beweiskalkiil gilt wiederum:

Theorem 1.80 (Strenge Korrektheit und Vollstindigkeit des Frege-Hilbert-Kalkiils) ¥ 45 a <
YFAL—FH O .

Beweis. Ubungsaufgabe. m

1.2.4 Zur Komplexitat von Beweisen

In den vorigen Abschnitten wurden mit dem Tableaukalkiil, dem Resolutionskalkiil sowie dem Frege-Hilbert-
Kalkiil drei Beweiskalkiile vorgestellt. Dariiber hinaus existiert eine Vielzahl von weiteren korrekten und
vollstdndigen Beweiskalkiilen, auf die wir hier nicht mehr eingehen, sondern stattdessen den Leser auf die
angegebene Literatur verweisen. Einzig der fiir beweistheoretische Untersuchungen wichtige Sequenzenkalkiil
wird im Abschnitt tiber die Pradikatenlogik ganz kurz eingefiihrt.

Welcher dieser Beweiskalkiile ist denn nun geeigneter, um damit Beweise zu fiihren? Es dréangt sich somit
natiirlich ein Vergleich dieser Kalkiile hinsichtlich ihrer ,Beweiskomplexitat” auf. Wir wollen dieses Thema
in diesem Abschnitt kurz streifen und wenigstens ein paar bedeutende Resultate vorstellen.

Wir definieren dazu zunéchst den Begriff eines Beweissystems als Abbildung, die einem potentiellen Beweis
x eine Tautologie a zuweist.

Sei ¥ ein Alphabet.

Definition 1.81 FEin Beweissystem fir Taut ( die Menge der aussagenlogischen Tautologien) ist eine
polyno-mialzeit-berechenbare Abbildung f: ¥* — (Xa1)" mit Wertebereich Taut.

Ein Beweissystem f heif$t polynomiell beschriankt genau dann, wenn ein Polynom p existiert, so dass
fiir alle a € Taut ein x € £* existiert mit f(z) = a und |z| < p(Ja]). (Jw| ist die Linge des Wortes
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Die Intention, die hinter dieser Definition steckt, ist die Folgende: fiir einen konkreten Beweiskalkiil wird x
ein Beweis der Formel « sein. Hierbei soll in polynomieller Zeit festgestellt werden konnen, ob z wirklich
ein Beweis darstellt. Da der Wertebereich eines Beweissytems Taut ist, legen wir fiir den Fall, dass die
Zeichenfolge x in dem zugrundeliegenden Beweiskalkiil keinen Beweis darstellt, fest, dass f () = T sein soll.
Das Beweissystem ist polynomiell beschrankt, wenn es zu jeder aussagenlogischen Tautologie einen Beweis
polynomieller Lange in diesem Beweissystem gibt.

Eng verkniipft mit dem Problem der Existenz eines polynomiell beschrankten Beweissystems ist ein bedeu-
tendes komplexitatstheoretisches Problem.

Theorem 1.82 (Cook, Reckhow)

NP =co— NP genau dann, wenn ein polynomiell beschrinktes Beweissystem ezistiert.

Beweis. (Skizze)

5 = ": Es gelte NP = co — NP. Dann ist wegen Taut € co — NP auch Taut € NP. Es gibt also eine
nichtdeterministische polynomialzeitbeschrankte Turingmaschine M, die genau Taut akzeptiert. Sei
f:¥* — (Xap)" fiir ein geeignetes 3 eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass f (x) = «, falls = eine
akzeptierende polynomialzeitbeschrankte Berechnung von M fiir « kodiert, und T sonst. f ist dann
ein polynomiell beschranktes Beweissystem.

5 < " : Sei umgekehrt nun f ein polynomiell beschrianktes Beweissystem. Da SAT, die Menge der erfiillbaren
aussagenlogischen Formeln, vollstandig fiir NP ist, und Taut = {« | ~a ¢ SAT}, ist Taut vollstandig
fiir co— NP. Unter Verwendung der zu f existierenden deterministischen polynomiell zeitbeschrankten
Turingmaschine kann dann leicht eine nichtdeterministische polynomiell zeitbeschrankte Turingmaschi-
ne angegeben werden, die genau Taut akzeptiert, so dass also T'aut € NP. Bei Eingabe « rate einen
»Beweis” x mit polynomieller Lénge in || und , verifiziere” anschlieend mittels Berechnung von f (),
dass a eine Tautologie ist.

Aus Taut € NP und Taut vollstiandig fiir co — NP folgt aber NP = co— NP.

Da man vermutet, dass NP # co — NP, wird man nicht erwarten, ein polynomiell beschranktes Beweis-
system zu finden. Kann man aber auch fiir alle bekannten Beweissysteme eine superpolynomielle oder gar
exponentielle untere Schranke zeigen? Dies ist bisher noch nicht fiir alle aussagenlogischen Beweissysteme
gegliickt. Bekannt sind aber exponentielle untere Schranken u.a. fiir den (klausalen) Resolutionskalkiil und
den Tableaukalkiil — wir werden darauf zuriickkommen. Hingegen sind z.B. fiir Frege-Hilbert-Kalkiile keine
superpolynomiellen unteren Schranken bekannt.

Definition 1.83 Seien f1: 37 — (Xaz)" und fo : 35 — (Saz)" Beweissysteme.
fo p-simuliert f1 (notiert als f1 <, f2) genau dann, wenn eine polynomialzeit-berechenbare Funktion
g: X7 — X5 existiert mit

fa(g(x)) = f1(x)
fur alle x € 3.

g ubersetzt somit Beweise im Beweissytem f7 in hoéchstens polynomiell langere Beweise des Beweissystems
f2. Eine unmittelbare Folgerung ist das

Korollar 1.84 Ist fi1 ein polynomiell beschrinktes Beweissystem und p-simuliert das Beweissystem
fo das Beweissystem f1, dann ist fo ebenfalls polynomiell beschrdnkt.

p-Simulierbarkeit ist offensichtlich eine reflexive Relation. Da die Komposition zweier Polynome wiederum
ein Polynom ist, ist p-Simulierbarkeit auch eine transitive Relation.

Theorem 1.85 Fir die hier betrachteten Beweissysteme gelten die folgenden Beziehungen hinsicht-
lich p-Simulierbarkeit:



1.2. AUSSAGENLOGISCHE BEWEISKALKULE 37

1. Resolutionskalkil <, Frege-Hilbert-Kalkil
. Tableaukalkiil <, Resolutionskalkiil
. Wahrheitswerttabellenmethode <, Resolutionskalkil

. Wahrheitswerttabellenmethode ﬁp Tableaukalkil

R RS

. Tableaukalkl j_(p Wahrheitswerttabellenmethode

Beweis. Wird hier nicht ausgefiihrt.

Wir werden lediglich eine Beweisskizze fiir die vermutlich iiberraschende Eigenschaft 4. angeben.

Es seien n aussagenlogische Variablen Ay, ..., A, gegeben. Sei o} = A; und o = —A4,; fiir alle i mit 1 < i < n.

Betrachte die folgende Menge von Klauseln
M, = {[a5",...,a5] | (e1,...,en) € {0,1}"}.

7.B. also im Fall n = 2 : {[Al, AQ] s [ﬁAh AQ] y [Al, ﬁAQ] y [ﬁAh ﬁAQ]} .

Die Menge M, ist offensichtlich unerfiillbar, und da in M, genau n aussagenlogische Variablen vorkommen,

kann mit der Wahrheitswerttabellenmethode die Unerfillbarkeit in Zeit O ((2”)k) fiir ein geeignetes k € N

festgestellt werden (eine genauere Analyse zeigt, dass k = 3 geniigt).

Da M, unerfillbar ist, existiert somit ein geschlossenes Tableau fiir M,,. Wir zeigen, dass ein solches ge-
schlossenes Tableau fiir M,, mindestens n! verschiedene Zweige haben muss. Da n! aber stirker als jedes
Polynom in 2" wéchst, kann der Tableaukalkiil die Wahrheitswerttabellenmethode nicht p-simulieren.

Fiir den Nachweis, dass ein geschlossenes Tableau fiir M, mindestens n! verschiedene Zweige haben muss,
wollen wir die 8-Regel im Falle von Klauseln liberalisieren:

Im Falle einer Klausel [3i, ..., 3x] werden an das Blatt des aktuell bearbeiteten Zweiges k Sohne markiert
mit 81 rsp. B2 ... rsp. O angehédngt. Auf diese Weise werden die Tableaus etwas kleiner, d.h. die Anzahl
der Knoten wird reduziert, nicht aber die Anzahl der Zweige.

Betrachte ein minimal geschlossenes Tableau 7 fiir M,,, d.h. ein geschlossenes Tableau, in dem eine Formel
entlang eines Zweiges nicht mehrfach bearbeitet wurde. In diesem Tableau hat jeder innere Knoten s, der
nicht schon innerer Knoten des Starttableaus ist, n S6hne, von denen der i-te Sohn mit A; oder mit —A4;

markiert ist. Sei o : {1....,n} — {1....,n} eine beliebige Permutation. Zu dieser Permutation muss fiir
ein (€1,...,6,) € {0,1}" in 7 ein Zweig vorkommen, dessen letzte n Knoten s1, ..., s, mit ail(l), . aZT(Ln)

markiert sind. Fiir jede solche Permutation liegen diese Pfade in verschiedenen Zweigen, so dass 7 also
mindestens n! verschiedene Zweige haben muss. Dies wollten wir zeigen. m

Uberraschend ist aber auch, dass der im Rahmen des automatischen Beweisens iiberwiegend eingesetzte Reso-
lutionskalkiil nachweislich ineffizient ist. Dieses Resultat geht auf Haken (1985) zuriick. Auf den schwierigen

Beweis wollen wir hier nicht eingehen und daher nur das Resultat angeben.

Theorem 1.86 FEs gibt Klauselmengen, fir die jede geschlossene Resolutionsexpansion mindestens
exponentiell viele Klauseln enthalten muss.

Korollar 1.87 Der Resolutionskalkil ist nicht polynomiell beschrankt.
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Kapitel 2

Pradikatenlogik

Mit dem Aufbau eines formalen Kalkiils der Aussagenlogik haben wir ein erstes Ziel erreicht: wir haben
korrekte und vollstdndige Beweiskalkiile fiir das logische Folgern erhalten, allerdings unter der Mafigabe,
dass sich dieses Folgern nur auf solche Aussagen erstreckte, die iiber ,,aussagenlogische” Konnektoren aus
,Grundaussagen”, also aus Aussagen, die sich beziiglich dieser Konnektoren nicht weiter zerlegen lielen,
aufgebaut waren. Nun gibt es sicherlich viele Anwendungen, in denen nur Aussagen dieser Art benotigt
werden. Im Prinzip ist ja eine solche aussagenlogische Sprache immer dann ausreichend, wenn wir es nur mit
endlichen Bereichen zu tun haben.

Schwichen der Aussagenlogik offenbaren sich aber dann, wenn wir unendliche Gegenstandsbereiche wie z.B.
die natiirlichen Zahlen betrachten und das Zutreffen von Eigenschaften fiir Objekte aus diesem Gegenstands-
bereich formulieren wollen. Hier muss eine Aussagenlogik kapitulieren, wenn, was sinnvollerweise gewiinscht
ist, unendlich lange Verkniipfungen von Aussagen vermieden werden sollen. Aber selbst in einem endlichen
Bereich wie z.B. B = {1, ..., c10000 }, fiir den das Zutreffen einer bestimmten Eigenschaft E auf alle Elemente
dieses Bereichs ausgedriickt werden soll, erscheint uns die zwar denkbare Darstellung als aussagenlogische
Verkniipfung von 10000 Aussagen E (¢1), ..., E (c10000) als wenig wiinschenswert und — was vielleicht noch
mehr ins Gewicht fallt — entspricht nicht unserem Sprachgebrauch.

Bereits diese kurzen Anmerkungen zeigen aber, worin die Ursachen der Ausdrucksschwéche der Aussagenlogik
liegen. In der Aussagenlogik wurde die interne Struktur von Satzen, die beziiglich der aussagenlogischen Kon-
nektoren nicht weiter zerlegbar waren, nicht berticksichtigt, und — damit verbunden — gab es keine Moglichkeit,
iiber Objektbereiche zu quantifizieren. Wir wollen im Folgenden einen formalen Kalkil aufbauen, der die-
ses Manko der Aussagenlogik nicht aufweist und fiir die géngigen Anforderungen im Wissenschaftsbetrieb
ausreichend ist.

Beispiel 2.1 (fir nicht unbedingt informatiktypische Anwendungen)

1. Im Bereich der Mathematik, aber auch in der Informatik, haben wir es hdufig mit Gruppen zu
tun, d.h. mit einer algebraischen Struktur (A,+,0) (= wird dblicherweise nicht aufgelistet) mit
einer Konstanten 0 € A (dem neutralen Element) und einer zweistelligen Verknipfungsoperation
+: Ax A— A, die noch speziellen Aziomen geniigt. Fir eine solche Gruppe mdéchten wir dann
Aussagen z.B. der Art

o fiir alle a € A gibt es b€ A, so dass a+b=0
o fiir alle a € A gilt: (a+0)+0=a
formulieren konnen.

2. Ein gerichteter Graph G ist eine Struktur G = (A, R) mit einem Grundbereich A (Menge der
Knoten) und einer zweistelligen Relation R C Ax A dber dem Grundbereich (Menge der gerich-
teten Kanten).

Fiir einen solchen Graphen liefle sich dann z.B. ausdricken

fir alle a,b € A: wenn (a,b) € R, so (b,a) € R.

39
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Bereits diese beiden einfachen Beispiele zeigen auf, was fiir Elemente in einer formalen Sprache, die fiir solche
Anwendungen geeignet ist, vorhanden sein sollten. Namlich Symbole fiir

e Objekte, tiber die wir in unbestimmter Weise sprechen kénnen, wie z.B. a,b. Wir sprechen dann von
Variablen.

e Relationen

(In den beiden Beispiel waren dies die Relationen = und R).

e Funktionen

(Im ersten Beispiel +).

o Konstanten

(Im ersten Beispiel 0).

Dariiber hinaus — und dies zeigen die beiden Beispiele ebenfalls — miissen All- und Existenzquantifikationen
moglich sein.

Im Folgenden wollen wir eine formale Sprache aufbauen, die unseren Anforderungen in den meisten Féllen
geniigen wird. Wir werden aus Griinden der einfacheren Darstellung uns dabei zundchst auf den einsortigen
Fall beschrianken, d.h. wir werden eine formale Sprache aufbauen, mit der wir Strukturen berticksichtigen,
die nur einen Grundbereich besitzen. In den meisten Anwendungen der Informatik ist diese Bedingung nicht
erfiillt, so dass in dieser Hinsicht unser Ansatz zu kurz greift. Wir werden aber spéater sehen, dass die
Beschrinkung auf den einsortigen Fall keine wirkliche Beschrénkung darstellt.

2.1 Formalisierung der Pradikatenlogik

Analog zur Aussagenlogik werden wir zunéchst eine formale Sprache angeben und anschliefend die Semantik
flir eine solche Sprache definieren.

2.1.1 Syntax der Pradikatenlogik

Wir wollen eine formale Sprache aufbauen, mit der wir iiber formale Strukturen eines bestimmten Typs spre-
chen konnen, z.B. im Falle von Graphen tiber eine Struktur mit einem Grundbereich und einer zweistelligen
Relation. Zu diesem Zweck definieren wir zundchst den Begriff der Signatur.

Definition 2.2 FEine Signatur S ist ein Quadrupel S = (R; F;K;ar), wobei R eine Menge von Pradikats-
oder Relationssymbolen ist, F eine Menge von Funktionssymbolen, K eine Menge von Konstanten-
symbolen und die Funktion ar : RUF — N die Stelligkeit der Relations- und Funktionssymbole angibt.

Bemerkung 2.3

1. Wenn die Stelligkeit der Relations- und Funktionssymbole aus dem Kontext hervorgeht (oder
sonst nicht von Bedeutung ist), wird hdufig auf die Angabe der Stelligkeitsfunktion ar verzichtet.

2. Falls R, F oder K endlich ist, wird die betreffende Menge auch als endliche Folge notiert, also
2.B. (R1, Ra; f1;0,1) statt ({R1,Ra};{f1};{0,1}), wobei hier ar bereits weggelassen wurde. Ist
eine dieser Mengen leer, so wird sie i.a. in der Signatur nicht mehr aufgefihrt. Auch schreiben

wir in einem solchen Fall keine mehrfachen Semikolons, wenn aus dem Kontext hervorgeht,
welche Menge leer ist. Z.B. schreiben wir (R;0) statt ({R};0;{0}) und (f) statt (0;{f};0).

3. Konstantensymbole werden oft auch als nullstellige Funktionssymbole betrachtet. In diesem Fall
wird KC in der Regel in der Signatur nicht aufgefiihrt.

4. Ist K =0, dann heifit S konstantenlos. Ist CUF = 0, so heifst S Relationalstuktur. Und ist
RUFUK endlich, so heifit die Signatur S endlich.
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Beispiel 2.4

1. In einer formalen Sprache, in der wir Eigenschaften von Gruppen ausdricken mochten, bendti-
gen wir ein 2-stelliges Symbol = fir die Gleichheitsrelation =, ein 2-stelliges Symbol fir die
Verkniipfungsoperation der Gruppe und ein Konstantensymbol fiir das neutrale Element, so dass
2.B. (Z;4;0) mit ar (=) = 2 und ar (+) = 2 eine geeignete Signatur ist.

2. Soll unsere formale Sprache dazu dienen, Eigenschaften von Graphen zu formulieren, dann wird
unsere Signatur z.B. so aussehen: (R) mit ar (R) = 2.

Fiir den Aufbau der pradikatenlogischen Sprache zu einer Signatur S legen wir das Alphabet Xpy, (S) zu-
grunde, das besteht aus:

e Symbolen zur Bildung der (Objekt- oder Individuen-) Variablen: z, |

e Zeichen fiir die logischen Funktoren oder Konnektoren (wie im aussagenlogischen Fall):
- (einstelliger Konnektor)

A, V, — (zweistellige Konnektoren)

den logischen Konstanten T und L

Quantoren V und 3

(unbestimmt angedeutet durch Q)
e den durch die Signatur S festgelegten Relations-, Funktions- und Konstantensymbolen

e Klammersymbolen als technischen Hilfszeichen (, ).

Definition 2.5 Die folgenden Zeichenreihen iber dem Alphabet Ypy, (S) zur Signatur S heiffen Va-
riablen: z, x|, z||, ... .

Varpyr, bezeichne die Menge der Variablen.

Schreibweise: statt |...| (n+ 1 Striche) x,q1.

Als metasprachliche Symbole fiir Variablen verwenden wir im Folgenden auch die Symbole x, y, z, v, g, Yo, 20, Vo,
L1y o vv -

In Strukturen mit Funktionen konnen manche Objekte auf verschiedene Weise beschrieben werden, zum einen
namlich direkt, zum anderen als das Resultat der Anwendung einer Funktion auf andere Objekte. So kann
z.B. die natiirliche Zahl 5 auch als Summe 2 + 3 dargestellt werden. In dem Aufbau der formalen Sprache
berticksichtigen wir dies durch die Einfiihrung von Termen, die zur Bezeichnung von Objekten dienen.

Definition 2.6 Die Menge Tmpy, (S) der Terme der Signatur S = (R; F; K) ist folgendermafSen induktiv
definiert:

1. Jede Variable ist ein Term von Tmpr (S).
2. Ist c€ K, so ist ¢ ein Term von Tmpy, (S).

3. Ist f € F ein n-stelliges Funktionssymbol und sind t1,...,t, € Tmpy (S), so ist f(t1,...,t, ) €
TmpL (S)

4. Nur Zeichenreihen, die nach 1. - 3. erhalten werden, sind Terme von Tmpy, (S).

Terme ohne Variablen werden als variablenfreie Terme oder auch als Grundterme bezeichnet.

Beispiel 2.7 fir Terme.
Sei S = (0; f,g;c1) mit f zweistellig und g einstellig.

1. f(ZE,Cl)
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2. f(g(x),9(f(z,9))).

Als Néchstes definieren wir die Formeln zur Signatur S.

Definition 2.8 Sei S = (R; F;K).
Atomare Formel der Signatur S sind

1. T, L und

2. fiir jedes Relationssymbol R € R sowie fir Terme tq,...,t, € Tmpy (S), wobei n die Stelligkeit
von R sei, die Zeichenreihen R (ty,...,t,).

Definition 2.9 (Menge Fmpyr (S) der pradikatenlogischen Formeln der Signatur S)
1. Jede atomare Formel der Signatur S ist in Fmpy, (S).
Falls « € Fmpy, (S), dann ist auch —a € Fmpr, (S).

Falls a, 8 € Fmpy, (S), und o € {\,V,—}, dann ist auch (oo ) € Fmpy (S).

e

Ist o € Fmpyp, (S) und ist © eine Variable, so sind (Vx)a und (3x) o Formeln in Fmpy, (5).

Beispiel 2.10 Die folgenden Zeichenreihen sind Formeln tber der Signatur S = (P, R; f;0), wobei P
und f zweistellig und R einstellig sein sollen:

1. (P (z, f(0,9) vV R(f (x,9)))
2. ((Vz) P (z,y) — (32) (R(z) — (Vz) P (y,2)))
Hingegen sind die folgenden Zeichenreihen keine Formeln iber der Signatur S:

1. FzR(z) (Klammern fehlen)
2. (Vy)R(z,y) (R nicht einstellig)

Wir iibernehmen die in der Aussagenlogik eingefithrten Klammerungskonventionen und ergénzen sie durch
die Festlegung, dass ein Quantor (Qz) ebenso schwach wie — trennt.

Bezeichnungen:
1. Fir eine Formel (Qx) o heifit ov der Wirkungsbereich des Quantors(Qz).
(Dieser Wirkungsbereich ist eindeutig bestimmt!)
2. war (t) bezeichne die Menge der im Term ¢ vorkommenden Variablen, und

var () die Menge der in der Formel « vorkommenden Variablen.

Aus der Mathematik kennen wir eine Reihe von Ausdriicken wie z.B. 211201 1, in denen formal eine ,, Variable” i
vorkommt, in denen wir aber ¢ nicht durch einen anderen Wert ersetzen koénnen, ohne dass die Bedeutung des
Ausdrucks sich dndert. Das i steht somit fiir eine Ersetzung nicht zur Verfiigung, ist also nicht ,,frei”, sondern
gebunden. Wir wollen eine analoge Unterscheidung fiir die Variablen unserer formalen Sprache einfiihren.

Definition 2.11 Die Menge fvar (a) der freien Variablen in einer Formel « ist wie folgt definiert:
1. Ist o atomar, so ist fvar (a) := var («)
2. fvar (—a) = foar («)
3. fvar (ao B) := fvar(a)U fvar(8),

wobei o ein zweistelliger Konnektor sein soll mit o € {A,V,—}



2.1. FORMALISIERUNG DER PRADIKATENLOGIK 43

4. fvar ((Vz) @) := fvar ((3z) @) = foar () \ {z}

Eine Variable x heif$t gebunden in «, falls x € var (o) und x nicht frei in .
x kommt in « vollfrei vor, falls x € fvar (a) und in « die Zeichenreihe (Qx) nicht vorkommt.

Beispiel 2.12

1. In (Vz) P (x) kommt x gebunden vor.
2. In (Vz) (P (x) V R(z,y)) ist y vollfrei und x gebunden.
3. In (Vx) P (x)V R (x,y) ist y vollfrei und x frei.

Definition 2.13 Eine Formel a heifit quantorenfrei, wenn weder ¥ noch 3 in a vorkommdt.
a heifit Aussage (engl. sentence) genau dann, wenn fvar (o) = 0.

In Analogie zur Aussagenlogik steht uns als Beweisprinzip fiir Terme und Formeln strukturelle Induktion und
als Definitionsprinzip strukturelle Rekursion zur Verfiigung.

Theorem 2.14 (Strukturelle Induktion fiir Terme) E sei eine Eigenschaft fir Terme einer Signa-
tur S, fir die gilt:

1. alle Variablen und alle Konstantensymbole in S haben die Figenschaft E.

2. Haben die Terme tq,...,t, € Tmpy (S) die Figenschaft E und ist f ein n-stelliges Funktions-
symbol der Signatur S, so hat auch f(t1,...,t,) die Eigenschaft E.

Dann gilt:
E trifft auf alle Terme der Signatur S zu.

Theorem 2.15 (Strukturelle Induktion fiir Formeln) E sei eine Eigenschaft fiir Formeln einer Si-
gnatur S, fur die gilt:

1. E trifft auf alle atomaren Formeln zu.

2. Trifft E auf o und B zu, ist x eine Variable und o € {A,V,—}, dann trifft E auch auf —a, (a0 f3),
(Vx) a und (3z) « zu.

Dann gilt:
E trifft auf alle Formeln der Signatur S zu.

Auf die einfachen Beweise verzichten wir. Ebenso auf die Angabe der entsprechenden Definitionsprinzipien
der strukturellen Rekursion.

In Analogie zum Formelbaum fiir aussagenlogische Formeln kénnten wir im Falle der Pradikatenlogik die
Begriffe ,, Termbaum” und ,,Formelbaum” definieren. Da klar sein diirfte, was mit diesen Begriffen gemeint
ist, verzichten wir hier auf deren Definition, zumal diese Begriffe im weiteren keine Rolle mehr spielen werden.
Sie flielen nur in die nachfolgende Bemerkung ein.

Bemerkung 2.16 Da zu einer Signatur eine eindeutige kontextfreie Grammatik angegeben werden
kann, die die Menge der Terme bzw. die Menge der Formeln dieser Signatur erzeugt, gilt:

1. Zu jedem Term einer Signatur S existiert genau ein Termbaum, und

2. zu jeder Formel von S existiert genau ein Formelbaum.

Das folgende Theorem, das wir nicht beweisen wollen, ist eine leichte Folgerung hieraus.
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Theorem 2.17 Sei S eine Signatur.

1. Jeder Term t der Signatur S ist entweder eine Variable, ein Konstantensymbol aus S oder hat
eine eindeutige Zerlegung in der Form f(t1,...,t,). (Insbesondere sind dann f und ti,...,t,
eindeutig bestimmt.)

2. Jede Formel o der Signatur S ist entweder gleich T oder gleich 1 oder hat eine eindeutige
Darstellung in einer der der folgenden Formen

(a) R(t1,...,tn),

(b) =8,

(¢) (Bow) fir einen zweistelligen Konnektor o,
(d) (Vz) B oder (3x) B fir eine Variable x.

Definition 2.18 S sei eine Signatur.

1. t sei ein Term der Signatur S.

Ist der Term t' ein Teilwort von t (d.h. existieren u,v mit t = ut'v), so heiffit ' Teilterm von t.

2. « sei eine Formel der Signatur S.

o' sei eine Formel, die als Teilwort in a vorkommt. Dann heifit o/ Teilformel von a.

2.1.2 Substitutionen

Aus der Mathematik kennen wir viele Fille, in denen eine Eigenschaft fiir eine Variable gezeigt wird und
anschliefiend fiir diese Variable ein Wert eingesetzt (substituiert) wird. Eine entsprechende Eigenschaft soll
uns in der formalen Sprache der Logik zur Verfiigung stehen. Da wir spater — insbesondere im Zusammenhang
mit der Logischen Programmierung — den Substitutionsbegriff ganz wesentlich benotigen, wollen wir ihn hier
gleich in der notigen Allgemeinheit einfiithren.

Definition 2.19 Sei S eine Signatur.
Eine Abbildung 0 : Varpr, — Tmpy, (S) mit der Eigenschaft, dass fir fast alle (d.-h. bis auf endlich
viele) © € Varpy, gilt 6 (x) = x, heifit Substitution (zur Signatur S).
Eine Substitution 6 mit
t; fallsex=x;,1<i<n
0(x) =
T sonst

notieren wir durch 6 = {x1/t1,...,z,/ts}.

Definition 2.20 (Substitution in Termen) Sei 0 eine Substitution. Fir Terme t € Tmpyr (S) defi-
nieren wir t0:

1. Fir ein Konstantensymbol c von S:

ch =c

2. Fir eine Variable x:
x0 := 0 (x)

S [f (b1, )]0 = f (110, ..., t,0).

Beispiel 2.21 Sei 0 = {z/f (z,y) (c)
Dann ist [f (z,g(2))]0=f(f (x,y),9(h(g(x),d)))
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Definition 2.22 o und 0 seien Substitutionen (zur gleichen Signatur).
Die Komposition von o und 0 (notiert als o0) ist definiert durch

of (x) := (z0) 0

Lemma 2.23 Fir alle Terme t € Tmpy, (S) und fir alle Substitutionen o, 8 (zur Signatur S) gilt
t (o) = (to) 6.

Beweis. Mittels struktureller Induktion fiir Terme.

Ind.Anf.: Sei z eine Variable. Dann gilt « (00) = (o) 6 nach Definition. Im Falle eines Konsantensymbols
caus S gilt ¢(00) = ¢ = (co) = (co) 6.

Ind.Schr.: Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol aus der Signatur S und gelte die Behauptung fiir ¢4, ..., t,,
d.h. es gilt t; (00) = (t;0)0, 1 <i<n.

Dann gilt

(f (t1,.. ., tn)) (60) = [ (t1(c6), ..., t, (00))

t10)0,...,(tho)0)
(f (tyo,...,tho)) 0
=((f (t1,...,tn))0) 0

]
Ebenso leicht ist zu sehen, dass die Komposition von Substitutionen assoziativ ist, d.h. es gilt das

Lemma 2.24 Fir beliebige Substitutionen o, 6 und p gilt o (0p) = (c0) p.

Bemerkung 2.25 Sind o = {x1/t1,...,2,/tn} und 0 = {y1/u1,...,yx/ur} Substitutionen, so ist

o ={x1/(t10),..., 20/ (tn0),yi, [Uirs -, Yi, /Ui, }

wobei {Yiy, .-y, ={vy1,-- - uet \ {z1,. .., 20}

Wir wollen als Néchstes den Begriff der Substitution in einer Formel definieren. Hier miissen wir darauf
achten, dass eine gebundene Variable durch eine Substitution nicht ersetzt werden darf.

Definition 2.26 Sei x eine Variable und 0 eine Substitution.
0. sei die folgendermafen definierte Substitution

0. (y) := { 0(y) fallsy#x

x sonst

Definition 2.27 (Substitution in Formeln) Sei 6 eine Substitution (zur Signatur S). Fir Formeln
a € Fmpyr, (S) ist af definiert durch

1. T0:=T 160:= 1

2. [R(ty, ... tn)]0 = R(110,... 1,0)

3. [~a]0 = — [af]

4. (@oB)0:= (aBoB0) firoe {AV,—}
- [(Qz)a] 0 := (Qx) [af,]  fir Q € {V,3}

O
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Beispiel 2.28 Sei § = {z/c, y/x}. Dann gilt

[(V2) R (2,y) — (3y) R (2,y)]0 = [(Vx) R (z,9)]0 — [(3y) R (2,y)] 0
= (Vz) [R (2, 9)] 02 — (Fy) [R (z,9)] 0,
= (Vo) R(z,2) — (Jy) R(c,y).

Bemerkung 2.29 Hdtten wir in Punkt 4. der Definition der Substitution in einer Formeln nicht 0,
sondern 6 verwendet, so wirden wir z.B. im Falle der Gruppentheorie aus der Gleichung

(Fz) (y + =0)

durch die Substitution {x/y} die Gleichung

(3z) (y +y=0)

fiir eine Variable y erhalten. Eine wenig winschenswerte FEigenschaft.

Bemerkung 2.30 Fir Terme t und Substitutionen o und 0 gilt t (c6) = (to) 6.

Fiir Formeln gilt i.a. nicht a(00) = (ao)0. Fir spitere Anwendungen ist jedoch eine solche Ei-
genschaft fiir Substitutionen gewiinscht. Zu diesem Zweck definieren wir Substitutionen, die diese
Eigenschaft haben werden.

Definition 2.31 FEine Substitution 0 (zur Signatur S) heifit frei fir « € Fmpy, (S), falls

1. « atomar ist oder

2. a=-0 und 0 frei fir § ist oder

3. a=(Bo~) und 0 frei fir B und frei fur v ist, (o € {A,V,—}) oder
4. a=(Qx)B (Q €{V¥,3}) und 0, frei fir 8 ist, und auferdem gilt:

wenn y € fvar (B8) mit y # x, dann x ¢ var (y0).

Beispiel 2.32 Sei die pradikatenlogische Formel a = (Va) R (z,y) gegeben. Dann ist die Substitution
0 ={x/y, y/f(z,¢)} frei fir a, hingegen ist die Substitution o = {y/f (x,c)} nicht frei fir o, da in
ac = (Yx) R (z, f (x,¢)) jetzt auch im Term f(x,c) die Variable x durch den Quantor (Vx) gebunden
wird.

Theorem 2.33 Sei o € Fmpy, (5).
o sei eine Substitution, die frei fur a ist und 6 sei eine Substitution, die frei fir ac ist. Dann gilt:

(o) 8 = (d0) .
Beweis. Durch strukturelle Induktion.

Ind.Basis: Fiir T und L ist die Behauptung offensichtlich.
Sei nun R (t1,...,t,) eine atomare Formel der Signatur S. Es gilt dann
[R(t1,...,tn)] (08) = R(t1 (c0),...,t, (c0))
= R((t10)0,...,(t,o)0)
= [R(t10,...,t,0)]0
=R (t1,...,tn)] 0] 0.

Damit ist die Induktionsbasis sichergestellt.
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Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch nur den Fall der Quantifikation (Vz)a.

analog. Die verbleibenden Félle sind weitestgehend trivial.
Sei also o frei fiir (Vx) o und 0 frei fiir [(Vz) o] o.
Es gilt:
ist o frei fir (V) a, so ist o, frei fiir a, und
ist 0 frei fur [(Vz) o] o, so ist 0, frei fiir ao,.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
[ao;] 0, = a(0.0;) .
Nun gilt 0,0, (y) = (00), (y) fiir y mit = ¢ var (yo) :
denn fiir y = z gilt:
(0.02) () = 20,

= (00), ()
und fiir y # x und x ¢ var (yo) gilt:

(Omem) (y) = ya] 0, dao, (y) =0 (y)
= [yo]0 da z ¢ var (yo)
o) nach Lemma 2.23
af), da (00)(y) = (00), (v)

Damit folgt dann:

2.1.3 Semantik der Pradikatenlogik

47

Der Fall (3z) o ist

Unsere pradikatenlogischen Formeln dienen zur symbolischen Beschreibung von Aussagen iiber bzw. in
Strukturen. Um solchen Formeln einen Wahrheitswert zuordnen zu koénnen, ist daher eine ,,Deutung” der in
der Formel vorkommenden Komponenten (d.h. im Wesentlichen der Symbole) erforderlich. Diese Deutung

geschieht nun in Strukturen, die zu der Signatur passen.

Definition 2.34 Sei S = (R; F;K;ar) eine Signatur.
FEine S-Struktur A ist ein Tupel A = (A;RA;}"A;ICA) mit

1. A nichtleere Menge

2. RA = (RA)ReR mit R4 ist ar (R)-stellige Relation iiber A
3. FA = (fA)fe}‘ mit fA ist ar (f)-stellige Funktion von A nach A
4. KA = (CA)CEIC mit ¢t € A.

A heifst Grundbereich (auch Trdger- oder Individuenbereich) der Struktur A, und wird auch als |A

notiert.
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Im Falle, dass in der Signatur S keine Funktions- oder Konstantensymbole enthalten sind, werden wir in einer
entsprechenden S-Struktur die leere Folge der Funktionen bzw. Konstanten mit zugehorigem Trennsymbol

b2

,,;7 nicht auffithren.

Beispiel 2.35 Nat := (N; <Vot =Nat; gNat ' Nat .Nat) it eine Struktur zur Signatur S = (<,=; S, +, ).
Real := (R; <Real ' _Real, gReal ' Real oRe“l) ist eine Struktur desselben Typs.

Definition 2.36 Eine A-Belegung (meist einfach Belegung) in einer S-Struktur A = (A;RA;]:A;ICA)
ist eine Abbildung w: Varpr — A.
Statt w (x) schreiben wir auch z*

Uber Belegungen werden wir den Termen Objekte aus dem Grundbereich der Struktur zuordnen.

Definition 2.37 Sei S = (R; F;K;ar) eine Signatur und A= (A;RA;}'A;ICA) eine S-Struktur. w sei
eine A-Belegung.
Der Wert t4" eines Terms t € Tmpy (S) in der Struktur A und unter der Belegung w ist folgender-
maflen definiert:

1. A =cA firce K

2. oA = w(x) fir v € Varpy,
3. [f (t1s. .. t)] ™M = fA (t;“’w,...,tﬁvW)

Bemerkung 2.38 Fir Grundterme ist t*" von w unabhdngig, Wir schreiben in diesem Fall auch
t4.

Relativ zu einer gegebenen Struktur und zu einer Belegung wollen wir einer Formel einen Wahrheitswert
zuweisen.

Definition 2.39 Sei w eine A-Belegung.

Eine A-Belegung w' heifit x-Variante von w (notiert als w’ @ w), falls sich w und w' hochstens in der

Belegung von x unterscheiden, d.h. es gilt w' (y) = w (y) fir alle y € Varpr, mit y # x.

Definition 2.40 Sei S = (R; F;K;ar) eine Signatur und A= (A;RA;}"A;ICA) eine S-Struktur. w sei
eine A-Belegung.

Jeder Formel o € Fmpy, (S) wird in A und unter der Belegung w ein Wahrheitswert o™ in der
folgenden Weise zugeordnet:

1. Fir atomare Formeln:
[R(t1,... .tV =T = (t{"“’,...,tﬁvw) € RA
TAY =T
1Aw .= F

2. [—\oz}A’w =T & ot =F

Aw T alls aA,w — BA’W =T
3. (A p) ::{ F éonst
Aw | T falls at® =T oder BA’w =T
(a V) T { F  sonst

Aw T fallS O['A’w = F oder ﬂA,’w =T
(@=5) o { F  sonst
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4. [(Vx) a]A’w =T & o =T fir alle z-Varianten w' von w.
5. [(3z) a]A’w =T :& es gibt eine x-Variante w' von w mit o™ =T.

Gilt o™ =T, so sagen wir, dass a wahr unter der Belegung w in A ist. In diesem Fall heif$t (A, w)
auch Modell von « (notiert als A,w Epy, ).

Enthilt o keine freien Variablen, so ist a4 unabhingig von w (vgl. das pridikatenlogische Koinzidenzlemma

2.49). In diesem Fall notieren wir den Wahrheitswert von o durch a*.

Notation 2.41 Das Paar (A,w), bestehend aus einer S-Struktur A und einer A-Belegung w, wird als
Interpretation bezeichnet. Ist I = (A,w) eine Interpretation, so schreiben wir statt o™ auch of. Im
Falle o =T notieren wir dies auch durch I Eprr a.

Definition 2.42 Sei A = (A;RA;.TA;ICA) eine S-Struktur.

o « heifft allgemeingiiltig (oder giltig; notiert als A =pp, «) in A, falls fir alle A-Belegungen w
atv =T.

e « heifst allgemeingiiltig (oder giltig; Notation: Epr «), falls « in allen S-Strukturen A allge-
meingultig ist.

e « heifit erfiillbar in A, falls eine A-Belegung w mit a&" = T existiert.
e « heifst erfiillbar, falls eine S-Struktur A ezistiert, so dass « in A erfillbar ist.

e Fine Menge 3 von Formeln heif§t erfillbar, falls eine S-Struktur A und eine A-Belegung w
existiert, so dass o™ = T fir alle a € ¥. In diesem Fall heifit die Interpretation I = (A,w)
auch Modell von X.

Beispiel 2.43 Es sei die Signatur S = (R;®) mit ar (R)
Folgenden fiir @ die Infiz-Schreibweise verwenden.

ar (@) = 2 gegeben. Wir werden im

1. Es sei die pradikatenlogische Formel a = (Jy) R (x,y ®y) gegeben sowie die S-Struktur
A= (N\ {0}s R )

mit R4 gleich der Gleichheitsrelation auf |A| (notiert durch =) und &4 = +.

Sei nun w eine A-Belequng. Es gilt dann:

A =T & (G R(z,y @y =T

& es ex. y-Variante w' von w mit [R(z,y & y)]A’w/ =T

o eser. w mitw' L w und (xA’w/7 [y @y]A’w,) € RA

es ex. w' mit w' L w und w' (z) =yt @A yAw

es ex. w' mit w L w und w' (x) 2w (y) +w' (y)

es ex. w' mit w 2w und w () 2w (y) +w' (y), da w(z) 2w (x) firz#y

es ex. a € N\ {0} mit w(z)Za+a

w(z) gerade.

te e ¢ 0

2. Es sei nun die prddikatenlogische Formel a = (Vz) (Jy) (32) R(x D y, z) und die S-Struktur
B = (N\{0}; RB; &%) mit R® = > und &P =+ gegeben.
FEs gilt dann
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aB,w =T
& fiir alle w' mit v w ist [(3y) (3) B (@ 0y, 2" =T

& fur alle w' mit w' D w ez w" mit w' YL w' und [(32) R(xz Dy, z)]B’w” =T

. . @) . (v) . (2)
& fur alle w' mit w' = w ex. W’ mit w” = w und ex. w” mit w" = w' und
2

[Rey )" =T

.. . (=) . () . (2)
& fiir alle w' mit w' = w ex. w” mit w’ = w und ex. W mit w"’ = w" und
nr " n"r
IB,w @B yB,w >ZB,w

& fur alle w' mit w' D w ez v’ mit w L W und ez. w" mit w” 2w’ und
w/// (:r) JF w/// (y) > w/// (Z)

& fur alle w' mit w' D w ez. v’ mit w L W und er. w" mit w” 2w’ und
w' () +w” (y) > w" (2)

< fir alle m € N\ {0} exzistieren n,k € N\ {0}, so dass m+n > k.

Also erhdilt o den Wert T fir eine beliebige B-Belegung w. « ist somit allgemeingiiltig in B.

3. Sei a wie im vorangegangenen Beispiel festgelegt. Wir betrachten die Struktur N = (N; >N ~N).
Es gilt dann fir eine beliebige N'-Belegung w:
N =T & fir alle m € N ezistieren n,k € N mit m-n > k.
a ist somit nicht allgemeingiltig in N und damit auch nicht allgemeingiiltig.

-« ist nach dem vorangegangenen Beispiel ebenfalls nicht allgemeingiiltig.

2.1.4 Einfache Eigenschaften der Pradikatenlogik

Im folgenden werden wir einige einfache, aber doch sehr grundlegende und immer wieder benutzte Eigen-
schaften zeigen.

Definition 2.44 Sei I = (A, w) eine Interpretation zu einer Signatur S, a1, ...,a, seien Elemente von
Al
wiz1/a1,...,xn/an} ist dann die folgendermafSen definierte Belegung

J w(x) fallsx ¢ {x1,..., 20}
wizr/as, . enfan} (@) = { a; falls © = x; fir einie{l,...,n}
I{z1/a1,...,xn/an} sei dann die Struktur I{z1/a1,...,zn/an} = (A, w{xi/a1,...,2n/an}).

Mittels dieser ,,Um-" Belegung bzw. dieser so definierten Struktur 18t sich dann die Semantikdefinition der
Quantoren auch auf die folgende Weise charakterisieren.

Lemma 2.45 Sei I = (A,w) eine Interpretation zur Signatur S. Dann gilt:
1. (Vo) o)' =T & fir alle a € |A| gilt o't#/a} =T
2. [(3x) o) =T < es gibt ein a € |A| mit ol {#/a} =T

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Eine Vielzahl pradikatenlogischer Formeln ist bereits aufgrund ihrer ,aussagenlogischen Struktur” allge-
meingiiltig:



2.1. FORMALISIERUNG DER PRADIKATENLOGIK 51

Lemma 2.46 (Permanenz der Aussagenlogik in der Pradikatenlogik) 3i,...,08, € Fmpy (S) sei-
en pradikatenlogische Formeln einer Signatur S, und o € Fmar sei eine aussagenlogische Tautologie,
in der hdchstens die Aussagenvariablen Ay, ..., A, vorkommen.

a* sei diejenige pradikatenlogische Formel der Signatur S, die man aus o dadurch erhdlt, dass jedes
Vorkommen von A; durch 3;, 1 <i <n, ersetzt wird.

Dann gilt: =pr o*.

Beweis. Skizze:
Fiir eine Interpretation I = (A, w) zur Signatur S definieren wir eine aussagenlogische Belegung I* durch

* [ Bl falls A= A, fiireinie {1,...,n}
(4 '_{ F  sonst.

Uber eine strukturelle Induktion iiber den Aufbau von « zeigt man dann (ﬁbungsaufgabe)

Sei nun I eine beliebige Interpretation zur Signatur S und « eine aussagenlogische Tautologie. Dann gilt:
o) =al" =T,
da « eine aussagenlogische Tautologie ist. Es gilt somit Epr, . =

Definition 2.47 Zwei pradikatenlogische Formeln o, 3 € Fmpyr (S) zur Signatur S heiffen semantisch
(pradikatenlogisch) dquivalent (notiert als « =pr, 8) genau dann, wenn Epp a < (.

In dem néchsten Lemma werden die zwischen dem All- und dem Existenzquantor bestehenden Beziehungen
wiedergegeben.

Lemma 2.48 (Verallgemeinerungen der de Morgan’ schen Gesetze)
Sei o € Fmpy, (S). Es gilt:

1. ~(Vz)a =pr, (3z) -«
2. = () a=pr (V2)
3. (Vz)a =pg - (3r) -a
4. Ga)a=pr - (Vz) ~a

Beweis. Exemplarisch werden wir die Eigenschaft 2. zeigen. Sei dazu eine beliebige Interpretation I = (A, w)
gegeben. Es gilt
@) =T & [Gr)a]* = F
< es gibt kein a € |A| mit awle/ar —p
& fiir alle a € |A| gilt o™/} = F
& fiir alle a € |A| gilt [ﬁa]“‘h“’{’:/“} -7

& [(Vz) o]t =T.

Da dies somit fiir eine beliebige Interpretation gilt, folgt E=pr, - (32) @ « (Vz) ~r. m

Das folgende Lemma besagt, dass fiir den Wahrheitswert einer Formel nur die Belegung der in dieser Formel
frei vorkommenden Variablen von Relevanz ist.
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Lemma 2.49 (Koinzidenzlemma) Sei A eine S-Struktur fir eine Signatur S, seien ferner t €
Tmpr, (S) und a € Fmpy, (S).

wy und wy seien beliebige A-Belegungen, die fir alle Variablen von t und fir alle freien Variablen
von « tbereinstimmen.

Dann gilt:

t.A,wl — t.A,wQ

adwr — AWz

Beweis. (Durch strukturelle Induktion)
Wir wollen fiir Formeln « 2 Fille exemplarisch vorfiithren:

Fall o = R (t1,...,tn) : Es gilt
T = o
& (tf"wl, ... ,tﬁ’wl) € RA
& (tf"w, e ,t;ﬂ*“&) € R* nach dem Resultat fiir Terme
& ot =T,
Fall a = (Vz) 8 : Es gilt

T = o™
& fiir alle a € |A| gilt gAwde/a =
& fiir alle a € |A| gilt pAw2l/a) =T
& [(Vx) g =T

Lemma 2.50

~

. (V) (Vy) a =pL (Vy) (Vz) @
2. (3z) (Jy) a =pr (Fy) (3z) @
5. Epr (32) (Fy) a — (V) Br)a
4. (Vo)a=pp o, falls © ¢ fvar (@)
5. (3x)a=pr a, falls z & fvar (a).
Beweis. Wir beweisen stellvertetend die Aussagen 3. und 4.

3. Wir betrachten den Fall y # 2. Sei I = (A,w) eine beliebige Interpretation. Es gelte [(3z) (Vy)a]’ = T.
Es gibt dann ein a € | A| mit [(Vy) a]'*/*} = T. Damit gibt es dann weiter cin a € |A|, so dass fiir alle
be A gilt oftz/av/bt =T,

Da nun zu einem beliebigen b € |A| gilt o!{¥/PHe/ab — T folgt [(3x) a]l{y/b} = T fiir ein beliebiges
b € |A|l. Damit folgt weiter [(Vy) (3z)a]’ = T. Dies war zu zeigen.

4. Sei wiederum I = (A, w) eine beliebige Interpretation.

A,w')

Es gilt dann [(Vz)a]' = T genau dann, wenn af = T fiir alle z-Varianten w’ von w, also nach

dem Koinzidenzlemma genau dann, wenn oA®) = T,
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Lemma 2.51
1. (Va) (@ A B) =pr (Yz)a A (V) B
2. (32) (@ v B) =p1 (Jx)aV () 3
3. (Vz) (aV B) =pr (Va)a V B, falls x ¢ fvar (B)
4. (Gr) (@A B) =p (Ga)a B, falls x ¢ foar (B).
5. (30) (0 — ) =pr (V&) o — B, falls ¢ foar (5).
6. (¥) (0 — ) =pr (32) o — B, falls z ¢ foar (5).
7. (32) (8 — @) =pr B — (J)a, falls ¢ foar (8).
. (va) (

(Vz) (8 — a) =pr B — (V2) «, falls © ¢ fvar(B).

Das Substitutionslemma

auch als Korrespondenz- oder Uberfﬁhrungslemma bezeichnet, wird haufig bei Beweisen bendtigt.

Lemma 2.52 (Substitutionslemma) Sei S eine Signatur und I eine Interpretation zur Signatur S.
1. Fir beliebige Terme t,ty,...,t, € Tmpy (S) gilt:

[t {Z‘1/t1, s 7xn/tn}]1 == tl{xl/t{""’x"/tf‘}

2. Es sei a € Fmpy, (S). Ferner sei die Substitution {x1/t1,...,xn/tn} frei fir a.

Es gilt dann
[Oé {xl/th e 7In/tn}]1 - O[I{ml/t{"m’m"/ti} .

Beweis. Beide Teilaussagen werden durch strukturelle Induktion bewiesen. Wir werden jeweils einige Félle
exemplarisch beweisen. Sei I = (A, w).

1. (a) Fallt =a; firein i mit 1 <i<n:

Es ist dann
[xi {‘Tl/tlv R 7$n/tn}]l = tll =,
(b) Fall t = f(s1,...,5k) :
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann
x I on/tE .
g foa /i, ft) = s I <

Damit folgt

[1f (515 oy se)[{z1/ta, - - axn/tn}]l =[f(si{x/tr, ., xn/tn} . sk {o/ta, . ,l’n/tn})]I
= 14 (I for s e}l sk )]
_ fA (Si{xl/tl,.“,xn/tn} "Si{ml/tl,...,mn/tn})

P

— [f (51,..., )] Lo/ tmn/tn}



54 KAPITEL 2. PRADIKATENLOGIK

2. (a) a=R(s1,...,5k):
Es gilt dann

T =[a{zi/ti,...,xn/tn}])’
S [R(si{z/tr, . an/tn} . osp{mi/te, .. an/ta )] =T
o ([51 {1/t anfta ] 50 {xl/tl,...,xn/tn}]l) € R*

w1/t ] z1/tL,. . xn/t]
o (st gt € R )

& [R5y, sp)) 1o/ tmen/ta} —
(b) a=(Mz)fund x =z, fireini, 1 <i<n:
Es gilt (man beachte, dass die Substitution {z1/t1,...,x,/t,} frei fir « ist)
T =[a{z1/t,...,¢n/tn}]"
& (Vo) Blar/tr,. o aifziy . an [t} =T
< fur alle a € |A| [B{z1/t1,. - xi/xsy. .., xn/tn}]l{xi/a} -7
& fiir alle a € |A| ﬁl{‘”l/t{""@i/a"“@n/tf»} =T
= [(Va) ﬁ]l{xl/t{,.“,xn/tfl} _7
(¢) a=Wz)fund x #x;, 1 <i<n:
Es gilt
T = [a{a1/t,...,¢n/tn}]"
& fir alle a € |A| [B{z1/t1, ... ,mn/tn}]l{x/a} =T

I{z/a} I{z/a}
Hofawa /6 /100 Ty

& fiir alle a € |A| 3
& fiir alle a € |A| Bl{m/a’ml/t{ """ e/} = wegen Koinzidenzlemma
& [(va) gt /hmen/ ik =

]

Als Folgerung aus dem Substitutionslemma ergibt sich das Lemma {iber gebundene Umbenennung;:

Lemma 2.53 (Gebundene Umbenennung) Sei o € Fmpyr, (S) und z,y ¢ fvar (a).
Ferner seien die beiden Substitutionen {z/x} und {z/y} frei fir a.
Dann gilt:

1. (3z) [a{z/x}] =pr (Fy) la{z/y}]
2. (V) o (/)] =pr () [a =/}
Beweis.
1. Sei I = (A, w) eine Interpretation zur Signatur S. Es gilt
(@) o {s/a}]) =T
& esex. a € |A mit [a{z/z}] /Y =T
& esex. a € |A| mit o!{¥/% =T (nach Subst.Lemma)
& esex. a € |A mit [a{z/y})"¥ =T
& (Bl =T.
2. Analog.
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2.1.5 Invarianzeigenschaften von Strukturhomomorphismen

Bei der Untersuchung algebraischer Strukturen ist Isomorphie von algebraischen Strukturen eine fundamenta-
le Eigenschaft. Isomorphe Strukturen werden in der Algebra identifziert, da sie dieselben Struktureigenschaf-
ten aufweisen. Wir wollen hier Isomorphie und allgemeiner Homomorphie von Strukturen betrachten und
untersuchen. Der hierbei eingefiihrte Homomorphiebegriff verallgemeinert den aus der Algebra bekannten
Homomorphiebegriff.

Im Folgenden werden wir hiufig von der folgenden Notation Gebrauch machen.

Notation 2.54 Sei S = (R;F;C) eine Signatur. Statt R € R schreiben wir auch R € S. Analoges gilt
fir Funktions- und Konstantensymbole.

Ist R eine n-stellige Relation iiber dem Grundbereich |A| und sind ay,...,a, Elemente des Grund-
bereichs |A|, so schreiben wir statt (ay,...,a,) € R* auch R%ay, ..., ay.

Definition 2.55 Sei S eine Signatur, A und B seien S-Strukturen.
1. Eine Abbildung ¢ : |A| — |B| heifst Homomorphismus von A nach B genau dann, wenn gilt:
(a) fir Re S mit ar (R) =n und aq,...,a, € |A|:
RAay...a, < RBu(a1)...o(an)
(b) fir f €S mit ar(f)=n und ay,...,a, € |A]:
L(fA(al,...,an)) = fB(ar),...,t(an))

(c) firceS:

2. ¢ heifft Isomorphismus von A auf B genau dann, wenn die Abbildung ¢ : |A| — |B| bijektiv und
ein Homomorphismus von A nach B ist.

3. A und B heiffen isomorph (notiert durch A ~ B) genau dann, wenn es einen Isomorphismus von

A auf B gibt.

4. A heifit Substruktur von B (notiert durch A C B) genau dann, wenn die Identitdt ida : |A| — |B],
definiert durch
idg(a) :=a firaec|A|,

ein Homomorphismus von A nach B ist.

Wir beweisen zunéchst ein Lemma, mit dem wir dann die zentralen Eigenschaften von isomorphen Strukturen
und Substrukturen zeigen kénnen.

Lemma 2.56 Seien A und B S-Strukturen.
Ist v ein Isomorphismus (Homomorphismus) von A auf ( bzw. nach) B und ist w eine A-Belegung,
dann gilt:

1. fir Terme t € Tmpr, (S) :
L (t.A,w) — tB,Low

J

2. fiur alle (quantorenfreien) a € Fmpr, (S) :

AwlEpr a & BiowEpr a

(Man beachte, dass die Verkettung tow von ¢ und w wiederum eine Belegung, die , Bildbeleqgung”,
ist.)
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Beweis. A, B seien S-Strukturen, ¢ ein Isomorphismus (bzw. Homomorphismus) von A auf (bzw. nach) B,
w eine A-Belegung.

Beide Aussagen werden durch strukturelle Induktion bewiesen.

Wir werden jeweils exemplarisch einige Falle betrachten.

1. (a)t==a:
L(zA) = (w(2)) = aBrow,

(b) t=f(t1,...,tn):

—f (L (t{‘”) e (t;l“’w))
=B (tf v ,tf’”w) (nach IV)
= [f (t1y. o 1)
2.
(a) = R(tla atn)
at =T
Aw ,
& RA (t1 ,...,t;f‘w)
& RB (L (tf"w) eyl (tﬁ’w))
& RB (t?’”w, .. ,tf’“’w) (nach Teil (1))
& [R(ty,... )P =T.
(b) Nur fiir Isomorphismus:
a= (Yx)5: (entsprechend (3z) 5)
a.A,w T
& fiir alle a € |A] : pAviz/al =
& fiir alle a € |A| : gB@{=/al) — 7 (nach IV)
& fiir alle a € |A] : g8 Lewiz/u@} — p
& fiir alle b € [B] : g5owH=/% — T (da ¢ bijektiv)
s (Vo) p°r =T .
|

Mit diesem Lemma ergibt sich dann leicht:

Theorem 2.57 (Isomorphiesatz) Sind A und B S-Strukturen mit A ~ B, dann gilt fir Aussagen
a € Fmpyp, (S) N
A':pLOz = BlZPLOz.

Beweis. Sei ¢ ein Isomorphismus von A auf B5.

Es gilt dann:

.A )ZPL «

A, w Epy, a fir alle A-Belegungen w

A,w Epy, « fir eine A-Belegung w (nach Koinzidenzlemma)
B,iow E=pr o fir eine A-Belegung w  (nach Lemma 2.56)
B,w' Epr, a fir eine B-Belegung w’  (da ¢ bijektiv)

B l=pr o (nach Koinzidenzlemma, da o Aussage). ®m

teeee



2.1. FORMALISIERUNG DER PRADIKATENLOGIK 57

Bemerkung 2.58 Man kénnte vermuten, dass die Umkehrung des Isomorphiesatzes ebenfalls gilt:
Sind in zwei S-Strukturen (fir eine Signatur S) genau dieselben Formeln allgemeingiltig, so sind
diese beiden Strukturen bereits isomorph.

Wir werden spdter einen einfachen Beweis dafiir erhalten, dass diese Vermutung falsch ist. Zwei
Strukturen, fir die die diese Vermutung nicht gilt, sind beispielsweise Real := (R;=;+;0) und Rat :=
(Q;=;+;0), wobei = die Gleichheitsrelation und + die Addition iber dem jeweiligen Grundbereich
bezeichnet. Bezeichnet man ndamlich fir eine S-Struktur A mit TH (A) die Menge der in A all-
gemeingiltigen Formeln, d.h. TH (A) := {a € Fmpr (S) | AEpL a}, so gilt TH (Real) = TH (Rat).
Real und Rat sind aber sicher nicht isomorph.

Der Isomorphiesatz wird vielfach dazu verwendet, zu zeigen, dass bestimmte Eigenschaften in Strukturen
nicht ausdriickbar sind.

Beispiel 2.59

1. Wir betrachten Strukturen A := (]R; >;fA) mit einstelligen Funktionen fA. S sei die zugehérige
Signatur. Es gibt dann keine Aussage o € Fmpy, (S), so dass a in genau den Strukturen A mit
R als Grundbereich und der >-Relation allgemeingiiltig ist, in denen f* positiv ist, d.h. es gibt
keine Aussage a, so dass gilt:

AEpra & fA(b) >0 fir alle be R.

Angenommen, es gibe eine solche Aussage. A sei eine solche Struktur mit positivem fA. Sei
k:= fA(0). Betrachte dann die Struktur B := (R; >; fB) mit

FE®) = A o+k) —k

fiir alle b € R. fB ist dann sicherlich nicht positiv, d.h. es gibt b € R, so dafi fB(b) > 0 nicht
gilt. Die Abbildung ¢: R — R mit
t(b):=b—k

fir alle b € R ist aber ein Isomorphismus von A nach B. Es gilt namlich fir beliebige a,b € R :
a>bsu(a)>(b)

und
L(fAWD) = fAb) —k=fA®b) + k) —k=f5((b).

Da ¢ ein Isomorphismus ist, ist a somit in der Struktur B genau dann allgemeingiltig, wenn
a in der Struktur A allgemeingiltig ist. Nach Annahme iber A ist daher o allgemeingiltig in
B. Somit miisste nach Annahme iiber o die Funktion fB positiv sein. Wir erhalten also einen
Widerspruch.

2. In der Struktur (R;=;4+,-;0) ist die zweistellige <-Relation elementar definierbar, d.h. es gibt
eine Formel a der zu A passenden Signatur mit genau 2 (Stelligkeit von <) freien Variablen,
z.B. fvar (o) = {z,y}, und der Eigenschaft

R;=;+,50),w Fpr o & w(z) <w(y)

fiir alle A-Belegungen w. Hingegen ist die <-Relation in der Struktur (R;=;+;0) nicht elementar
definierbar. Uberlegen Sie sich dazu einen Beweis mit Hilfe des Isomorphiesatzes.

Wir wollen nun als Nachstes kldren, welche Beziehungen zwischen einer Struktur und einer Substruktur
(h&ufig auch Unterstruktur genannt) bestehen.
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Definition 2.60 FEine Formel o € Fmpy, (S) heiffit universal, falls o eine Aussage von der Gestalt

o= (Vzl) - (V«In) ﬂ

mit quantorenfreiem ( ist. Ist a von der Gestalt

a=(3x1)...(3z,) 6

mit quantorenfreiem (3, so heifit o existential.

Theorem 2.61 (Substruktursatz) Sind A und B S-Strukturen und ist A Substruktur von B, dann
gilt fiir universale Aussagen o € Fmpy, (S)

B |:pL a= A |:pL Q
und fir existentiale Aussagen a € Fmpy, (S)
A ':p[, a = B |:PL a .

Beweis. Sei a = (Vz,,)...(Vx1) 8 und § quantorenfrei. Weiter sei ay = (Vag)...(Vx1) 5, 0 < k < n.
Insbesondere ist daher ag = 8 und a,, = a.

Wir zeigen durch Induktion nach & :

Fiir alle K < n: und fir alle A-Belegungen w gilt B,w Epr, ar = A,w =pp, ak.

(Beachten Sie, dass jede A-Belegung auch eine B-Belegung ist, da 4 eine Substruktur von B ist.)

k = 0: Die Behauptung gilt aufgrund von Lemma 2.56.

k — k+1: Sei w eine beliebige A-Belegung. Es gilt dann
B,wEprL a1
< fiir alle a € |B| : B,w{zk+1/a} EpL ax
= fir alle a € |A| : Byw{zky1/a} Epr o, (da |A| C |B])
= fir alle a € |A| : A w{zks1/a} EpL ar,  (nach IV)
< Aw Epr (Vo) ag.

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.
Speziell im Fall £ = n erhalten wir fiir eine beliebige .A-Belegung w :

B,w )ZPLO[ = A,w )ZPLOZ.

Damit folgt
B)ZPLO( = .A’ZPLO(.

Die Behauptung fiir existentiale Aussagen folgt leicht aus dem Beweis fiir universale Aussagen. m

2.1.6 Die pradikatenlogische Folgerungsbeziehung

Entsprechend der Vorgehensweise in der Aussagenlogik wollen wir auch fiir die Pradikatenlogik einen seman-
tischen Folgerungsbegriff definieren.

Definition 2.62 Sei S eine Signatur. Ferner seien ¥ C Fmpr, (S) und o € Fmpy, (S).
Aus ¥ folgt (semantisch) a (notiert als ¥ Epy, ) genau dann, wenn fir jede Interpretation I zur
Signatur S gilt:

ist I Modell von X, so erfillt I «.

(Andere Sprechweise: « ist logische Konsequenz aus X)
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Analog zur Vorgehensweise in der Aussagenlogik definieren wir auch den Begriff der (priddikatenlogischen)
Konsequenzenmenge. Fiir diesen kénnen wir dann dieselben Eigenschaften zeigen, die wir schon fiir im Falle
der Aussagenlogik erhalten haben.

Definition 2.63 Fir ¥ C Fmpyr (S) ist
Cn(X) :={a € Fmpr (S) | X EpL a}
die (prdadikatenlogische) Konsequenzenmenge von X.

Proposition 2.64 3,3, und Xy seien Mengen pradikatenlogischer Formeln zu einer Signatur S.
Dann gilt:

1. 31 CYy = Cn (X)) CCn(Xy).

2. ¥ CCn(Y).

3. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist fir jedes X C Fmpy, in Cn (X) enthalten.
4. Cn(Cn (X)) CCn(X).

Der Beweis, den wir im Falle der Aussagenlogik gefiihrt haben, kann direkt {ibertragen werden (siehe Propo-
sition 1.20). Dieselbe Bemerkung gilt auch fiir das nachfolgende Lemma. Die in diesem Lemma angegebenen
Eigenschaften 1. bis 3. haben wir auch im Falle der Aussagenlogik vorgefunden. Und auch hier gilt, dass der
im Fall der Aussagenlogik gefiihrte Beweis mit den erforderlichen Anpassungen direkt tibernommen werden
kann.

Lemma 2.65 Sei X C Fmpyr (S) und o, 8 € Fmpyr, (S).
Dann gilt:

1. Aus X ':PL o — ﬁ und X |:pL afolgtE ):PL ﬁ
(semantische Modus ponens Regel)

2. Wenn ¥ Epr a— 8, so 2U{a} =pr B
(Ableitungstheorem,)

3. Wenn X U{a} EpL 8, so X =pL a— (.
(Deduktionstheorem)

In dem folgenden Lemma sind noch einige weitere Eigenschaften angegeben.

Lemma 2.66 Seien X C Fmpyr (5), o, 8 € Fmpr (S). Ferner sei foar (£) == Ugey frar (8).
Dann gilt:

1. X Epr (Ve)a = X Epp afx/t}, falls die Substitution {x/t} frei fir « ist.
Y Epra{z/ty = Y Epr 3x)a, falls die Substitution {x/t} frei fir a ist.
YU{B} Frra = ZU{(Vr)B} FpL a

YEpra = Y Epp (Vo)a  firx ¢ foar (X)

LU{f} Frra = XU{(3z) B} Fpra  firxz ¢ fvar(EU{a})

AT
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Beweis.

1.

Es gelte ¥ Epp (V) o

Sei I = (A, w) eine Interpretation zur Signatur S, die Modell von ¥ ist. Dann gilt [(Vz) a]I = T. Damit
gilt fiir alle a € |A| a/{#/e} = T. Da t! € | A, ist insbesonde o'{#/t"} = 7. Da die Substitution {z/t}
frei fiir « ist, erhalten wir nach dem Substitutionslemma [o {z/t}]" = T. Dies war zu zeigen.

Es gelte ¥ E=pr, a{z/t}.

Sei I = (A,w) eine Interpretation zur Signatur S, die Modell von ¥ ist. Dann gilt [« {z/t}]" = T. Da

die Substitution {z/t} frei fiir « ist, erhalten wir nach dem Substitutionslemma oMY = 7. s gibt
daher ein a € |A| mit o/{#/*} = T Es folgt [(3z) a]’ = T. Dies war in diesem Fall zu zeigen.

Es gelte XU {8} EprL a.

Sei I = (A, w) eine Interpretation zur Signatur S, die Modell von XU{(Vz) 8} ist. Dann ist [(Vz) 5]7" =
T. Damit ist fiir alle z-Varianten w’ von w 4% = T. Insbesondere fiir w selbst gilt also 4% = T.
Daher ist also I ein Modell von ¥ U {#}, und damit nach Voraussetzung auch von a.

Es gelte ¥ Epr, v und z ¢ fvar (X).

Sei wiederum I = (A,w) eine Interpretation zur Signatur S, die Modell von ¥ ist. Zu zeigen ist

Aw

[(Vz) a]*™ = T. Hierzu geniigt es zu zeigen, dass fiir jede z-Variante w’ von w a% = T.

Sei also w’ eine beliebige z-Variante von w. Sei § eine beliebige Formel aus 3. Nach Annahme tiber I

ist A =T, und da = ¢ fvar (8), A" = T nach dem Koinzidenztheorem. Damit ist also (A, w’)

ein Modell fiir ¥. Wegen ¥ =py, o gilt dann o**" = T. Da dies fiir eine beliebige 2-Variante w’ von
. A,w

w gilt, folgt [(Vz) | =T.

Es gelte XU {8} Epr aund z ¢ fvar (XU {a}).

Sei I = (A, w) eine Interpretation zur Signatur S, die Modell von ¥ U {(3x) 5} ist. Es gibt dann eine
z-Variante w’ von w mit 4% = T. Mit dem Koinzidenztheorem folgt wie unter 4., dass (A, w’) ein
Modell fiir ¥ und damit auch fiir ¥ U {8} ist. Aufgrund der Voraussetzung ¥ U {5} =pr a folgt, dass
oA =T Dax ¢ foar (o) folgt mit dem Koinzidenztheorem weiter a4 = T'. Dies war zu zeigen.

2.1.7 Signaturerweiterungen

Wir hatten bisher bei der Betrachtung einer Formelmenge immer eine feste Signatur S zugrundegelegt. Wenn
wir spater flr die Préadikatenlogik den Tableaukalkiil und den nichtklausalen Resolutionskalkiil einfiihren, wird
es erforderlich sein, die vorhandene Signatur S um neue Konstantensymbole zu erweitern. Auch werden wir
spéter noch die Situation vorfinden, dass die Signatur um neue Funktionssymbole erweitert wird. Fiir diese
Fille wollen wir die spater benotigten Eigenschaften herleiten.

Definition 2.67 Sei S = (R;F;K;ar) eine Signatur.

1.

Falls K' = KUKy mit Ko #0 und KN Ko =0, so heifit die Signatur S’ = (R; F;K’; ar) Konstan-
tenerweiterung der Signatur S (notiert als S (Ko)).

Falls F' = FUFy mit Fo # 0 und FNFo =10, so heifft die Signatur S’ = (R; F'; K; ar) Funktions-
erweiterung der Signatur S (notiert als S (Fo)).

In den beiden néchsten Lemmata werden wir auf die Beziehung von Allgemeingiiltigkeit und Erfillbarkeit
von Formeln in einer Signatur S sowie in einer Signaturerweiterung S’ von S eingehen. Strenggenommen
sollte daher in diesen Begriffen die Signatur mit beriicksichtigt werden und auch in der Notation kenntlich
gemacht werden. Wir verzichten im Folgenden darauf, da dies die Notation schwerfélliger machen wiirde,
und meistens auch aus dem Kontext klar ist, welche Signatur zugrundeliegt.

Das erste dieser beiden Lemmata driickt eine ziemlich offensichtliche Eigenschaft aus.
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Lemma 2.68 Sei S’ eine Konstantenerweiterung (Funktionserweiterung) der Signatur S.

1. Sei A = (A;RA;]:A;ICA) eine S-Struktur und w eine A-Belequng. Ist A" = (A;RA;}'A;/C’A)
(A = (A;RA;}"A;IC)) eine Erweiterung der S-Struktur A zu einer S'-Struktur, dann gilt fir

Formeln o € Fmpp, (S)

’
a.A,w — Oé'A W

(Man beachte, dass w auch eine A’-Belegung ist.)

2. Ist a eine allgemeingiltige (erfillbare) Formel der Signatur S, dann ist o« auch eine allge-
meingiltige (erfillbare) Formel der Signatur S’.

Den sehr einfachen Beweis (mittels struktureller Induktion) fithren wir nicht aus.

Lemma 2.69 Sei die Signatur S’ = S ({c}) eine Konstantenerweiterung der Signatur S = (R;F;K).
Ferner sei a € Fmpy, (S) und ¥ C Fmpy, (S). Es ist dann a{z/c} € Fmpyr (5').
Es gilt:
1. Epr (Vo) a & EpL a{x/c}
FrL—(Er)a & EpL —afz/c}
2. Hat YU {(3z)a} (bzw. T U{~(Vx)a}) ein Modell zur Signatur S, so hat ¥ U {(3z) o, a {x/c}}
(bzw. ZU{~(Va) o,ma{z/c}}) ein Modell zur Signatur S’.

Beweis.

1. ,,="7: Wir zeigen die Kontraposition.
Sei also « {z/c} nicht allgemeingiiltig. Es gibt dann eine S’-Struktur A = (A; RA, FA (KU {c})A)
und eine A-Belegung w mit [« {x/c}]A’w = F. Nach dem Substitutionslemma gilt arvle/t} _ p
mit ¢* € A. Sei B := (A; RA;}"A;ICA). w{x/cA} ist dann eine B-Belegung. Damit gilt nach
Lemma 2.68 o5w{z/<*} = F, also ist (Vx) « nicht allgemeingiiltig.

5 <=": Wir zeigen wiederum die Kontraposition.
Sei also (Vz)« nicht allgemeingiiltig. Es existiert dann eine S-Struktur A = (4; RA; F4; KA)
und ein a € A mit a%{#/9} = F. Wir betrachten die S’-Struktur B := (A;RA;}'A; KA % (C‘A))
mit A % (cA) = (dA)dGKU{C} und ¢? := a, d.h. B geht aus A dadurch hervor, dass wir a als
neue, dem Konstantensymbol ¢ zugeordnete Konstante aufnehmen. Nach Lemma 2.68 gilt dann
aBrwle/a} = o/} — F, und damit nach dem Substitutionslemma [o {z/c}]®" = F. Folglich
ist a{x/c} nicht allgemeingiiltig.

2. Ergibt sich sofort aus Lemma 2.68.

2.1.8 Herbrand-Modelle

Zu einer Signatur .S wollen wir nun spezielle S-Strukturen betrachten, die wir spéter im Vollstandigkeitsbeweis
des noch vorzustellenden Tableau-Kalkiils (bzw. Resolutionskalkiils) bendtigen werden und die auch fiir den
Bereich der Logischen Programmierung von grofer Bedeutung sind.

Definition 2.70 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt.

1. Die Menge der Grundterme in Tmpy, (S) heifit Herbrand-Universum (zur Signatur S).
2. Fine S-Struktur A= (A;RA;]:A;ICA) heifit Herbrand-Struktur genau dann, wenn gilt

(a) A ist das Herbrand-Universum zur Signatur S,
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(b) fir alle f € F und fir alle t1,...,t, € A (n=ar(f)) gilt
FAttn) = (b tn),
(c) ¢t =c fir alle c€ K.

3. Ist fir eine Herbrand-Struktur A und eine A-Belegung w I = (A,w) ein Modell einer Formel-
menge X, so heifst I Herbrand-Modell von X.

Bei der Angabe einer Herbrand-Struktur zu einer Signatur S sind somit nur noch die den Préadikatensymbolen
zugeordneten Priadikate (bzw. Relationen) festzulegen, da die den Funktionssymbolen zugeordneten Funk-
tionen bzw. die den Konstantensymbolen zugeordneten Konstanten bereits eindeutig bestimmt sind.

Beispiel 2.71 Sei die Signatur S = (P; f,g;¢,d) mit ar (P) =ar (f) =1 und ar (g) = 2 gegeben.
Im Herbrand-Universum H (S) zur Signatur S sind dann u.a. die folgenden Elemente enthalten:

¢, d, f(c), f(d), g(c,c), g(c.d), g(dc), g(dd), f(g(c,c)), flgle,d),....

A= (H(S); P4 fA g%, d) mit PA={c,g(c,d)} und f4 und g* wie in Definition 2.70 festgelegt ist
dann eine Herbrand-Struktur zu S.

Lemma 2.72 Sei A eine Herbrand-Struktur zur Signatur S und w eine A-Belegunyg.

1. Fir Grundterme t € Tmpy, (S) gilt t4 =t.

2. Fiir beliebige Terme t € Tmpr, (S) gilt:

ist 0y eine Substitution mit 0, () = w (x) fir alle x € var(t), so gilt

A = [16,]" .

3. Fiir beliebige Formeln o € Fmpy, (S) gilt:

ist 0, eine Substitution mit 0, () = w (x) fir alle x € fvar («), so gilt

at = [cu‘)w]A .

Beweis.
1. Durch strukturelle Induktion.

Ind.Basis: Fiir Konstantensymbole ¢ € S gilt ¢ = c.

Ind.Schritt: Sei f(¢1,...,t,) ein Grundterm zur Signatur S.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt t;“ =t;, 1 <i<n.

Damit gilt [f (t1,...,2)]" = fA (o t2) = A (b tn) = [ (E1 ey tn).
2. Ebenfalls durch strukturelle Induktion.

Ind.Basis: Fiir Konstantensymbole ¢ € S gilt ¢4 = ¢ = [c@w]A.
Fiir eine Variable x € Varpy, gilt 4% = w (z). Da A eine Herbrand-Struktur ist, ist w () also ein
Grundterm. Infolgedessen gilt [w (x)]A = w (z). Ist nun 6,, eine Substitution mit 6,, (z) = w (z),

so folgt also x4 = [x&w]A
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Ind.Schritt: Seit = f(t1,...,t,) ein Term zur Signatur S und sei 6,, eine Substitution mit 6, (z) =
w (z) fir alle z € var (¢).
].A

Nach Induktionsvoraussetzung gilt tf’w = [tibo]”, 1 <i <.

Damit gilt
A = [f (t1,... 1)
= A )
FA ([tlew]f‘ — [tnﬂw]A) nach Ind.Vor.
= A (t10w, .. -, tnby) da t;0,, Grundterme
= f (tlaun e 7tn9w)
=[f(t1,..,tn)] 0w
= [[f (t1,- .- ta)] 0u]™*.

3. Ubungsaufgabe.

Damit lasst sich dann die folgende Charakterisierung von All- und Existenzquantoren in Herbrand-Strukturen
leicht beweisen.

Theorem 2.73 Sei A eine Herbrand-Struktur zur Signatur S, w eine A-Belegung und o € Fmpy, (S).
Es gilt dann:

1. AwEpr (Vo)a < fir alle t € |A] gilt A,w Epr a{z/t}
2. AbwEpL (3z)a & fir ein t € |A] gilt A,w E=pr a{z/t}.

Beweis. Ubungsaufgabe. m

2.1.9 ~- und /-Formeln

Im Kapitel iiber die Aussagenlogik hatten wir a- und S-Formeln eingefithrt. Wir wollen diese Bezeichnung fiir
pradikatenlogische Formeln, sofern sie von der entsprechenden Gestalt sind, iibernehmen und um 2 weitere
Kategorien von Formeln ergéanzen:

- v-Formeln,

das sind ,universale” Formeln der Gestalt (Vz) a bzw. = (3z) a.

- d-Formeln,

das sind ,existentiale” Formeln der Gestalt (3z) o bzw. = (V) a.

Den v- und d-Formeln wollen wir sogenannte Instanzen zuordnen. Sei dazu « eine Formel einer Signatur S
und ¢ ein beliebiger Term derselben Signatur S.

y-Formel | ~y-Instanz + (t)
(V) o af{z/t}
- (Fz)a | ~a{z/t}

und
d-Formel | é-Instanz & (t)

(Fz) « af{z/t}
- (Vz)a | ~a{z/t}
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Es ist also fiir jeden Term ¢ die Formel « {z/t} y-Instanz der y-Formel (Vz)a und §-Instanz der §-Formel
(3z) o usw. .

Im folgenden sei 4 immer eine y-Formel und § eine J-Formel. Entsprechend sind dann < (¢) und 6 (¢)
zugehorige Instanzen. Ebenso nehmen wir an, dass o und @ immer a- bzw. -Formeln sind mit Komponenten
oa; und o bzw. 8, und B,.

Eine direkte Folgerung aus Theorem 2.73 bzw. aus Lemma 2.69 ist dann das folgende Lemma.

Lemma 2.74 Sei . C Fmpyr, (S) eine Menge von Aussagen der Signatur S. Ferner seien ~,8 €
Fmpy, (S) Aussagen.
Es gilt dann

1. Ist XU {~} erfillbar, so ist SU{vy,v (t)} erfillbar fir jeden Grundterm t € Tmpy, (S).

2. Hat XU {6} ein Modell zur Signatur S und ist ¢ ¢ S, so hat XU {8,0 (¢)} ein Modell zur
Konstantenerweiterung S ({c}).

Die Einfiihrung der o- und S-Formeln hat uns im Falle der Aussagenlogik ein weiteres Beweisprinzip (wie
auch ein Definitionsprinzip) beschert, mit dem Eigenschaften fiir die Menge der aussagenlogischen Formeln
gezeigt werden konnte: ndmlich strukturelle Induktion (bzw. Rekursion) iiber a- und S-Formeln. Analog zum
aussagenlogischen Fall steht uns eine strukturelle Induktion (Rekursion) iiber a-, -, - und §-Formeln zur
Verfiigung, mit der wir Eigenschaften fiir die Menge der pradikatenlogischen Formeln beweisen (definieren)
konnen.

Theorem 2.75 (Strukturelle Induktion iiber a—, f—, v—, é—Formeln) F sei eine Eigenschaft von
Formeln der Signatur S, fir die folgendes gilt:

1. Induktionsbasis: E trifft auf jede atomare Formel sowie deren Negation zu.

2. Induktionsschritt:

Trifft E zu auf: ‘ so auch auf:
e e

g, o «a

B1, By B

~ (t) fir jeden Term t ~
4 (t) fur jeden Term t 0

Dann gilt, dass E auf alle Formeln der Signatur S zutrifft.

Den Beweis dieses Theorems werden wir nicht ausfiihren. Er verlduft ganz analog zum Beweis im aussagen-
logischen Fall.
Auf die Angabe des zugehorigen Definitionsprinzips der strukturellen Rekursion wird ebenfalls verzichtet.

2.2 Beweiskalkiile der Pradikatenlogik

Bei der Betrachtung formaler Beweiskalkiile fiir die Aussagenlogik hatten wir schon das Bediirfnis nach solch
formalen Beweiskalkiilen motiviert. Unabhangig von semantischen Uberlegungen sollte durch rein formales
Operieren iiber Zeichenreihen die Allgemeingiiltigkeit von Aussagen festgestellt werden kénnen. Die dort
vorgestellten Beweiskalkiile (Tableau-Kalkiil, Resolutionskalkiil) hatten zwar diese Eigenschaft, jedoch stand
mit der Methode der Wahrheitstabellen — sofern man diese nicht als Beweiskalkiil auffasst — auch eine einfache
semantische Methode zur Verfligung. Diese Situation &ndert sich im Falle der Pradikatenlogik. Der semanti-
sche Nachweis der Allgemeingiiltigkeit erfordert durch die Bezugnahme auf Strukturen mit Grundbereichen
beliebig grofler Kardinalitdt und damit auf {iberabzdhlbar viele Belegungen eine sehr viel hohere Abstraktion
und damit verbunden oft eine viel kompliziertere Argumentation, so dass formale Beweiskalkiile nicht nur
den Rahmen dafiir bilden, dass in ihnen der Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit einer Aussage geliefert werden
kann, sondern auch, dass ein solcher Beweis in einfacher Weise iiberpriift werden kann.

Im folgenden werden wir einige der wichtigsten Beweissysteme fiir die Pradikatenlogik vorstellen. Wir werden
diese Beweissysteme gleich so einfithren, dass wir mit ihnen den Begriff des semantischen Folgerns erfassen.
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2.2.1 Der Tableau-Kalkiul

Wir wollen den in der Aussagenlogik eingefiihrten Tableau-Kalkiil so zu einem préadikatenlogischen Beweis-
kalkiil erweitern, dass, falls die pradikatenlogische Aussage o« € Fmpy (S) aus einer Pramissenmenge > C
Fmpy, (S), bestehend aus Aussagen, semantisch folgt, auch ein Tableau-Beweis von « aus der Pramissenmenge
Y. existiert. In einem solchen Tableau-Beweis werden dann i.a. auch Formeln aus einer Konstantenerweiterung
S (Ko) vorkommen, wobei Ky abz&hlbar unendlich ist.

Die nachfolgende Definition von ¥-Tableaus iibernimmt die Definition fiir den aussagenlogischen Fall (mit den
entsprechenden Anpassungen an die pradikatenlogische Sprache) und ergénzt diese um die Tableau-Regeln
flir - und §-Formeln. Der Vollstandigkeit halber geben wir die Definition ausfiihrlich an.

Definition 2.76 (X-Tableau fiir {ag,...,a,}) Sei ZU{aqg,...,a,} € Fmpr, (S).
1. Der mit ag,...,a, markierte Binarbaum

Qo
(€3]
|
Qp,

ist ein X-Tableau(das Starttableau) fir {ag,...,an}.

2. Ist T ein B-Tableau fir {«g,...,a,} und P ein Zweig in T mit Blatt s, ist ferner ein Knoten in P
mit einem Nichtliteral N markiert, dann ist der in Abhdngigkeit von N nachfolgend definierte,
markierte Bindrbaum 7' ebenfalls ein X-Tableau fiir {ag,...,an}:

(a) N=-1 (=T resp. =—0):
7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit T (L resp. ) markierter Knoten als Sohn
angehdngt wird.
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(b) N ist eine a-Formel mit den Komponenten oy und oy :

7" resultiert aus 7 dadurch, dass das Blatt s von P einen Sohn und einen Enkel erhdlt, die
mit oy bzw. oy markiert werden.

(63]
Q2

(¢) N ist eine B-Formel mit den Komponenten B, und By :

7" wird aus T dadurch erhalten, dass an das Blatt s von P zwei Séhne, die mit B, bzw. By
markiert werden, angehdngt werden.

Bi By

(d) N ist eine y-Formel mit einer y-Instanz « (t) :

7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit v (t) markierter Knoten als Sohn angehdngt
wird.

(1)

(e) N ist eine 0-Formel mit einer d-Instanz 6 (¢) fir ein ¢ € Ky :

7/ resultiert aus 7, indem an das Blatt s ein mit 8 (c) markierter Knoten als Sohn angehdngt
wird.
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3. Ist 7 ein X-Tableau

und P ein Zweig in T mit Blatt s, dann ist fir eine Aussage 8 € ¥ auch der folgende markierte
Binarbaum ein X-Tableau:

4. Nur markierte Bindrbdume, die nach 1, 2 und 3 erhalten werden, sind X-Tableaus fir {ag,...,an}.

Fiir das in Punkt 2 bzw. 8 definierte Tableau 7' fihren wir die folgende Sprechweise ein:

Wir sagen, das Tableau 7" geht aus dem Tableau T durch Anwendung der in der folgenden Tabelle
angegebenen Tableau-Regel hervor:
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-1
? falls N E it
=T
T falls N e
ﬁﬁﬂ
— falls N = —=—3
B
* falls N eine o — Formel
(851
as
B .
falls N eine 8 — Formel
By | By
'yi(t) falls N eine v — Formel, t Grundterm
o
falls N eine § — Formel, ¢ € Kq
0 (c)
- falls g € &
p

Definition 2.77 Ein Zweig P eines Y%-Tableaus heifst geschlossen genau dann, wenn

1. es Knoten s,t € P sowie eine pradikatenlogische Formel o gibt, so dass s mit o markiert ist
und t mit -«, oder

2. ein mit L markierter Knoten in P existiert.

Ein Tableau heifit geschlossen, wenn jeder Zweig des Tableaus geschlossen ist.

Definition 2.78 Es sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt. S (Ky) sei eine
Konstantenerweiterung von S, die im Folgenden alle im Tableau neu eingefihrten Konstantensymbole
enthalten soll.

Sei ferner XU {a} C Fmpy, (S) eine Menge von Aussagen.

1. Ein X-Tableau-Beweis fir « ist ein geschlossenes X-Tableau fir {—a} (notiert als ¥ Fpp_r «;
Sprechweise: « ist aus ¥ herleitbar bzw. ableitbar).

2. Ein Tableau-Beweis fir « ist ein (-Tableau-Beweis fiir a (notiert als Fpr_1 a; ,«a ist beweisbar”).

Bemerkung 2.79 Beachten Sie, dass der Tableau-Kalkil nur zum Beweisen von Aussagen bzw. zum
Herleiten von Aussagen aus einer Aussagenmenge dient. Damit kann also z.B. keine Tableau-
Herleitung von P (x) aus {P (x)} mdglich sein, obwohl {P (x)} Epr P (x) gilt.

Beispiel 2.80 Wir wollen
Fpp—r (Vo) (P (2) vV Q (2)) — () P (2) V (Vz) Q (2)

zeigen.
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FEin Tableau-Beweis hierzu:

= ((Vz) (P () VQ (z)) — (3z) P(z) V (Va) Q (x)) 1; Starttableau
(V) (P (fc|) v Q(x)) 2; a aus 1
- ((Hw)P(w):V (V2) Q (x)) 3; g aus 1
= (3z) P (x) 4; e aus 3
- (Vw)| Q(z) 5; sy aus 3
ﬂQ| (c) 6; 8 (c) aus 5; ¢ neu
ﬂp| () 7y (c) aus 4
P(c) i Q(c) 8; v (c) aus 2
/ AN
P(c) Q(c) 9; B, bzw. By aus 8

Beide Zweige sind offensichtlich geschlossen, so dass also ein Tableau-Beweis fir (Vz) (P (z) V Q (z)) —
(3z) P () v (V2) Q (x) vorliegt.

Es wiirde nun naheliegen, die Korrektheit und Vollstandigkeit des pradikatenlogischen Tableau-Kalkiils zu
zeigen. Wir werden zunéchst aber erst den nichtklausalen Resolutionskalkiil behandeln. Im Anschluss daran
werden wir dann die Korrektheit und Vollstandigkeit der beiden Beweiskalkiile gleichzeitig nachweisen.

2.2.2 Der pradikatenlogische nichtklausale Resolutionskalkiil

Wie zuvor den Tableau-Kalkiil ,,erweitern” wir den aussagenlogischen Resolutionskalkiil zu einem pradikatenlo-
gischen Resolutionskalkiil mit dem Ziel, den semantischen Folgerungsbegriff fiir Aussagen(mengen) zu erfas-
sen.

Notation 2.81

1. B=loa, ..., 0,7, Qig1, - .., Q] sei eine verallgemeinerte Disjunktion von Aussagen aus
Fmpy (S (Ko)), wobei v eine y-Formel ist. Sei v (t) eine y-Instanz mit einem Grundterm t.

B =lon,...,00,y (@), it1,-..,an] wird als Resultat der y-Expansionsregel fir 3 bezeichnet.

2. Ist B =[an,...,0;,0,041,. .. 0] wiederum eine verallgemeinerte Disjunktion von Aussagen aus
Fmpr (S (Ko)), so wird
B =lor,..., ;8 (C),qis1,...,an]

fir ein ¢ € Ky als Resultat der §-Expansionsregel % fir B bezeichnet.

Wir wollen als Néchstes den Begriff der 3-Resolutionsexpansion fiir die Pradikatenlogik (induktiv) definieren.

Definition 2.82 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt und S (Ko) sei
eine geeignete Konstantenerweiterung von S. Weiter sei ¥ U{aq,...,an} € Fmpr (S) eine Menge
von Aussagen.

1. [oq], ..., [an] ist L-Resolutionsexpansion fiir {aq,...,an} (die 3-Startezpansion)
2. Ist B1,...,Bm eine L-Resolutionsexpansion fir {ay,...,a,}, so gilt:

(a) Ist B das Resultat
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i. einer Resolutionsexpansionsregel %, %, === oder
B
B1
B2
fir ein B;, 1 <i<m, oder
1. B €X oder
s0 ist B1,...,0m, S eine L-Resolutionsexpansion fir {aq,...,an}.

(b) Sind By und B4 das Resultat einer Resolutionsexpansionsregel

a1|a2

fiir ein B;, (1 <i<m), soistB,...,0m, 01, 05 eine -Resolutionsexpansion fir {aq,...,an}.

(c) ist B das Resultat

1. der y-Expansionsregel fir ein 3;, 1 <1 <m, oder
1. das Resultat der §-FExpansionsregel % fiir ein B;, 1 < i < m, wobei das Konstanten-
symbol ¢ in B1,...,Bm nicht vorkommdt,

so ist B1,...,0m, B ebenfalls eine Y-Resolutionsexpansion fir {aq,...,an}.

Definition 2.83 Sei XU {a} C Fmpy (S) eine Menge von Aussagen.

1. Eine ¥-Resolutionsexpansion (1,..., B, heifit geschlossen genau dann, wenn fir ein i mit 1 <
i<n B =][] gilt.

2. Fine geschlossene X-Resolutionsexpansion fir {—a} heifst 3-Resolutionsbeweis fiir a

(notiert als Y Fpr_gr ).

3. Eine geschlossene -Resolutionsexpansion fir {—«a} heifft Resolutionsbeweis firr a

(notiert als Fpr—g ).

Gilt Fpr_gr o (bzw. ¥ Fpr_g «), so sagen wir auch, dass im Resolutionskalkiil a (aus ) beweisbar oder
herleitbar ist

Bemerkung 2.84 Wie schon fir den Tableau-Kalkil gilt auch hier, dass mit dem mnichtklausalen
Resolutionskalkil nur Aussagen aus einer Aussagenmenge hergeleitet werden kénnen.

Beispiel 2.85 FEs gilt

{(3z) P (x) A (Vo) Q (2)} Fpr—r (F2) (P (z) A Q (2)) -
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Dies ergibt sich mit der folgenden Resolutionsherleitung:
[~ (3z) (P(x) AQ(x))] 1; Startexpansion

[(3x) P (z) A (Vx)Q (z)] 2; Pramissenregel

[(3z) P ()] 3; o aus 2
[(V2) Q (2)] 4; oy aus 2

[P (c)] 5, 6 (c) aus 3
[@ ()] 6; v (c) aus 4
[= (P (c) AQ(c))] 7: v () aus 1
[~P (), —~Q (c)] 8 B, By aus 7
[=Q (0)] 9 R(5,8)

[] 10; R (6,9)

Bevor wir mit dem Sequenzenkalkiil einen weiteren wichtigen Beweiskalkiil vorstellen, werden wir zunéchst
die Korrektheit und Vollstdndigkeit des Tableau- und des Resolutionskalkiils beweisen.

2.2.3 Korrektheit von Tableau- und nichklausalem Resolutionskalkiil

Die Vorgehensweise im Beweis der Korrektheit dieser beiden Kalkiile entspricht ganz derjenigen, die wir schon
aus dem aussagenlogischen Teil kennen.

Definition 2.86

1. Ein Zweig P eines X-Tableaus heifit X-erfillbar genau dann, wenn ein Modell fir XU Fm (P) C
Fmpy (S (Ko)) existiert.

(Fm (P) bezeichne wiederum die Menge der Formeln, mit denen Knoten des Zweiges P markiert

sind.)
Ein X-Tableau heifit S-erfillbar genau dann, wenn im Tableau ein Zweig, der Y-erfillbar ist,
existiert.

2. FEine Y-Resolutionsexpansion (1, ..., 0m heiffit X-erfullbar genau dann, wenn

SU{B1,...Bm} C Fmpr (S (Ko))

erfullbar ist.

Lemma 2.87 Sei XU {a} C Fmpy (S) eine Menge von Aussagen.

1. Sei T ein X-erfillbares X-Tableau fir {«}, in dem nur Aussagen vorkommen. 7' sei das Resultat
einer einmaligen Anwendung einer YX-Tableau-Regel auf 7. In 7" kommen dann ebenfalls nur
Aussagen vor und 7' ist Y-erfillbar.

2. Sei S eine Y-erfillbare ¥-Resolutionsexpansion, die nur Aussagen enthdlt, und ist S' das Resul-
tat einer X-Resolutionsexpansionsregel oder einer Resolventenbildung fir S, so ist S" X-erfillbar
und enthdlt ebenfalls nur Aussagen.
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Beweis.

1. Der Beweis entspricht dem von Lemma 1.45 aus dem Kapitel Aussagenlogik, muss aber noch um die
beiden im Falle der Pradikatenlogik zusétzlich moglichen Falle erganzt werden.

Sei also P ein erfillbarer Zweig des Tableaus 7, und 7’ sei durch eine ~-Expansionsregel % oder
durch eine J-Expansionsregel %C) angewandt auf eine Aussage N des Zweiges P hervorgegangen. Der

resultierende Zweig sei P’.

N ~-Formel: Nach Voraussetzung ist F'm (P) ¥-erfillbar. Da in einem Tableau nur endlich viele
Konstantensymbole neu eingefithrt worden sein konnten, gilt weiter Fm (P) C Fmpy, (S (K)) fiir
ein endliches K. Da v € F'm (P), ist nach Lemma 2.74 (1) dann auch Fm (P)U{v (¢)} und damit
Fm (P') X-erfiillbar.

N §-Formel: Es ist § € Fm (P). Nach Voraussetzung ist F'm (P) wiederum X-erfiillbar und es gilt
Fm (P) C Fmpr, (S(K)) fiir ein endliches K. Nach Lemma 2.74 (2) ist dann auch Fm (P') =
Fm (P)U{d ()} fiir ein bezogen auf S (K) neues Konstantensymbol ¢ ebenfalls ¥-erfiillbar.

In jedem Fall ist also der Zweig P’ Y-erfiillbar, und somit auch 7’.
2. Der Resolutionskalkiil wird ganz analog behandelt.

|
Die strenge Korrektheit von Tableau- und Resolutionskalkiil folgt nun wie im Falle der Aussagenlogik.

Theorem 2.88 (Strenge Korrektheit) Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol
enthdlt und sei weiter XU {a} C Fmpy (S) eine Menge von Aussagen.

1. ¥Fpr_17 = E)ZPLC%
2. ¥FprL_Rr « = E)ZPLO[

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe. m

2.2.4 Hintikka’s Lemma

Unser nachstes Ziel ist der Beweis der strengen Vollstandigkeit von Tableau- und Resolutionskalkiil. In
Analogie zur Vorgehensweise in der Aussagenlogik definieren wir zunéchst Hintikka-Mengen und zeigen dann
deren Erfiillbarkeit in Herbrand-Strukturen.

Definition 2.89 Eine Menge ¥ C Fmpyr (S) von Aussagen heifit pradikatenlogische Hintikka-Menge
genau dann, wenn gilt:

1. Keine atomare Formel ist zugleich mit ihrer Negation in X enthalten.
1é¢¥ -T¢x

—fEY = feX

acY = o, €Y (fiir a-Formeln)

BeY = B, €X oder B, € (fir B-Formeln)

YyEX = ~(t) €X fur alle Grundterme t € Tmpy, (S) (fir y-Formeln)

NS S

deX = 4(t) € X fir einen Grundterm t € Tmpyr (S) (fir 6-Formeln)

Wie im Falle der Aussagenlogik haben im Falle der Priadikatenlogik Hintikka-Mengen die schone Eigenschaft,
erfillbar zu sein.
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Lemma 2.90 (Hintikka) Sei S eine Signatur mit nichtleerer Konstantensymbolmenge und
X C Fmpyr (S) eine pradikatenlogische Hintikka-Menge. Dann gilt:
3 hat ein Herbrand-Modell.

Beweis. Sei S = (R;F;K). Wir definieren eine Herbrand-Struktur A zur Signatur S. Da in Herbrand-
Strukturen der Grundbereich, die Interpretation der Funktionssymbole und die Interpretation der Konstan-
tensymbole schon festgelegt ist, ist lediglich die Interpretationen der Pradikatensymbole anzugeben.
Sei H das Herbrand-Universum zur Signatur S. Es ist aufgrund der Voraussetzung tiber S H # .
Fiir ein n-stelliges Pradikatensymbol P € R und fiir beliebige Elemente (Grundterme) ¢y,...,t, € H defi-
nieren wir

(t1,...,t,) € PA genau dann, wenn P (t1,...,t,) € 2.

Fiir die damit dann festgelegte Herbrand-Struktur A ist dann zu zeigen, dass sie ein Modell von ¥ ist. Dies
wird iiber eine strukturelle Induktion tiber a-, 8-, v-, §-Formeln erreicht. Sei dazu die in der strukturellen
Induktion benutzte Eigenschaft E folgendermaflen festgelegt: F trifft auf eine Formel a zu genau dann, wenn
gilt:

aey = at=T.

Da die Eigenschaft E trivialerweise auf alle Formeln «, die keine Aussagen sind, zutrifft (die ,Prémisse”
a € ¥ ist dann nicht erfiillt, da ¥ eine Menge von Aussagen ist), konnen wir uns im Induktionsbeweis auf
die Betrachtung von Aussagen beschréanken.

Ind.Basis: Fiir die atomaren Formeln T, 1, und die Negationen hiervon gilt E offensichtlich.

Sei P (t1,...,t,) € ¥ eine atomare Aussage. Es gilt

[Ptr,....to)]* =T & (t,...,t3) e PA
& (ty,...,t,) € PA.

Nach Definition von P4 trifft E somit auf P (t1,...,t,) zu.

Gilt =P (t1,...,t,) € X, so ist P(t1,...,t,) ¢ X, da ¥ eine Hintikka-Menge ist. Damit gilt dann
(t1,...,tn) & PA, also [P(t1,....t,)]" = F und damit [=P (t1,...,t,)]* = T, dh. E trifft auf
=P (t1,...,tn) zu.

Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch den Fall einer d-Formel.

Sei also 6 € . Da ¥ eine Hintikka-Menge ist, gibt es einen Grundterm ¢ € H mit § (¢t) € 3. Nach
Induktionsvoraussetzung trifft E auf 4 (¢) zu, d.h. es gilt [d (t)]A =T.

Ist & eine Formel der Gestalt (3z) o, so folgt mit Theorem 2.73 (2) sofort 8 = T.

Ist 6 von der Gestalt — (Vz) o, also d (t) = —~a{z /t}, so folgt mit Theorem 2.73 (2) [(Ix) ﬂa]A =T
und damit also auch § = T,

2.2.5 Das Modellexistenztheorem der Pradikatenlogik

Im Beweis der Vollstandigkeit der aussagenlogischen Tableau- bzw. Resolutionskalkiile hatten wir in ganz
wesentlicher Weise das Modellexistenztheorem der Aussagenlogik benutzt. Dieses besagte, dass jede in ei-
ner aussagenlogischen Konsistenzeigenschaft enthaltene Formelmenge erfiillbar ist. Die Beweisidee fiir das
Modellexistenztheorem war dabei die folgende: wir erweitern eine gegebene Formelmenge 3 mit dieser Konsi-
stenzeigenschaft zu einer maximalen Formelmenge ¥’ die noch diese Konsistenzeigenschaft besitzt. Aufgrund
der Maximalitédt und aufgrund der AbSchlussbedingungen von Konsistenzeigenschaften musste diese Formel-
menge X' dann eine Hintikka-Menge und somit erfiillbar sein.

Wir wollen nun fiir die Pradikatenlogik ebenfalls den Begriff der Konsistenzeigenschaft einfiihren und an-
schlieBend ein Modellexistenztheorem beweisen.

Wir wollen uns — dies sei dann eine generelle Voraussetzung fiir die nachfolgenden Abschnitte — immer auf
eine Signatur S mit hochstens dbzahlbar unendlich vielen Relations-, Funktions- und Konstantensymbolen
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beschranken. S (Kp) sei dann eine Konstantenerweiterung von S um abzéhlbar unendlich viele neue Kon-
stantensymbole. Diese hier getroffene Voraussetzung beziiglich der Signatur S stellt fiir die Praxis keine
Beschriankung dar. Signaturen mit tiberabzahlbar vielen Relations-, Funktions- oder Konstantensymbolen
sind nur fiir theoretische Betrachtungen von Bedeutung. Die mit dem Modellexistenztheorem noch zu bewei-
senden Resultate (Vollstandigkeitssatz, Kompaktheitssatz und mit geringfiigigen Anpassungen auch der Satz
von Lowenheim-Skolem) gelten auch fiir den allgemeineren Fall, sind jedoch etwas schwieriger zu beweisen.

Definition 2.91 FEine Formelmenge ¥ C Fmpy (S (Ko)) heifit Ko-passend genau dann, wenn es un-
endliche viele Konstantensymbole c € Kg g¢ibt, die in ¥ nicht vorkommen.

Definition 2.92

1. Es sei C C P (Fmpr (S(Ky))) eine Menge (Kollektion) von Aussagenmengen.
C heifit pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft genau dann, wenn fir alle ¥ € C gilt:

(a) ist a eine atomare Formel und a € ¥, so ist ~a ¢ 3.

(b) Ldx, ~Tex.

(c) ist =—B €%, so ist TU{B} €C.

(d) fir eine a-Formel gilt: « € ¥ = L U{a, a2} €C.

(e) fir eine B-Formel gilt: B € X = X U{B;} €C oder EU{By} €C .

(f ) fir eine y-Formel gilt: vy € ¥ = S U{~y ()} € C fir jeden Grundterm t € Tmpr, (S (Kp)).

(g) fir eine 6-Formel gilt: § € ¥ = X U{d(c)} € C fiir jedes bzgl. ¥ neue Konstantensymbol
c € K.

2. Die pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft C heifSt teilmengenabgeschlossen genau dann, wenn
aus X € C und ¥y C X folgt ¥, €C.

3. C heifit von endlichem Charakter genau dann, wenn fir ¥ C Fmpr (S (Ko)) gilt:
Y €C < jede endliche Teilmenge von X ist in C.

Die Motivation fiir die Eigenschaft (1) (g) in der Definition 2.92 ist die folgende. Falls in einer maxima-
len Formelmenge ¥ C Fmpr, (S (Kp)), die diese Konsistenzeigenschaft besitzt, eine d-Formel aus Fmpy, (S)
vorkommt, so muss, damit ¥ eine Hintikka-Menge sein kann, fiir einen Grundterm ¢ die d-Instanz 4 (¢) in
Y sein. Dieser Grundterm ¢ soll nun aber genau die ,,Existenzbehauptung” fiir § sicherstellen und nicht
moglicherweise die von weiteren Formeln. Dies erreichen wir dadurch, dass wir ein neues, noch nicht verwen-
detes Konstantensymbol c einfiihren, so dass jeder §-Formel genau ein solches Konstantensymbol entspricht.
Nach Lemma 2.74 wissen wir dann, dass mit § auch {d,d (¢)} fir die é-Instanz 9 (¢) ein Modell hat.

Das nachfolgende Lemma hélt einige einfache Eigenschaften von pradikatenlogischen Konsistenzeigenschaften
fest, die wir im Beweis des Modellexistenztheorems bendtigen und die wir auch schon im aussagenlogischen
Fall kennengelernt haben.

Lemma 2.93

1. Jede prddikatenlogische Konsistenzeigenschaft C kann zu einer prdidikatenlogischen Konsisten-
zeigenschaft, die teilmengenabgeschlossen ist, erweitert werden.

2. Jede pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft von endlichem Charakter ist teilmengenabge-
schlossen.

3. Jede pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft, die teilmengenabgeschlossen ist, kann zu einer
von endlichem Charakter erweitert werden.

4. C sei eine prdadikatenlogische Konsistenzeigenschaft von endlichem Charakter.

Gilt Yo, ¥1, Yo, ... € C und gilt ¥ € ¥ C ¥y C ..., so ist J;cy i €C.
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Beweis. Verlauft ganz analog zu dem aussagenlogischen Fall. m

Theorem 2.94 (Priadikatenlogisches Modellexistenztheorem) Sei ¥ C Fmpy, (S) eine Menge von
Aussagen und C C P (Fmpr, (S (Ky))) eine prdadikatenlogische Konsistenzeigenschaft mit ¥ € C.
Dann gilt:

Y ist erfiullbar in einem Herbrand-Modell zur Signatur S (Ko).

Beweis. Nach Lemma 2.93 kann angenommen werden, dass C von endlichem Charakter und teilmengenab-
geschlossen ist.
Aufgrund der generellen Voraussetzung iiber die Signatur S bzw. S (Ko) ist Fmpy (S (Ko)) abzéhlbar. Es

existiert daher eine Aufzdhlung «g, a1, aq,... aller Aussagen in Fmpy, (S (Ko)). Wir definieren eine Folge
von Aussagenmengen Yo C 31 C ..., die alle in C liegen:
Yo:=X €l

und firn >0:

DI falls¥,, U {a,} ¢ C
Yot =1 2, U{an} falls ¥, U{a,} € C und «,, keine 6 — Formel
YoU{anU{d (o)} falls ¥, U{an} €C, a, =4 fir eine d-Formel, ¢ neu fir ¥,, U {a,}

(Bemerkung: In der Definition von ¥, 11 existiert ein solches ,neues” Konstantensymbol ¢ immer, da zuvor
héchstens endlich viele Konstantensymbole aus Ky neu eingefiihrt worden sind.)
Durch Induktion nach n folgt fiir allen € N 3, € C und ¥,, C 3,1. Aufgrund von Lemma 2.93 (4) ist

daher H :=J, oy En € C. Weiter gilt:

1. H ist beziiglich C maximales Element in C :

Der Beweis entspricht dem im aussagenlogischen Fall.

2. H ist eine pradikatenlogische Hintikka-Menge zur Signatur S (Ko) :

Die Bedingungen (1) - (5) fiir eine priadikatenlogische Hintikka-Menge werden wie im aussagenlogischen
Fall gezeigt.

Bedingung (6) :

Fiir eine y-Formel sei v € H. Da C eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft ist, gilt H C H U
{7 ()} € C fiir jeden Grundterm ¢ € Tmpr, (S (Kp)). Aufgrund der Maximalitdtseigenschaft von H
erhalten wir somit v (¢) € H fiir jeden Grundterm ¢t € Tmpy, (S (Kp)). Damit ist die Bedingung fiir
~-Formeln erfiillt.

Bedingung (7) :

Fiir eine 6-Formel sei § € H. Hier kénnen wir nicht wie fiir die y-Formel argumentieren. Da H € C, muss
zwar H C HU{J (¢)} € C fiir jedes bezliglich H neue Konstantensymbol ¢ € Ky gelten. Mdoglicherweise
kommen aber in H bereits alle Konstantensymbole aus Ky vor, so dass wir auf diese Weise nicht
d (¢) € H fiir ein beziiglich H neues Konstantensymbol ¢ sicherstellen kénnen.

0 ist eine Aussage und kommt somit in der Aufzéhlung ag, a1, az,... vor. Wegen 6 € H = [J,cy Zn
gibt es damit ein kleinstes n € N mit o, = § und X, U {e,} € C. Nach Definition von ¥, fiir diesen
Fall gilt dann aber auch § (¢) € ¥,,41 C H fiir ein Konstantensymbol ¢, das beziiglich ¥,, U {a,,} neu
ist. Damit ist auch in diesem Fall die Hintikka-Eigenschaft nachgewiesen.

Es folgt somit, dass H eine priadikatenlogische Hintikka-Menge zur Signatur S (KCg) ist. Nach dem Lemma
von Hintikka ist dann H und damit auch ¥ in einem Herbrand-Modell zur Signatur S (Ky) erfillbar. m
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2.2.6 Strenge Vollstandigkeit von Tableau- und Resolutions-Kalkiil

Mit dem Modellexistenztheorem haben wir nun das zentrale Resultat, um die strenge Vollstandigkeit von
Tableau- und Resolutionskalkiil zeigen zu koénnen. Die Vorgehensweise entspricht dabei derjenigen, die wir
im Falle der Aussagenlogik kennengelernt haben.

Wir benotigen noch ein Lemma, das besagt, dass in einem 3-Tableau neu eingefithrte Konstantensymbole
durch andere, nicht vorkommende Konstantensymbole ersetzt werden kénnen.

Lemma 2.95 Ist 7 ein X-Tableau, in dem das Konstantensymbol c € Ky vorkommt, und geht 7' aus
T dadurch hervor, dass (jedes Vorkommen von) ¢ durch ein im X-Tableau T nicht vorkommendes
Konstantensymbol d € Ko ersetzt wird, so ist 7' ebenfalls ein X-Tableau.

Ferner gilt:

T ist geschlossen genau dann, wenn 7' geschlossen ist.

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe. m

Definition 2.96 Sei ¥ C Fmpy, (S (Ko)) eine Menge von Aussagen, ¥ Ko-passend, und
a € Fmpr (S(Ko)) eine Aussage.
Y heifit a-tableaukonsistent genau dann, wenn kein geschlossenes X-Tableau fir {—a} existiert.

Lemma 2.97 Sei o € Fmpy (S) eine Aussage und
Co :={2 C Fmpr (S(Kp)) | ¥ Menge von Aussagen, ¥ a-tableaukonsistent und Ko-passend} .

Dann gilt:
Cq ist eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft.

Beweis. Wir miissen fiir C, die Eigenschaften einer préadikatenlogischen Konsistenzeigenschaft nachweisen.
Die meisten Fille werden wie im aussagenlogischen Fall bewiesen. Wir werden exemplarisch einige Falle
behandeln.

1. Sei ¥ € C, und 8 € X fiir eine atomare Aussage 5. Damit kann —( kein Element von ¥ sein, da sonst
trivialerweise ein geschlossenes Y-Tableau fiir {—«a} existiert und ¥ dann nicht a-tableaukonsistent
wére.

2. Der ,komplizierteste” Fall ist der der S-Formeln.

Sei ¥ € Cy und B € ¥ eine (-Formel. Angenommen weder ¥ U {3} noch ¥ U {85} sind a-
tableaukonsistent. Wir zeigen, dass dann auch ¥ nicht a-tableaukonsistent ist im Widerspruch zu
DINSH

Da X U {8;}, i = 1,2, nach Annahme a-tableau-inkonsistent ist, existieren geschlossene 3 U {f3;}-
Tableaus, i = 1,2, fiir {-a} :

Aufgrund von Lemma 2.95 konnen wir annehmen, dass es in Ky kein Konstantensymbol gibt, das sowohl
in T3 als auch in T5 vorkommt. Ein geschlossenes X-Tableau fiir {~a} erhalten wir dann folgendermafen:
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Aufgrund der Voraussetzungen iiber 77 und 75 sind die Bedingungen fiir ein korrekt gebildetes Tableau
erfillt. Auflerdem ist dieses Tableau geschlossen, so dass also ein geschlossenes Y-Tableau fiir {—a}
vorliegt. Es folgt, dass ¥ a-tableau-inkonsistent ist im Widerspruch zur Voraussetzung % € C,.

3. SeiXeC,und é € 2.

Angenommen, £U{d (c)} fiir ein beziiglich ¥ neues Konstantensymbol ¢ € Ky sei a-tableau-inkonsistent.
Es existiert dann ein geschlossenes ¥ U {4 (¢)}-Tableau T fiir {—a}. Betrachte

wobei T7 aus T' dadurch hervorgeht, dass in T jedes 4 (c¢), das aus einer Pramissenregel 7oy resultiert,

durch eine neue d-Instanz § (d) ersetzt wird, wobei d € Ky ein Konstantensymbol ist, das bis dahin
noch nicht verwendet wurde.

Es ist leicht zu verifizieren, dass hierdurch ein korrekt gebildetes YX-Tableau erhalten wird, das genau
dann geschlossen ist, wenn T geschlossen ist. Da T nach Annahme geschlossen ist, existiert somit ein
geschlossenes Y-Tableau fiir {—a} im Widerspruch zu ¥ € C,.

]
Nun ist es leicht, die strenge Vollstandigkeit des Tableau-Kalkiils zu zeigen.

Theorem 2.98 (Strenge Vollsténdigkeit des Tableau-Kalkiils) Sei ¥ C Fmpy (S) eine Menge von
Aussagen und o € Fmpy, (S) eine Aussage.

Dann gilt:

b)) |:PL a = Ybkpr_ 7 a.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition:
YF¥Fpr_ra = XFpra.

Es gelte X ¥pr_7 a.

Dann ist ¥ a-tableaukonsistent. Damit ist dann auch ¥ U {—a} tableaukonsistent fiir a. Nach Lemma 2.97
ist die dort angegebene Menge C,, eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft. Ferner ist ¥ U {—a} € C,.
Nach dem Modellexistenztheorem ist ¥ U {-«} dann erfiillbar, also gilt ¥ Epy, a. ®

Die strenge Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils wird mit entsprechenden Anpassungen wie im aussagen-
logischen Fall bzw. im Fall des prédikatenlogischen Tableau-Kalkiils gezeigt. Hier soll ohne Beweis nur
noch das Ergebnis festgehalten werden. Der Vollstandigkeit halber geben wir die noch dazu erforderlichen
Begriffsbildungen und Lemmata an.

Lemma 2.99 Sei ¥ C Fmpyr, (S(Ko)) eine Menge von Aussagen. Ferner seien X1, Yo endliche Men-
gen von verallgemeinerten Disjunktionen, bestehend aus Aussagen aus Fmpy (S (Ky)), wobei g eine
a-Erweiterung von X1 sei.

Ist B1,...,0m eine Y-Resolutionserpansion fir X1 und enthdlt o kein Konstantensymbol aus Ko,
das in B1,...,0Bm vorkommt, dann gibt es eine a-Erweiterung [31,...,0., von Bi,...,0m, die eine
Y-Resolutionsexpansion fir 3o ist.

Definition 2.100 Sei X C Fmpy, (S (Ko)) eine Menge von Aussagen, ¥ Ko-passend, und

a € Fmpr, (S(Ko)) eine Aussage.

3 heifit a-resolutionskonsistent genau dann, wenn keine geschlossene X-Resolutionsexpansion fir
{—a} existiert.
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Lemma 2.101 Sei a € Fmpy, (S) eine Aussage und
Co :={E C Fmpyp (S(Ko)) | X Menge von Aussagen, a-resolutionskonsistent und Ko-passend}

Dann gilt:
Cy ist eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft.

Theorem 2.102 (Strenge Vollstindigkeit des Resolutionskalkiils) Sei ¥ C Fmpy (S) eine Menge
von Aussagen und o € Fmpy, (S) eine Aussage.

Dann gilt:

b)) ':PL a = X }_PL—R Q.

2.2.7 Der Sequenzenkalkiil

Wir wollen nun als einen weiteren Beweiskalkiil den Sequenzenkalkiil einfithren. Waren die bisher betrach-
teten pradikatenlogischen Beweiskalkiile Widerlegungskalkiile insofern, als ein Beweis einer Formel in der
Widerlegung der Negation dieser Formel bestand, so ist der Sequenzenkalkiil ein positiver Beweiskalkiil in
dem Sinne, dass ausgehend von Axiomen und Pramissen die zu beweisende Formel unter Verwendung der
zulissigen Schlussregeln hergeleitet wird. Uber diesen Aspekt hinaus bietet die Betrachtung des Sequenzen-
kalktils den Vorteil, in einfacher Weise einen Beweiskalkiil fiir die intuitionistische Logik zu erhalten, einen
Zugang zu den sogenannten substrukturellen Logiken, insbesondere der Linearen Logik, zu liefern und auch
die Bedeutung der Schnittregel diskutieren und demonstrieren zu kénnen.

Definition 2.103 FEine Sequenz ist ein geordnetes Paar (I';A) von zwei endlichen (mdglicherweise
auch leeren) Folgen T' und A von prddikatenlogischen Formeln. Eine solche Sequenz notieren wir als
I'> A mit > als Sequenzsymbol. T' wird auch als das Antecedens und A als das Succedens der Sequenz
bezeichnet.

Informell ist eine solche Sequenz so zu verstehen: wenn jede Formel im ,, Antecedens” I' wahr ist, dann ist
wenigstens eine Formel im ,,Succedens” A wahr.

Definition 2.104 FEine Schlussregel ist ein Ausdruck der Form
S1 S1 5o
S K

wobei S1, S und S Sequenzen sind. S1 bzw. S1 und Sy heiffen Obersequenzen und S heifst Untersequenz
einer solchen Schlussregel.

oder

Im Sequenzenkalkiil haben wir die folgenden Axiome und Schlussregeln:

1. Axiome:
(Az) ap>a (L) 1o (RT) ©T
2. Abschwéchungsregeln:
s A ' A
L

(wL) a,'> A (wE) I'> A«
3. Vertauschungsregeln:

r r A s A A

(6L) 17aaﬂa 2 > (eR) > 1aa;67 2
Fl,B,OK,FQDA FDAl,ﬁ,Oé,AQ

4. Kontraktionsregeln:

I'i,o,a,T9 > A
Fl,()é,rg > A

I'> A, a,a,As

(CL) (CR) I'> Al, «, Ay
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10.

11.

Axiome werden wir auch als Ausgangssequenzen bezeichnen.
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. —-Einfiihrungsregeln:

' A
(/\R) > A«

79

a,'> A
I'> A -«

's> A, B

' Aang

'>Aap
' Aavp

Na> A,p

(= R) I'>Aa—f

a,I'> A

' Ao
L) — =2
L o Fe A
. A-Einfiihrungsregeln:
Ia,> A
AL) ——————
(AL) Lanpg> A
. V-Einfiihrungsregeln:
Na> A r,ge A
L ) k)
(vL) TavisA
. —-Einfithrungsregeln:
' A r A
(= L) > A« B>
Na—-pg> A
. Schnittregel:
' A
(cut) i
V-Einfithrungsregeln:
t}, I'> A
(Vz)o,I' > A

(VR)

I'> A afz/y}
I's A, (Vz)a

wobei fiir die Regel (VR) gilt: die Variable y kommt in den Formeln von I" und A nicht frei vor; ferner

gilt z =y oder y ¢ fuar (a).
F-Einfiihrungsregeln:

af{x/y},I'>A

(3L) (Fz)a, T > A

(3R)

e Aya{z t}
I'> A, (3z)a

wobei fiir die Regel (3L) gilt: die Variable y kommt in den Formeln von I' und A nicht frei vor; ferner

gilt x =y oder y ¢ fuar ().

Als néachstes wollen wir fiir den Sequenzenkalkiil den Beweisbegriff definieren. Wir werden dies hier mehr
informell tun.

Definition 2.105

1. FEin Beweis im Sequenzenkalkiil LK ist ein mit Sequenzen markierter Bindrbaum, der den folgen-

den Bedingungen gentigt:

(a) die Blitter des Baumes sind mit Ausgangssequenzen markiert.

(b) jeder Knoten des Baumes, der kein Blatt ist, ist mit der Untersequenz einer Schlussregel
markiert, und der Sohn ist mit der Obersequenz (bzw. die Séhne sind mit den Obersequen-

zen) markiert.

Die Sequenz, mit der die Wurzel markiert ist, heiffit Endsequenz.

FEine Sequenz I' > A heifit beweisbar in LK genau dann, wenn es einen Beweis in LK mit

Endsequenz I' > A gibt.

FEin Beweis heifst schnittfrei, wenn die Schnittregel im Beweis nicht vorkommdt.

FEine Formel a heiffit im Sequenzenkalkiil beweisbar genau dann,wenn die Sequenz > « beweisbar

ist ( notiert alstpr_pK a).



80 KAPITEL 2. PRADIKATENLOGIK

2. Fine Herleitung einer Sequenz I' > A aus einer Menge ¥ von Sequenzen ist dann ein Beweis mit
Endsequenz I' > A, in dem zusdtzlich auch jede Sequenz aus ¥ als Ausgangssequenz zugelassen
18t.

Eine Herleitung von o aus einer Menge 3 von Formeln ist dann eine Herleitung der Sequenz > o
aus der Menge {> 8| 5 € £} (notiert als ¥ Fpr_rx ).

Beweise werden wir iiblicherweise in der Form aufschreiben, dass die Wurzel des Baumes unten und die
Blatter oben liegen.

Ein bemerkenswertes Resultat {iber den Sequenzenkalkiil ist das folgende Schnitteliminationstheorem, auch
als Gentzen’s Hauptsatz bezeichnet:

Theorem 2.106 (Schnitteliminationstheorem)
Ist eine Sequenz in LK beweisbar, dann ist sie auch schnittfrei in LK beweisbar.

Auf den technisch aufwendigen Beweis kénnen wir hier nicht eingehen. FEine eingehendere Analyse des
Schnitteliminationstheorems zeigt aber, dass ein schnittfreier Beweis nur mit sehr viel mehr Aufwand erhalten
werden kann. Orevkov (in: Lower bounds for increasing complexity of derivation after cut elimination, Journal
of Soviet Mathematics 20, 1982, S. 2337-2350) gibt ein Beispiel einer Sequenz > By an, deren Beweisbaum
linear in k viele Knoten enthélt, wohingegen ein schnittfreier Beweis nicht in der GroBenordnung

DX

2% k Exponenten 2

gefunden werden kann. Dieses Beispiel macht klar, dass den Formeln, die in einer Schnittregel eliminiert wer-
den, eine ganz wesentliche Rolle im Beweis zukommt. Sie haben gewissermaflen die Funktion von Lemmata,
mit deren Hilfe Beweise sehr viel iibersichtlicher und kiirzer gefiihrt werden kénnen. Im schnittfreien Kalkiil
ist die Beweissuche allerdings sehr viel einfacher. Dies wird u.a. durch das nachfolgende Theorem begriindet.
Wir verallgemeinern hierzu nur fiir diesen Abschnitt den Begriff der Teilformel, so wie wir ihn in Definition
2.18 eingefithrt haben. Im Falle einer Formel (Vz)a bzw. (3z)« der Signatur S ist fiir jeden Term t €
Tmpy (S) auch jede Teilformel von «{xz,t} eine Teilformel von (Vz)« bzw. (3z)«. Insbesondere ist also
a{x,t} eine Teilformel von (Vz)« und (3z) a.

Theorem 2.107 (Teilformeleigenschaft)
In einem schnittfreien Beweis sind alle auftretenden Formeln Teilformeln einer Formel der Endse-
quenz.

Zwischen schnittfreien Beweisen im Sequenzenkalkiil und Tableau-Beweisen besteht ein sehr enger Zusam-
menhang. Wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen, da wir, um diesen Zusammenhang beschreiben
zu konnen, eine Variante des Tableau-Kalkiils benotigen wiirden, die mit sogenannten markierten Tableaus
arbeitet.

Fiir den Sequenzenkalkiil gilt nun ebenfalls, dass er ein streng korrekter und vollstdndiger Beweiskalkiil ist.
Aus Zeitgriinden werden wir einen Beweis, der z.B. der Vorgehensweise der entsprechenden Beweise fiir die
beiden anderen Kalkiile folgen konnte, nicht ausfithren, sondern das Ergebnis nur noch in dem folgenden
Theorem explizit formulieren.

Theorem 2.108 (Strenge Korrektheit und Vollstindigkeit) Sei ¥ C Fmpy (S) eine Menge von
Aussagen und o € Fmpy, (S) eine Aussage. Dann gilt:
b)) |:PL a < Yhpr_oLi Q.
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2.2.8 Anwendungen des Modellexistenztheorems

Wie im Falle der Aussagenlogik ergeben sich mit dem Modellexistenztheorem einige wichtige Resultate. Hier
ist zunachst der Kompaktheitssatz zu erwéhnen, mit dem, wie schon im aussagenlogischen Fall gezeigt,
Eigenschaften, die fiir alle endlichen Bereiche gelten, auf unendliche Bereiche {ibertragen werden konnen. Es
gibt aber auch andere schone Anwendungen, von denen wir eine hier behandeln werden.

Theorem 2.109 (Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik) Sei ¥ C Fmpyr (S) eine Menge von Aus-
sagen.
Y. ist genau dann erfillbar, wenn jede endliche Teilmenge von X erfullbar ist.

Beweis.

5 = “: Offensichtlich.

5 <= % Sei

C:={XC Fmpr (S(Ko)) | £ Ko-passende Aussagenmenge, jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar}.
C ist eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft. Wir zeigen dies exemplarisch fiir den Fall der
~-Formel (vgl. Definition 2.92 (f)):

el ye€X = TU{vy(t)} €C fir jeden Grundterm ¢ € Tmpy, (S (Ky)).

Annahme: Es gibt einen Grundterm ¢ mit ¥ U {~ (¢)} ¢ C.

Dann existiert eine endliche Teilmenge ¥’ von X U{ (¢)}, die nicht erfiillbar ist. Da nach Voraussetzung
¥ e, ist somit (X' \ {v(¢)}) U{~} als endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar in einer Struktur .A. Damit
gilt nach Theorem 2.73 fiir jeden Grundterm ¢ [y (t)}A = T, also ist damit auch ¥’ C ¥’ U {~} in A
erfiillbar. Wir erhalten also einen Widerspruch. Es gilt daher ¥ U {y (¢)} € C fiir alle Grundterme ¢.

Wir wissen somit, dass C eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft ist. X ist aber offensichtlich in
C und damit nach dem Modellexistenztheorem erfiillbar.

Beispiel 2.110 Sei S = (R) eine Signatur mit ar (R) = 2. S-Strukturen, also Strukturen der Gestalt
A = (A; RA) mit einem nichtleeren Grundbereich A und einer 2-stelligen Relation R C A x A,

sind dann gerichtete Graphen. Die transitive Hiille (R““)+ von RA ist als die Menge aller Paare
(a,b) € A x A definiert, fiir die ein endlicher RA-Pfad von a nach b existiert, d.h.

(RA)+ = {(a,b) | ex. n>0, ex. ag,...,an € A mit ag =a, an =b, (a;,a,41) € RA, i < n}

Kann der Begriff der transitiven Hiille in einer prdadikatenlogischen Sprache zur Signatur S definiert
werden, d.h. gibt es eine Formel o € Fmpy, (S) mit genau 2 freien Variablen x,y, so dass fir jede
S-Struktur A= (A;RA) und fir jede A-Belegung w gilt

(RO = {(w(2),w(y) | e =T} ?

In diesem Fall ist die transitive Hille elementar definierbar durch o.

Wir zeigen unter Verwendung des Kompaktheitssatzes, dass die transitive Hiille nicht elementar
definierbar ist.

Hierzu definieren wir induktiv die folgenden Formeln:

=R (x,y)

und firn>0:

By = (Fznt1) (R(2, 2n101) A Bu {2,/ 2n41}) -

Durch Induktion nach i € N\ {0} folgt sofort, dass fir jedes i [; eine Formel zur Signatur S mit
genau den freien Variablen xz und y ist.

Ebenfalls durch Induktion nach i € N\ {0} folgt, dass A,w |=pr B; genau dann, wenn ein RA-Pfad
der Lange i von w(x) nach w(y) existiert.
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Angenommen die transitive Hille wéire elementar definierbar durch «. Wir betrachten die Formel-
menge ¥ :={a}U{=0, | n>1}. Sei X eine beliebig gewdhlte endliche Teilmenge von ¥. Es existiert
dann ein grofites n € N\ {0}, so dass =3, € &' oder aber ¥’ C {a}. Falls ¥’ C {a}, dann sei n := 0.
Es gilt dann in jedem Fall =41 ¢ %'.

Sei die Struktur A der folgende unendliche, gerichtete Graph, den wir hier bildlich darstellen:

0—-1—-2—-3—...

Sei w eine A-Belegung mit w(z) = 0 und w(y) = n+ 1. Nach Annahme tber o gilt A,w =pL a.
Offensichtlich gilt aber auch fir jedes —3; € ¥’ A,w =pr, —=f;, da kein Pfad der Linge i von w(z) =0
nach w(y) =n+1 fihrt. Folglich ist ¥’ erfillbar. Da dies fir jede endliche Teilmenge ¥’ von X gilt,
ist ¥ aufgrund des Kompaktheitssatzes erfillbar durch eine Interpretation (A, w).

Da o € %, gilt somit A,w =pr a. Es gibt daher einen RA-Pfad (einer Linge n > 0 fiir ein geeignetes
n € N\ {0}) von w(x) nach w (y).

Da fiir jedes i € N\ {0} —p; € X, gilt also A,w =pr, —F; fir alle i > 0, d.h. fir jedes i > 0 gibt es
keinen Pfad der Linge i von w () nach w(y). Wir erhalten somit einen Widerspruch. Daher ist die
Annahme, dass die transitive Hille elementar definierbar ist, falsch.

Mit Hilfe des Kompaktheitssatzes erhalten wir wie im aussagenlogischen Fall die Endlichkeitseigenschaft der
Folgerungsbeziehung.

Theorem 2.111 (Endlichkeitseigenschaft der Folgerungsbeziehung) Sei ¥ C Fmpy, (S) eine Men-
ge von Aussagen, o € Fmpy, (S) eine Aussage. Es gilt dann:
Y Epr a genau dann, wenn eine endliche Teilmenge X' C ¥ mit X' Epr, a existiert.

Ein weiteres Resultat, das sich sofort aus dem Modellexistenztheorem ergibt, und das auf den ersten Blick
einige paradox anmutende Konsequenzen mit sich bringt, ist das

Theorem 2.112 (Lowenheim und Skolem) Sei ¥ C Fmpy, (S) eine Menge von Aussagen.
Ist X erfillbar, so ist X erfillbar in einer Struktur mit abzdhlbarem Grundbereich.

Beweis. Sei C:={X C Fmpyr (S (Ko)) | ¥ Ko-passende, erfiillbare Aussagenmenge}.

C ist eine pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft (leicht zu verifizieren). Ist nun X eine erfiillbare Aussa-
genmenge zur Signatur .S, so gilt ¥ € C. Nach dem Modellexistenztheorem hat ¥ dann ein Herbrand-Modell
zur Signatur S (Kp). Ein solches Herbrand-Modell hat aber einen abzéhlbar unendlichen Grundbereich. m

Bemerkung 2.113 Fiir diese Form des Theorems von Léwenheim und Skolem ist ganz wesentlich,
dass das Gleichheitssymbol nicht als logisches Symbol behandelt wird, d.h. es kann in unterschiedli-
chen Strukturen verschieden interpretiert werden.

Im Vorgriff sei schon darauf hingewiesen, dass im Falle der Prddikatenlogik mit Gleichheit der Satz
von Lowenheim-Skolem nur in einer abgeschwdchten Fassung gultig ist.

Bemerkung 2.114 In diesem Abschnitt haben wir die generelle Voraussetzung getroffen, dass die
zugrundeliegenden Signaturen hdochstens abzdhlbar unendlich viele Relations-, Funktions- und Kon-
stantensymbole enthalten. Im Beweis des Modellexistenztheorems haben wir ganz wesentlich von
dieser Tatsache Gebrauch gemacht. Unter Verwendung von stirkeren Beweisprinzipien kann man
sich von dieser Voraussetzung befreien und die angegebenen Sdtze (strenge Vollstindigkeit, Kompakt-
heitssatz, Endlichkeitseigenschaft sowie einen leicht modifizierten Satz von Léwenheim-Skolem) auch
im allgemeinen Fall beweisen.

Den Satz von Lowenheim-Skolem kann man dann im allgemeinen Fall in verschiedenen Varianten
angeben:

Sei S = (R; F;K) eine Signatur. ¥ C Fmpy, (S) sei eine erfillbare Menge von Aussagen.

»Absteigende Variante”: X ist in einer Struktur A erfillbar, fir deren Grundbereich |A| gilt:
|A| hat hdchstens die Mdchtigkeit von Fmpr, (S).
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»Aufsteigende Variante”: Fiur jede Menge M gilt:

Y ist in einer Struktur A erfillbar, deren Grundbereich |A| mindestens so viele Elemente wie
M enthalt. (Es gibt also Modelle beliebig grofer Mdachtigkeit)

Beispiel 2.115 (zum Satz von Léwenheim und Skolem)

Im folgenden werden wir jeweils Mengen % von Aussagen einer Signatur S betrachten. Wir wollen
in diesen Fdllen eine S-Struktur A als Modell von ¥ bezeichnen, wenn fir eine (und nach dem
Koinzidenztheorem damit fir alle) A-Belegungen w (A, w) ein Modell fir ¥ ist.

1. Sei R:= (R;<,=;+,-;0,1). S sei eine dazu passende Signatur.

Th(R) :=={a € Fmpr, (S) | « Aussage, R =pr, o} wird dann als die Theorie der reellen Zahlen
bezeichnet.

Nach dem Satz von Lowenheim und Skolem besitzt Th(R) ein abzihlbares Modell, d.h. es
existiert eine S-Struktur A mit abzdhlbarem Grundbereich und A Epr o fir alle € Th(R).

2. Die Mengenlehre wird tblicherweise axiomatisch eingefiihrt. Ein ganz bedeutende Azxiomatisie-
rung geht dabei auf Zermelo und Fraenkel zurick. Diese Axziomatisierung — hier kurz mit ZF
bezeichnet — ist in der Sprache zur Signatur (€,=) formuliert, wobei beide Relationssymbole
2-stellig sind. FEs wird gemeinhin angenommen, dass dieses Axiomensystem widerspruchsfrei
und somit erfillbar ist. Nach dem Satz von Léwenheim und Skolem besitzt ZF dann auch ein
abzahlbares Modell, so dass alle in diesem Modell betrachtbaren Mengen hochstens abzahlbar
sind. Aus dem Aziomensystem der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre folgt aber semantisch,
dass es eine iberabzdhlbar unendliche Menge gibt (z.B. die Potenzmenge jeder abzihlbar unend-
lichen Menge), deren Elemente im Grundbereich des Modells enthalten sein missen, so dass im
Grundbereich des Modells iberabzihlbar viele Elemente vorhanden sind. Wie kann ZF dann
aber ein abzdhlbares Modell besitzen (Skolem’sches Paradox) ?

Antwort:

Abzdhlbarkeit innerhalb und auflerhalb eines Modells bedeuten nicht dasselbe. Um die Abzdihlbar-
keit zeigen zu kdénnen, bendtigt man eine injektive Abbildung in die Menge der natirlichen
Zahlen. Ein abzdhlbares Modell fur ZF ist jedoch so schwach, d.h. so ,ausgediinnt”, dass gerade
nur die Aziome erfillt werden, wihrend die fir den Nachweis der Abzdhlbarkeit erforderlichen
Mengen und Funktionen in diesem Modell nicht alle vorhanden sind. Fur das Modell ist somit
die betreffende Menge tberabzahlbar. Mit Mitteln auflerhalb des Modells lisst sich aber die
Abzdhlbarkeit zeigen.

3. Sei N := (N;<,=;+,-;0,1) und S eine passende Signatur.

Th(N):={a € Fmpyr, (S) | « Aussage, N |=pr, a} sei die Theorie der natirlichen Zahlen. Th (N')
besitzt dann nach der aufsteigenden Variante des Satzes von Lowenheim und Skolem ein Modell
von der Mdchtigkeit der reellen Zahlen, das somit zu N nicht isomorph ist.

2.3 Die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Fiir aussagenlogische Formeln hatten wir z.B. mit der Methode der Wahrheitswerttabellen ein einfaches
Verfahren zur Hand, mit dem entschieden werden konnte, ob eine Formel allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar)
ist oder nicht. Wir werden im Folgenden zeigen, dass bereits bei sehr einfachen Anforderungen an die
zugrundeliegende Signatur eine entsprechende Eigenschaft fiir die Préadikatenlogik nicht gilt.

S sei im Folgenden wiederum ein hochstens abzahlbar unendliche Signatur.

Die folgende Problemstellung

o Gegeben ist eine Aussage o € Fmpy, (S5)

e Frage: Ist a allgemeingiiltig?
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bezeichnet man als das Entscheidungsproblem der Pradikatenlogik.
Formal ist damit das Entscheidungsproblem fiir die Pradikatenlogik definiert als ein Entscheidungsproblem
fir die Menge

VALIDg := {a € Fmpy, (S) | @ Aussage und [=pr o}

Unter Verwendung der Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems werden wir die Unent-
scheidbarkeit von VALIDg, d.h. somit der Pradikatenlogik, zeigen.

Definition 2.116 FEs sei das Alphabet ALPH ={0,1,(,)} zugrundegelegt.
FEin Postsches Korrespondenzproblem iiber {0,1} ist das folgende Entscheidungsproblem:

e Gegeben ist ein endliches Tupel K = ((z1,y1),-..,(Tn,Yn)) skorrespondierender” Wortpaare
(xi,yi), 1 < i < n, dber dem Alphabet {0,1}. (K wird als Korrespondenzsystemdiber {0,1}
bezeichnet.)

e Frage:
Gibt es eine Folge i1,i2,...,ip € {1,...,n}, k> 1, mit ©iyTiy ... Tiy = Yir, Yiy - - - Yir, 7
Falls es eine solche Folge i1,1s,...,1 gibt, so heifit sie Losung des Postschen Korrespondenzproblems

(fir das Korrespondenzsystem) K. K heifst in diesem Fall auch lésbar.
Das Postsche Korrespondenzproblem tber {0,1} ist somit das Entscheidungsproblem fir die Menge

PKP:={K | K ist l6sbares Postsches Korrespondenzsystem tber {0,1}}.
Es gilt (siehe z.B. die Vorlesung GTI):

Theorem 2.117 Das Postsche Korrespondenzproblem PKP ist unentscheidbar.

Das folgende Theorem von Church besagt, dass es kein algorithmisches Verfahren geben kann, das, angesetzt
auf eine beliebige Formel der Pradikatenlogik, entscheidet, ob diese Formel allgemeingiiltig ist. Bevor wir
zu seiner Formulierung und zu seinem Beweis tibergehen, sollen noch einmal einige grundlegende Begriffe
aus der Berechenbarkeitstheorie, die aus der Vorlesung GTI bekannt sein sollten und die wir im Folgenden
bendtigen, in Erinnerung gerufen werden.

Seien A, A’ Alphabete. Weiter ist mit Turingmaschine im Folgenden immer eine deterministische Turing-
maschine mit Eingabe-Alphabet A und Ausgabe-Alphabet A’ gemeint. (In GTI wurde nur ein Alphabet
zugrundegelegt. Die Verallgemeinerung auf eine Turingmaschine mit eventuell unterschiedlichem Ein- und
Ausgabealphabet ergibt sich in kanonischer Weise. Fiir unsere Darstellung ist es vorteilhaft, ein solches
Turing-Maschinenmodell zu benutzen.)

Definition 2.118

1. Fir eine Turingmaschine M ist L (M) :={x € A* | M akzeptiert x} die von M akzeptierte Spra-
che.

2. L C A* heifit rekursiv aufzédhlbar genau dann, wenn eine Turingmaschine M mit L = L (M)
existiert.

3. Eine Sprache L C A* heifst rekursiv (oder entscheidbar) genau dann, wenn eine Turingmaschine
M existiert, die fir jede Eingabe halt und fir x € L das leere Wort € und fir x ¢ L ein Wort
# £ ausgibt.
Es gilt:

L C A* ist rekursiv genau dann, wenn L und A*\ L rekursiv aufzihlbar sind.

4. Die von einer Turingmaschine M berechnete Funktion fus : A* --» (A")" besteht aus der Menge
aller Paare (x,y) € A* x (A")", so dass die Turingmaschine M bei Eingabe x mit der Ausgabe y
auf dem Ausgabeband hdlt.

(--» bedeutet, dass die Funktion auch partiell sein kann, d.h. eventuell nicht iberall definiert
ist. Die Schreibweise f: A* — (A")* soll ausdriicken, dass f total, d.h. fiir alle x € A* definiert
ist.)
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5. f: A* —— (A")" heif$t berechenbar (oder rekursiv) genau dann, wenn eine Turingmaschine mit
Eingabe-Alphabet A, Ausgabe-Alphabet A" und f = fa; existiert.

6. Sei M C A* und N C (A")".
M < N (in Worten: M ist (many-one) reduzierbar auf N) genau dann, wenn eine berechenbare
Funktion f: A* — (A")" existiert, so dass fiir alle x € A* gilt:

xeM < f(x)€N.

Es gilt dann der:
Reduktionssatz:
Sei M C A* und N C (A")" und gelte M < N.

(a) M nicht entscheidbar = N nicht entscheidbar.
(b) N entscheidbar = M entscheidbar.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das Theorem von Church beweisen.

Theorem 2.119 (Church)

Sei S = (R; F;K) eine Signatur, welche mindestens ein Konstantensymbol ¢, mindestens zwei ein-
stellige Punktionssymbole fo und fi und mindestens ein zweistelliges Relationssymbol P enthdlt.
Dann gilt:

Die Menge VALIDg der allgemeingiltigen Aussagen zur Signatur S ist unentscheidbar.

Beweis. Formeln in F'mpy, (S) sind Zeichenreihen iiber einem endlichen Alphabet A’. Damit wird es moglich,
eine (many-one) Reduktion des Postschen Korrespondenzproblems PK P auf VALIDg anzugeben, d.h. wir
zeigen PKP < VALIDg.

Wir definieren dazu folgendermafen eine rekursive Abbildung F : ALPH* — (A’)* mit der Eigenschaft

K € PKP < F(K) e VALIDg.
1. K ist kein Postsches Korrespondenzsystem: Wir setzen F' (K) := L.

2. K =((z1,91),---,(Tn,yn)) ist ein Postsches Korrespondenzsystem:
Wir fithren zunéchst eine Bezeichnung ein.
Es sei g4,..q,, (@) := fa, (fao (- (fa,, (x))...)) mit d; € {0,1}, 1 <i < k.
(Z.B. gooro (x) = fo (fo (f1 (fo (2)))).)

Zur Motivation der nachfolgenden Definition von F (K) geben wir die intendierte Interpretation der
Symbole ¢, fo, fi und P in einer S-Struktur A mit Grundbereich {0,1}" und A-Belegung w an:

c*:  das leere Wort in |A| = {0,1}
f& (a) = 0a (d.h. [fo (:E)]A’w = Ow (x); ,Linksmultiplikation” mit 0)
it (a) = 1a (d.h. [fi ()] = 1w (z); ,Linksmultiplikation” mit 1)
(a,b) e PA < a=uax; ...7, b=y, ...y;, fiirein k> 1 und iy,...,4 € {1,...,n}
Es sei dann F (K) := a3 A s — (3 mit
at = P (g, (€), 9y, (¢)) A... AP (ga, (€), 9y, (¢)) ,Anfangsbedingung”
ag = (Vo) (Vy) (P (2,y) = P (gey (2), 9y, @) A ... AP (ga, (2),9y, (v))) ,Induktionsbedingung”
B:=(3z) P(z,2) »Existenz einer Losung”
Die so festgelegte Funktion F' ist offensichtlich rekursiv. Es muss noch die Aquivalenz

K € PKP & F(K)e VALIDg

gezeigt werden.
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s <=": Sei F(K) € VALIDg.

Sei A eine S-Struktur mit

Al = {0,1}"
cA =¢ (das leere Wort in {0,1}")
f&* (a) = 0a
fit(a) = 1a

PA={(a,b) |ex. m >0, iy,...,im €{1,...,n} mit a =24, ... 25 ,b=1yi ... Y, }.
Es gilt offensichtlich

Alpr a1

Apr @,

Da nach Annahme F' (K) allgemeingtiltig ist, folgt somit A Ep; B, d.h. es gibt ein a € |A| mit
(a,a) € PA. Aufgrund der Wahl von P4 bedeutet dies aber, dass eine Losung fiir das Postsche
Korrespondenzsystem K existiert, also K € PKP.

»=": Sei K € PKP.

Wir zeigen, dass F' (K) allgemeingiiltig ist.

Sei A eine beliebige S-Struktur. Da «y, as und 8 Aussagen sind, geniigt es, zu zeigen:
(AEpr oy und A Epp az) = AEpL S.
Wir definieren induktiv eine Abbildung A : {0,1}" — |A| durch
he):=cA
h(0w) = f* (h (w))
h(1w) := f{* (b (w)).

Es gilt dann fiir alle w € {0,1}"
h(w) = [gu () (1)
(Dies folgt leicht mittels Induktion tiber die Lénge von w.)
Wegen A Epr, g gilt
(lge, @S low @) € P4, 1<i<n,

Wegen A Epr, s gilt fiir beliebige Grundterme s und ¢
(44 € PA = (lga () o 1Y) € P4, 1<i<n

Durch Induktion nach m € N folgt:
fiir alle m > 0 und fir alle 41, ... 4, € {1,...,n} gilt

([gmm (g,;imf1 (.. (gwil (c)).. .))]A, [gyim (gyimi1 (.. (gyi1 () ))}A> e pA. (2)

Da K € PKP, existieren m > 1 und iy, ...,%1 € {1,...,n} mit ;... z;
dann h(x;, ...24) = h(yi, ...y ). Aufgrund von (1) folgt

(920, e (] = [y, n, ()]

=i, --- Vi, Hieraus folgt

1

A

und damit
[9e0, (- (ger, () - )] = [g0, (- (9, (@) )]

Wegen (2) gilt somit A =py, 8. Dies war zu zeigen.
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Bemerkung 2.120
Fiir die Menge VALIDg der allgemeingiiltigen Aussagen ldsst sich zeigen, dass sie rekursiv aufzahlbar
15t.

Beweis. (Idee)

Ein Weg, diese Behauptung zu zeigen, besteht in der Angabe einer Turingmaschine, die genau fiir alle
Aussagen in VALIDg halt. Eine solche Turingmaschine kénnte in der folgenden Weise arbeiten:

Bei Eingabe einer Aussage o werden auf einem Arbeitsband systematisch und in einer normierten Weise
Tableaus fiir {—a} erzeugt. Existiert fir {—a} ein geschlossenes Tableau, so wird in diesem systematischen
Verfahren insbesondere ebenfalls ein (im allgemeinen aber anderes) geschlossenes Tableau erzeugt. Zunéchst
wird das Tableau mit einem Knoten generiert, dann alle Tableaus mit 2 Knoten, in denen Grundterme mit
einer Zeichenldnge < 2 neu vorkommen, dann alle Tableaus mit 3 Knoten, in denen Grundterme mit einer
Zeichenlange < 3 neu vorkommen usw., bis moglicherweise ein geschlossenes Tableau erhalten wird.

Falls @ € VALIDg, wird in diesem Verfahren ein geschlossenes Tableau fiir {—a} gefunden und das Verfahren
stoppt. Falls o ¢ VALIDg, lauft dieses Verfahren endlos. m

In der hier angegebenen Fassung des Churchschen Theorems war vorausgesetzt, dass die Signatur neben
einem zweistelligen Pradikatensymbol wenigstens noch zwei einstellige Funktionssymbole sowie ein Konstan-
tensymbol enthélt. Diese Voraussetzung kann noch abgeschwacht werden. Die Unentscheidbarkeit kann
bereits dann gezeigt werden, wenn in der Signatur nur ein zweistelliges Pradikatensymbol vorhanden ist.
Sind hingegen nur einstellige Préadikatensymbole und héchstens einstellige Funktionssymbole vorhanden, ist
die Priadikatenlogik dieser Signatur entscheidbar. (Einen ganz ausgezeichneten und praktisch vollstdndigen
Uberblick iiber entscheidbare und unentscheidbare Formelklassen der Pridikatenlogik findet man in dem
Buch von Borger, Griadel und Gurevich: The classical decision problem, Springer Verlag 1997.)

2.4 Weitere Eigenschaften der Pradikatenlogik

In diesem Abschnitt werden wir neben dem Ersetzungstheorem die Skolemisierung und den Satz von Herbrand
behandeln, die abgesehen von ihrer eigenstdndigen Bedeutung eine wichtige Rolle im Rahmen der logischen
Programmierung und des automatischen Beweisens spielen.

2.4.1 Das pradikatenlogische Ersetzungstheorem

Wir hatten bereits im Falle der Aussagenlogik ein Ersetzungstheorem bewiesen. Wir wollen hier noch eine
allgemeinere Fassung fiir die Prédikatenlogik angeben.

Notation 2.121 Seien a, a1, a3 € Fmpr, (S) und a1 eine atomare Formel.

Q@ (th) sei diejenige Formel, die aus a dadurch resultiert, dass jedes Vorkommen von a; in «a durch

Q2
g ersetzt wird.

Die Menge der Teilformeln von « sei mit TF (a) bezeichnet. Wir definieren als Néchstes das positive und
negative Vorkommen von Teilformeln in einer Formel «.

Definition 2.122 (Positives und negatives Vorkommen einer Formel) Wir definieren induktiv zu
einer Formel o simultan Formelmengen TF* (a) C TF (a) und TF~ (o) C TF (), die diejenigen
Teilformeln, die positiv bzw. negativ vorkommen, enthalten.

1. Falls o eine atomare Formel:
TEY (o) :={a} TF™ () :=10

2. TF* (ma) :=TF~ (a) U{-a} TF~ (ma):=TF* (a)
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3. TFT (aof):=TFt (o) UTF* (8)U{ao 3} und
TF (0o B)=TF (o) UTF~ (B) fiir o € {N,V}
4. TFY (a— B):=TF (o) UTF* (B)U{a — 3} und
TF- (o — f) :i= TF*+ (a) UTF~ (8)
(
(

)
)

5. TF* (Qv)a) :=TF* () U{(Qa)a}  und
a) (a)

fir Q € {v,3}

FEine Teilformel 3 von « kommt positiv in a (negativ in o) vor genau dann, wenn 3 € TF* ()
(8 € TF- (o).

Ist jedes Vorkommen von B in « positiv (negativ), so sagen wir, dass [ nur positiv (nur negativ) in «
vorkommt.

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser Definition ist das nachfolgende Korollar, mit dessen Hilfe der Beweis
des Ersetzungstheorems etwas einfacher wird.

Korollar 2.123 Sei 8 eine atomare Formel.

1.

Sei « eine atomare Formel.
8 kommt entweder nur positiv oder dberhaupt nicht in « vor,
und B kommt entweder nur negativ oder iberhaupt nicht in —a vor.

8 kommt in a genau dann nur positiv (negativ) vor, wenn 8 auch in ==« nur positiv (negativ)
vorkommdt.

B kommt in den Komponenten a; und ay einer a-Formel genau dann nur positiv (negativ) vor,
wenn B auch in der Formel a selbst nur positiv (negativ) vorkommdt.

. B kommt in den Komponenten B, und B, einer 8-Formel genau dann nur positiv (negativ) vor,

wenn B auch in der Formel 3 selbst nur positiv (negativ) vorkommt.

Ist eine y-Formel der Gestalt (Vx)v' oder —(3xz) v gegeben, dann kommt 3 genau dann nur posi-
tiv (negativ) in der y-Instanz v (x) vor, wenn B8 auch in ~ selbst nur positiv (negativ) vorkommt.

Ist eine 0-Formel der Gestalt (3x) 0" oder = (Vx) ' gegeben, dann kommt § genau dann nur positiv
(negativ) in der §-Instanz 8 (x) vor, wenn [ auch in § selbst nur positiv (negativ) vorkommdt.

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe. m

Theorem 2.124 (Ersetzungstheorem) Seien o, a1, a2, 8 € Fmpyr (S) und 8 eine atomare Formel. A
sei eine S-Struktur.

1. Gilt Al=pr a1 — az und kommt 8 nur positiv (bzw. nur negativ) in « vor, dann gilt

2. Al=ppag < ay = A':pLa<fl><—>a<>

sran(Z)=0(2)om arna(2) (2)

g

(&)

Beweis.

1. Wir beweisen die Aussage fiir o mittels struktureller Induktion tiber a-, ..., 5-Formeln, wobei wir nur

den Fall des positiven Vorkommens behandeln.

Ind.Basis: o atomare Formel oder o = —a/ und o/ atomare Formel:
(3 kann in diesem Fall in o gar nicht oder aber nur positiv vorkommen.
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(a) B komme in « vor, aber nur positiv.
B

a1

Dies ist nur dann moglich, wenn « atomare Formel und o = . In diesem Fall ist « (

und « (%) = ag. Wegen A Epr, a1 — ap gilt also A =pp o ( B) — (£>

a1 a2

(b) B komme nicht in a vor.

Qg a1

In diesem Fall ist a(B) =a,i=1,2. Wegen A Epr a — agilt AEpp o (ﬁ) — a(

Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch 2 Falle.

(a) Es liege eine a-Formel mit den Komponenten c und o vor.

89

)=

).

Da nach Voraussetzung ( in o nur positiv vorkommt, ist somit nach Korollar 2.123 auch jedes
Vorkommen von (8 in a; und in ag nur positiv. Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher

Aprppai(£) »ai(£)i=12
Es gilt Epr, (aﬂ) — aq (g) A Qo (aﬁ), 1=1,2.
Damit folgt A =pr, a ( 5) — (0%)7 i=1,2.

a1

Hieraus folgt weiter A Epr, « ( ﬁ) — aq ( ﬁ) A Qi ( s ), und damit A Epr, « (O%) —

[e5] a9 [eD)

a(L).
(b) Es liege eine y-Formel der Form (Vx)~' oder = (3x) " vor mit y-Instanz ~ ().
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir eine beliebige A-Belegung w’

A @) (L) = @) (£).
Es gilt nun fiir eine beliebige A-Belegung w
{7 (%)}A’w =T & [[’7 (z)] (%)}A’w{x/a} =T fir alle a € |A|

= [[’7 (2)] (ﬁ)}Aw{m/a} =T  fiir alle a € |A], nach (IV)

a2

o b(@)]er

Damit folgt A Epr v (%) — (%)
2. Die Behauptung folgt mittels struktureller Induktion analog zum Teil 1).

Korollar 2.125 Seien a, a1, 02,5 € Fmpr (S) und § eine atomare Formel.
Dann gilt:

1. Epr ag < ag :>):pLoz<ﬂ> <—>a<6>.
g

(&%)

2. Gilt Epr a1 — ag und kommt 8 nur positiv (bzw. nur negativ) in o vor, dann gilt

(D)o (L) o pra(2) ~a(2))

2.4.2 Die Skolem-Form einer Formel

Wir wollen als Néachstes zeigen, dass fiir Fragen der Erfiillbarkeit in Formeln implizit vorhandene Existenz-
quantoren (das sind V- oder 3-Quantoren, die sich in ihrer semantischen Funktion wie 3-Quantoren verhalten)
eliminiert werden kénnen. Dies hat u.a. zur Folge, dass in Tableau- bzw. Resolutionsbeweisen keine §-Regeln
mehr erforderlich sind, wenn in den vorkommenden Formeln zuvor alle solche implizit vorhandenen Existenz-

quantoren eliminiert worden sind.

Fiir das Folgende sei angenommen, dass die Signatur S fiir jedes n € N unendlich viele Funktionssymbole
der Stelligkeit n enthélt. Es sei daran erinnert, dass Konstantensymbole als nullstellige Funktionssymbole

aufgefasst werden kénnen. Wir machen hiervon im weiteren Gebrauch.
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Lemma 2.126

Sei o € Fmpy, (S) mit fvar(a) C {z,y1,...,yn}. [ sei ein Funktionssymbol aus S, das in « nicht
vorkommt. A sei eine S-Struktur.

Es gibt dann S-Strukturen A; und As, die sich von A hdchstens in der Interpretation von f unter-
scheiden mit

1. Ay ):PL (H.T)a—)a{l‘/f(yla--wyn)}
2. As Epr a{z,/f(y1,---,yn)} — (V2) .

Beweis.

1. Wir miissen eine Struktur 4; angeben, die sich von A héchstens in der Interpretation von f unterschei-
det und fiir die A; Epr (3z) o — a{z,/f (y1,...,yn)} gilt. Hierzu ist somit nur noch f4 festzulegen
und die Allgemeingiiltigkeit der angegebenen Implikation in A4; zu zeigen.

Seien ay, ..., a, beliebige Elemente aus |A| (= |A1|). Esist f* (ay,...,a,) zu definieren. Sei w eine
beliebige

A-Belegung ( also auch A4;-Belegung) mit w (y;) = a;, 1 <i <n.

(a) Falls [(3z)a]*" = F, wihle zu den Elementen a1, ..., a, ein Element a € |A| = |A4;| aus und
setze

A (ar,. .. a,) = a.

Da f in a nicht vorkommt, gilt in diesem Fall [(3z)a]™*""" = F und damit Ay, w Epp (3z) o —

@ {CE/f (yla s ayn)}
(b) Falls [(3z) a]™" =T, so existiert ein a € |A| = | 41| mit aAw{#/a} = T Wir definieren

A (ar,...,a,) = a.
Es gilt dann

T = aA,w{w/a}

= ovwiz/a}l da f in o nicht vorkommt

— oAvw e/ ) )
= laf{z/f (y1,... ,yn)}]Al’w nach Substitutionslemma.

Damit gilt dann Ay, w =pr (3z) o — a{z,/f (y1,...,yn)}-
Da w beliebig gewéhlt war, erhalten wir insgesamt Ay Epr (Iz)a — a{z,/f (y1,...,yn)}-

2. Folgt leicht aus 1).

Notation 2.127 Seien a, a1, € Fmpy (S) und «y eine atomare Formel.

Statt « (21) schreiben wir im folgenden auch einfach a(B), und statt « schreiben wir dann auch

a(aq), wenn wir Ersetzungen fir oy betrachten wollen.

Theorem 2.128 (Skolem) Seien a(ay),8 € Fmpyr (S), ay eine atomare Formel,

fvar (B) C{x,y1,...,yn} und a((3z) B), a((Vz)B) sowie a(B{z,/f (y1,...,yn)}) Aussagen. f sei ein
Funktionssymbol, das in o ((3x) ) bzw. in o ((Vz)B) nicht vorkommdt.
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1. Kommt oy nur positiv in o vor, dann gilt:
a((3z) B) st erfillbar < o (B{x,/f (y1,...,yn)}) ist erfillbar
und
a((Vx) B) ist allgmeingiltig < o (B8{x,/f (y1,...,yn)}) ist allgemeingiltig.
2. Kommt oy nur negativ in o vor, dann gilt:
a((Vx) B) st erfullbar < o (B{x,/ f (y1,...,yn)}) ist erfillbar
und
a((3x) B) st allgmeingiltig < o (B{x,/f (y1,...,yn)}) ist allgemeingiltig.
Beweis.

Wir zeigen die Behauptung im Falle der Erfiillbarkeit, wobei wir uns auf (1) beschrinken. Die Behauptung
fiir den Fall der Allgemeingiiltigkeit folgt dann sofort.
a1 komme nur positiv in « vor.

w<=":Da a(B{z/f (y1,...,yn)}) nach Voraussetzung erfiillbar und eine Aussage ist, gibt es eine S-

Struktur A mit
AlEpraB{z/f (Y, yn)})- (2.1)

Weiter gilt =pr, B{z,/f (y1,...,yn)} — (32) B.
Nach Korollar 2.125 (2) gilt somit

Err a(B{z/f (Y1, yn)}) — a((3x) B).

Wegen (2.1) folgt A Epr o ((3z) B), d.h. «((3z) B) ist erfiillbar.

» = ": Esgelte A =pr, o ((3z) B) (Man beachte: a ((3x) 3) ist Aussage!)

Nach Lemma 2.126 existiert eine Struktur 4;, die sich von A hochstens in der Interpretation von f
unterscheidet, mit Ay =pr (32) 6 — B{z/f (y1,.--,yn)}-

Nach Korollar 2.125 (2) gilt daher Ay Epp a((32)8) = a(B{z/f (y1,---,yn)})-
Da f in a ((3x) B8) nicht vorkommt, gilt auch A; Epr a((3z) £), damit dann also

Aiv Epra(B{x/f(y1,---,un)}) -

Dies war zu zeigen.

Nach dem Theorem von Skolem kénnen wir fiir Fragen der Erfiillbarkeit (und Allgemeingiiltigkeit) Quanto-
ren unter Einfilhrung eines neuen Funktionssymbols, wie im obigen Theorem angegeben, eliminieren. Wir
bezeichnen einen solchen Schritt als (dualen) Skolemisierungsschritt.

Definition 2.129

1. Ist (3x) B (bzw. (Vx)B) eine Teilformel von «, die in a positiv (bzw. negativ) vorkommt, so wird

fir dieses Vorkommen der Quantor (3x) (bzw. (Vx)) als existentialer Quantor in « bezeichnet.
Ist der Quantor nicht existential, so heifit er universal in a.

2. Ist B eine Formel, die keine existentialen Quantoren mehr enthdlt, und ist 3 aus «a unter

Durchfihrung von ein oder mehreren Skolemisierungsschritten erhalten worden, so heifsit 3 Sko-
lemisierte (Skolem-Form oder auch Erfiillbarkeitsfunktionalform) von o (notiert als: 8 € F® (a)).
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3. Ist B eine Formel, die keine universalen Quantoren mehr enthdlt, und ist 3 aus a wunter
Durchfihrung von ein oder mehreren dualen Skolemisierungsschritten erhalten worden, so heifst
B duale Skolem-Form (oder auch Giiltigkeitsfunktionalform) von o (notiert als: 8 € FV (a)).

Wir werden im Folgenden die Bezeichnungen Erfiillbarkeits- und Giiltigkeitsfunktionalform anstelle von
Skolem- bzw. dualer Skolem-Form verwenden.

Bemerkung 2.130 FEine Erfullbarkeitsfunktionalform einer Formel enthdlt nur universale Quantoren
und eine Giultigkeitsfunktionalform nur existentiale Quantoren.

Offensichtlich ist die Negation einer Erfillbarkeitsfunktionalform eine Giltigkeitsfunktionalform und
die Negation einer Giltigkeitsfunktionalform eine Erfillbarkeitsfunktionalform.

Beispiel 2.131 Sei =
(Vz) (Fy) ((V2) Gu) P (z, 2,u) — (Vz) (Fu) Q (2, y, 2, u)) -
Dann st

1. o] =

(V) (Bu) P (z,9 (x),u) = (V2) Q (x, f (x), 2, h (2, 2)))

eine Erfillbarkeitsfunktionalform von B, und

2. Qo =

(By) ((V2) P (¢, 2, f (2)) = (Bu) Q (¢, 9,9 (y) ,w))

eine Giultigkeitsfunktionalform von 5.

Eine direkte Verallgemeinerung von 2.128 ist dann das folgende Theorem.

Theorem 2.132

1. Sei o eine Gultigkeitsfunktionalform von a.
Dann gilt:

« ist allgemeingiiltig genau dann, wenn o allgemeingiiltig ist.
2. Sei o eine Erfillbarkeitsfunktionalform von .

Dann gilt:

« ist erfillbar genau dann, wenn o erfillbar ist.

2.4.3 Pranexe Normalform

Wir wollen als Néachstes fiir pradikatenlogische Formeln eine Normalform einfithren, die fiir viele Zwecke
einfacher zu handhaben ist, und die insbesondere eine wichtige Rolle fiir den pradikatenlogischen (klausalen)
Resolutionskalkiil spielt.

Definition 2.133 FEine Formel o € Fmpy, (S) heifst in pranexer Normalform genau dann, wenn « von
der Gestalt o = (Q1x1) ... (Qnan) B ist, wobei Q; € {V,3} fir 1 < i < n und B quantorenfrei ist.
(Q1x1) ... (Qnaxy) ist das Prifix von a und  der Kern von «.

Es gilt, dass jede pradikatenlogische Formel semantisch dquivalent in eine prédnexe Normalform umgeformt
werden kann.

Theorem 2.134 Zu jeder Formel o € Fmpy, (S) gibt es eine Formel § € Fmpy (S) in prinexzer Nor-
malform mit a =., 5.
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Beweis. Ubungsaufgabe. [
Eine direkte Folgerung aus diesem Theorem ist das

Korollar 2.135 Zu jeder Formel o € Fmpy (S) gibt es eine semantisch dquivalente Formel § €
Fmpy, (S) in pranezer Normalform mit einem Kern in konjunktiver (bzw. disjunktiver) Normalform.

2.4.4 Der Satz von Herbrand

Im folgenden Abschnitt wollen wir den Satz von Herbrand behandeln, der von J. Herbrand 1930 als so-
genanntes Fundamentaltheorem bewiesen wurde. Dieses Theorem stellt eine Beziehung zwischen der All-
gemeingiiltigkeit einer pradikatenlogischen Formel o und der ,aussagenlogischen Allgemeingiiltigkeit” einer
Herbrand-Expansion dieser Formel a her, so dass das Beweisen in der Pradikatenlogik zuriickgefiihrt wird
auf eine abzéhlbar unendliche Menge von aussagenlogischen Tautologie-Problemen. Insbesondere die ersten
automatischen Theorembeweiser machten von dieser Tatsache Gebrauch.

Definition 2.136 FEine nichtleere, endliche Teilmenge des Herbrand-Universums zur Signatur S heifst
Herbrand-Bereich (zur Signatur S).

Fiir das Folgende wollen wir zur besseren Lesbarkeit die Schreibweise oy V...V a,, als Abkiirzung fiir \/}_, «;
und entsprechend a1 A ... A ay, als Abkiirzung fiir /\ZL:1 «; einfiihren.

Definition 2.137 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt.
D ={t1,...,tn} sei ein Herbrand-Bereich zur Signatur S.
Die Herbrand-Expansion einer Aussage o € Fmpy (S) dber D ist wie folgt definiert:

1. Ist « eine atomare Formel oder die Negation einer atomaren Formel, dann ist E (a, D) := .

2. E(--a,D) = E(a, D).

3. E(a,D) := E(a1,D) AN E (s, D) fiir eine a-Formel mit den Komponenten ay und .
4. E(B8,D):=E(B,,D)V E(By,D) fir eine 3-Formel mit den Komponenten B3, und 3.
5. E(v,D):=E(vy(t1),D)AN...ANE(~(tn),D) fiir eine y-Formel.

6. E(0,D):=E((t1),D)V...VE((t,),D) fiir eine 6-Formel.

Im folgenden Lemma halten wir einige Eigenschaften fest, die wir im Beweis des Satzes von Herbrand
benotigen.

Lemma 2.138 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt. Sei ferner o €
Fmpy (S) eine Aussage und D ein Herbrand-Bereich zur Signatur S.
Es gilt dann:

1. E(-a,D) =pr, ~E(a, D).
2. Sei D' ein Herbrand-Bereich zur Signatur S mit D C D’.
(a) Ist o eine Giltigkeitsfunktionalform, dann gilt
Epr E(a,D) — E(a,D’).
(b) Ist « eine Erfiullbarkeitsfunktionalform, dann gilt

):PL E(a,D’) — E(a,D)
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3. Set a eine Gultigkeitsfunktionalform. Dann gilt

):PL E(OJ,D) — Q.

Beweis. Alle 3 Teilaussagen werden durch strukturelle Induktion bewiesen. Wir zeigen stellvertretend (3.).

Ind.Basis: Ist o eine atomare Aussage oder die Negation einer atomaren Aussage, so folgt aufgrund der
Definition der Expansion Epr, E (o, D) — a.

Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch 2 Fille. ( Man beachte, dass « keine y-Formel sein kann. Da
« insbesondere eine Giiltigkeitsfunktionalform ist, also keine universalen Quantoren enthélt, kann der
Fall, dass « eine y-Formel ist, nicht eintreten).

1. Sei a eine a-Formel mit den Komponenten oy und ap, o Aussage.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt Epr, E (e, D) — a;, i =1, 2.
Es ¢gilt Fpr E (a0, D) — E(o1,D) A E (a2, D), also Epr, E(a, D) — a1 A ag und damit auch
':PL E(a,D) — .

2. Sei eine §-Formel in Giiltigkeitsfunktionalform gegeben. Sei weiter D = {t1,...,t,} angenommen.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir jedes t; € D, 1 <7 < n,

EprL E(6(t),D)—6(t;) .
Wegen
Epr E(6,D) = E(0(t1),D)V...VE((tn),D)

folgt somit
):pL E((;,D) —>5(t1)\/...\/6(tn).

Weiter gilt Epr, 0 (t;) — 0 fur 1 < i < n. Damit folgt also weiter
)ZPLE((S,D)H(S\/...\/(S

und folglich auch
Epr E(6,D) — 4.

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen und die Aussage somit bewiesen.

]
Nach dieser Vorbereitung nun der Satz von Herbrand:

Theorem 2.139 (Satz von Herbrand) Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol
enthdlt. Sei ferner a € Fmpyp (S) eine Aussage und 3 € F¥ («). Dann gilt:
a ist allgemeingiiltig genau dann, wenn fir einen Herbrand-Bereich D E (8,D) allgemeingiiltig ist.

Beweis. Zunéachst gilt nach Theorem 2.132, dass a: genau dann allgemeingiiltig ist, wenn [ allgemeingiiltig
ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass gilt
EpL 0 < es existiert ein Herbrand-Bereich D mit =pr E (8, D).

» < " : Ist fiir einen Herbrand-Bereich D F (8, D) allgemeingiiltig, so folgt wegen =py, E (8, D) — 3 (siehe
Lemma 2.138 (3)) die Allgemeingiiltigkeit von f3.

» = " Sei nun g allgemeingiiltig.

Es existiert dann ein geschlossenes Tableau fiir {—3}. Da § eine Giiltigkeitsfunktionalform ist, sind alle
Quantoren in = universal. In einem Tableau-Beweis fiir 8 konnen somit keine ,,0-Regeln”, das sind

Tableau-Regeln %, vorkommen.

Sei 7 ein geschlossenes Tableau fiir {-5}.
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Ein Tableau heifle parameterfrei, wenn in ihm keine Konstantensymbole aus Ky vorkommen. (Man
beachte: S (Kp) ist die zugrundeliegende Konstantenerweiterung von S.)

Aufgrund von y-Regeln (Tableau-Regeln der Art %) konnen in T durchaus Konstantensymbole aus
Ko enthalten sein. Ersetzt man in 7 alle Vorkommen solcher Konstantensymbole durch ein Konstanten-
symbol ¢ aus S, so resultiert ein Tableau 7', das ebenfall geschlossen ist (dies folgt iiber einen einfachen
Induktionsbeweis tiber die Anzahl der Knoten des Tableaus).

Fiir die weitere Argumentation benotigen wir die folgende
Hilfsbehauptung:

Sei ¥ C Fmpy, (S) eine endliche Menge von Aussagen, die keine existentialen Quantoren enthalten und
somit also Erfillbarkeitsfunktionalformen darstellen. Sei weiter 7 ein geschlossenes, parameterfreies
Tableau fiir ¥. D C Tmpp (S) sei ein Herbrandbereich. Ist die Menge der Grundterme, die bei der
Bildung von ~-Instanzen in T' verwendet wurden, in D enthalten, dann gilt:

Epr F (/\ E,D) .
Hierbei ist fiir ¥ = {a,...,an} A\ X eine Abkiirzung fiir A, .

Beweis der Hilfsbehauptung:

Wir fithren den Beweis durch Induktion {iber die Anzahl B (7, %) der Knoten von 7, die im Tableau 7
unterhalb des Starttableaus fiir ¥ liegen.

B(r,X)=0:

In diesem Fall ist das Starttableau schon geschlossen, d.h es gilt G, =0 € ¥ fir ein §. Damit gilt

ﬂE(/\Z,D> =pL ﬂE(/\E/\ﬂ/\—ﬂ,D),

also

~E (/\Z,D) =p, —E (/\Z,D) V—E (8,D)V —E (=3,D).
Es folgt weiter
-E (/\E,D) =ps —F (/\Z‘,D) V —E (8,D)V ——E (3,D).

Da in der letzten semantischen Aquivalenz die rechte Seite allgemeingiiltig ist, gilt somit

Epr F (/\E,D) )

Induktionsvoraussetzung:

Die Behauptung gelte fiir alle Tableaus 7/ und Aussagenmengen Y/, die die Voraussetzungen der Hilfs-
behauptung erfiillen und fiir die B (7', %) < B (7, %) gilt.

Induktionsschritt:

Wir zeigen, dass die Behauptung dann auch fiir 7 und ¥ zutrifft.

Sei nun 7 ein geschlossenes Tableau fiir ¥ = {aq,...,an}.

Wir unterscheiden nach der ersten Regel, die im Aufbau von 7 nach dem Starttableau angewendet
wurde. Exemplarisch betrachten wir 2 Falle.

B
Bi | By
> enthélt eine B-Formel. Das Tableau 7 hat somit die Gestalt

Fall
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(63}
8
tn
/ AN
ﬁ|1 ﬁlz
Ty T3

(* deute an, dass alle Zweige geschlossen sind.)
Sei 7;, i = 1,2, das Tableau

aq

T; ist somit ein geschlossenes Tableau fir X U {3,}, i =1,2.

Wir nehmen an, dass die Menge der Grundterme, die bei der Bildung von «-Instanzen in 7 und damit
auch in 7, und 75 verwendet wurden, in D enthalten ist (andernfalls ist nichts zu zeigen).

Esist B(7,X) = B(11,2U{B4}) + B (12,2 U{B5}) + 2, also ist B(7;,2U{B;}) < B(1,X),i=1,2.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher =pr, -E(AX AB;,D), i = 1,2. Damit gilt dann auch
FrL ~E(AXA B, D) AN-E(NXA By, D).

Es gilt weiter
-E (/\E/\,Bl,D) A—E (/\2A52,D)
=p. ~(E(A\S.D) AE(B,,D)VE(/\,D) AE (B, D))
=1~ (E (\S.D) A (E(B,D)V E (8, D))
=pL — (E (/\E,D) /\E(ﬂ,D))
=ps —F (/\E/\,@,D)
=py —F (/\E,D).

Es folgt
Epr F (/\E,D) .

v
Fall — :
v (t)

7 hat dann die Gestalt
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aq

T ist somit auch ein geschlossenes Tableau fiir ¥ U {7 (¢)} und es gilt B(r, XU {v(¢)}) < B(7,X).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt =pr, ~E(AX A~ (t),D).

Weiter gilt, da v € ¥ :
PPLE(/\E,D) HE(/\ZAV,D),

s |:pLE(/\Z,D)<—>E(/\E,D)/\E(%D)
Wegen

Frr E(v,D) = E(y(t),D)
erhalten wir pp B (/\ 5, D) —E (/\ Y, D) NE (¥ (t),D)

und damit

):PL_‘(E(/\EaD) /\E("/(t)aD)) HﬁE(/\E’D)

Ist also = (E (A2, D) A E(v(t), D)) allgemeingiiltig, so auch —=E (A £, D).

Dies schliefit den Beweis des Induktionsschrittes und damit auch den Beweis der Hilfsbehauptung ab.

Der Beweis der Richtung ,,=” unseres Theorems kann nun leicht abgeschlossen werden.

{—=f} zusammen mit dem Tableau 7/ und einem Herbrand-Bereich D, der alle in y-Instanzen in 7’ eingefithrten
Grundterme enthélt, erfiillt die Voraussetzungen der Hilfsbehauptung. Daher ist =F (=8, D) allgemeingiiltig.
Es folgt

FrL E(8,D).

Dies war zu zeigen. m

Korollar 2.140 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt. Sei ferner a €
Fmpy, (S) eine Aussage und § eine Erfillbarkeitsfunktionalform von « Dann gilt:
a ist unerfillbar genau dann, wenn fir einen Herbrand-Bereich D E (83, D) unerfillbar ist.

Bemerkung 2.141 Zur Anwendung des Satzes von Herbrand im Fall endlich axiomatisierbarer Theo-
rien kann die Deduktionseigenschaft

{ar,..,ant FPL B & Frrar Ao Nay — B

herangezogen werden (aq,...,a, seien die Axiome, als Aussagen formuliert).
Sind a1, ..., q, universale Aussagen, also Erfillbarkeitsfunktionalformen, und ist 3’ eine Giltigkeits-
funktionalform von 3, so gilt fiir einen Herbrand-Bereich D

{ozl,...,ozn} }:pLﬂ = {al,...,an} ':PL E(ﬂ/,D).
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2.5 Pradikatenlogik mit Identitat

Die meisten Relationen sind nur sinnvoll in einem bestimmten Kontext. Gleichheit jedoch ist eine universelle
Kategorie. Unabhéngig davon, welchen Bereich wir betrachten, der Begriff der Gleichheit ist in einem solchen
Bereich immer anwendbar. Will man diesen Aspekt im Aufbau einer formalen Sprache berticksichtigen, so darf
das Gleichheitssymbol in Strukturen aber auch nicht mehr willkiirlich interpretiert werden, sondern soll immer
fiir die Identitétsrelation stehen. Das Gleichheitsysmbol wird gewissermafien zu einem logischen Symbol.
Wir reflektieren diesen Sachverhalt auf der semantischen Ebene dadurch, dass wir fiir die Pradikatenlogik
mit Identitat nur solche Strukturen zulassen, in denen das Gleichheitssymbol als Identitat interpretiert ist.
In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass alle Signaturen das Gleichheitssymbol ~ als zweistelliges Re-
lationssymbol enthalten, so dass wir aus diesem Grund = in der Signatur nicht mehr auffiithren, sondern
als zusétzliches logisches Symbol unserer priadikatenlogischen Sprache behandeln. Im Aufbau der Formeln
benutzen wir fiir eine Formel = (s, ) die infix-Schreibweise, d.h wir schreiben s = t.

Bei der Definition der Semantik miissen wir dann beachten, dass diesem Gleichheitssymbol immer die Iden-
titatsrelation iiber dem jeweiligen Grundbereich zugeordnet ist. Die Identitétsrelation werden wir daher in
der Struktur nicht mehr auffithren.

Definition 2.142 Sei S eine Signatur.
Eine S-Struktur A heifft normal genau dann, wenn ~* die Identititsrelation auf |A| ist

(d.h. == {(a,a) | a € |A]}).

Notation 2.143 Um anzudeuten, dass A eine normale Struktur ist, schreiben wir anstelle von A
auch Ax.

Die Semantik der Prédikatenlogik mit Gleichheitist wie im Falle der Pradikatenlogik definiert — allerdings
mit der Beschrinkung auf normale Strukturen. Ist A eine normale Struktur, so schreiben wir statt o =T
auch A, w Epr; a. Die Begriffe ,, Allgemeingiiltigkeit einer Formel o” (notiert durch =pr; «), Erfillbarkeit
einer Formel a wie auch der Begriff der semantischen Folgerung von « aus der Pramissenmenge ¥ (notiert als
Y Eprr @) ergeben sich aufgrund der Beschrankung auf normale Strukturen direkt aus der Pradikatenlogik.

Bemerkung 2.144 Aufgrund der Definition der Semantik fir die Prddikatenlogik mit Identitdt gilt
natirlich X IZPL a = X ':PLI Q.

Die Umkehrung gilt aber nicht. Ist zum Beispiel ¥ = {c=~d, P (c)}, dann gilt ¥ =pr;r P (d), aber nicht
Y Epr P(d).

Durch die feste Interpretation des Gleichheitssymbols als Identitétsrelation wird die Ausdrucksfahigkeit der
Pradikatenlogik mit Identitat gegeniiber der Pradikatenlogik erhoht. In der Pradikatenlogik mit Identitat sind
jetzt Anzahlaussagen formulierbar. Konnten wir in der Pradikatenlogik noch ausdriicken, dass im Grundbe-
reich mindestens k, k € N\ {0}, verschiedene Elemente vorhanden sind, so konnen wir jetzt sogar formulieren,
dass der Grundbereich genau k Elemente besitzt.

Beispiel 2.145 Die Aussage
a:=(3r)(Fy) (F2) (zmyA-wR2AYR2)

ist nur in solchen normalen Strukturen erfillt, deren Grundbereich mindestens 3 Elemente enthalt.
Die Aussage

B:=Vz)Vy) (Vz) Vu) (s =yVae=zVamuVymzVyxuVz=u)

ist nur in solchen normalen Strukturen erfillt, deren Grundbereich héchstens 8 verschiedene Elemen-
te besitzt. Fiur eine Aussage v mit {«, 8} Eprr v gilt daher, dass sie genau in allen 3-elementigen
Strukturen allgemeingultig ist.
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Eine Folge, hiervon ist, dass der Satz von Lowenheim und Skolem in der Form von Theorem 2.112 fiir die
Pradikatenlogik mit Identitat nicht gilt.

Bekanntermaflen ist die Identitédtsrelation eine Aquivalenzrelation. Dartiberhinaus ist sie aber auch eine
Kongruenzrelation. Dies driickt sich in den Eigenschaften aus, die in dem nachfolgenden Lemma formuliert
sind.

Lemma 2.146 Sei S eine Signatur, f ein n-stelliges Funktionssymbol und P ein n-stelliges Relati-
onssymbol der Signatur S.
Die folgenden Formeln sind dann (in normalen Strukturen) allgemeingiiltig:

1. Vo)z =z (Ref)

2. Ers(f):=Nz1)...(Vo,) Vy1) ... (Vy) (m1 =1 Ao Az =y — (21, 20) = F (Y1, -+, Yn))

,Ersetzungsaxiom fiir f”

3. Ers(P):= Va1)...(Von) Vy1) ... Vyn) (@1 =i Ao AT =y — (P (21,00, 20) = P (Y1, -, Yn)))

, Ersetzungsaxiom fir P”

Weiter gilt:
{Ref, Ers(=)} Fpr (Vo) (V) (r =y — y = z) (Sym)
{Ref, Ers (=)} Epr (Vz) (Vy) (V2) (z =y Ay=z -z = z) (T'rans)

Beweis. Wir begriinden
{Ref, Ers(=)} Fpr (Vo) (V) (e =y —y =) (Sym)
Sei I = (A, w) ein pradikatenlogisches Modell fiir {Ref, Ers(=)}. Es gilt dann

[(V21) (Vo) (V) (Vo) (11 = g1 Ao =gz — (01 =22 — =)' =T
Daraus folgt fiir beliebige a, b aus dem Grundbereich |A| :

(@1 Ry Aza =z — (21 R @y — g1 = yp))] /o2 v bwe/ o) —

b

also wenn a = b und a =* a, dann gilt mit a =~* a auch b =* a.

Da I auch ein Modell von Ref ist, gilt fiir alle a € |A] a =* a. Wir erhalten, dass fiir alle a,b € |A]
gilt: wenn a ~* b dann auch b =4 q, also [z Ry — y = x]I{I/a’y/b} = T. Es folgt, dass I die Formel
(Vo) (Vy) (x =y — y = x) erfiillt. m

Sei S eine Signatur. Mit fun (S) := {Ers (f) | f Funktionssymbol in S} bezeichnen wir die Menge der Erset-
zungsaxiome fiir Funktionssymbole in S und mit rel (S) := {Ers (P) | P Relationssymbol in S} die Menge
der Ersetzungsaxiome fiir Relationssymbole in S.

Als Menge der Gleichheitsaziome wird dann die Formelmenge Eq (S) := {Ref}Ufun (S)Urel (S) bezeichnet.

Lemma 2.147 Sei a € Fmpyr (S) mit fvar (a) C {x1,...,2,}. Sei ferner 0 := a{x1/y1,...,Zn/Un},
wobei yi1,...,yn neue, in o nicht vorkommende Variablen sind. Dann gilt

Eq(S) Epr (Vz1) ... (Van) Yy1) ... (Vyn) (1 =1 A Axy R yy, — (e — ().

Beweis. Durch strukturelle Induktion. m

Bemerkung 2.148

Das ,,Formelschema” (Vx1) ... (Vzn) (Vy1) ... Yyn) (1 =1 Ao oA Zp Ry — (@ — 8)), wobei S wie oben
aus « gebildet ist, wird als Leibniz-Prinzip bezeichnet. Es ist zu Eq(S) gleichwertig und wird auch im
Tableau- bzw. Resolutionskalkil der Prddikatenlogik mit Identitat zugrundegelegt.

Uber diese Gleichheitsaxiome kann man den folgenden Zusammenhang zwischen der Priadikatenlogik und der
Préadikatenlogik mit Identitat herstellen.
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Theorem 2.149 Sei a € Fmpr, (S) und X C Fmpy, (S). Es gilt dann

YEprra & YUEq(S) FpLa

Den Beweis dieses Theorems werden wir nicht fithren. Ublicherweise erhilt man dieses Resultat aus dem
Vollstandigkeitssatz flir die Pradikatenlogik mit Identitét, dessen Beweis wir spéter skizzieren werden.

Die zentralen Resultate der Pradikatenlogik — Lemma von Hintikka, Modellexistenztheorem, Kompaktheits-
satz, Satz von Lowenheim und Skolem und der Vollstédndigkeitssatz — gelten mit geringfiigigen Anderungen
auch fiir die Pradikatenlogik mit Identitdt. In den meisten Féllen kann der entsprechende Beweis aus der
Pradikatenlogik direkt iibertragen werden, so dass wir nur fiir die Félle, in denen es groflere Abweichungen
im Beweis gibt, eine Beweisskizze liefern werden.

2.5.1 Hintikka’s Lemma fiir die Pradikatenlogik mit Identitat

Herbrand-Strukturen spielten eine wesentliche Rolle im Beweis der Vollsténdigkeit der Pradikatenlogik (ohne
Identitét): Hintikka’s Lemma garantierte dort die Existenz eines Herbrand-Modells. Enthélt nun aber die
Signatur beispielsweise wenigstens ein Funktionssymbol, so ist das Herbrand-Universum unendlich. Eine
Formel wie

(Va) (Vy) z = y,

die nur in normalen Strukturen mit einelementigem Grundbereich gilt, kann daher im Falle der Priadikatenlogik
mit Identitat in einer solchen Herbrand-Struktur nicht erfiillbar sein, so dass wir das Lemma von Hintikka
diesen Gegebenheiten anpassen werden. Hierbei wird die Rolle der Herbrand-Strukturen von den kanonischen
Strukturen ibernommen werden:

Definition 2.150 Eine S-Struktur A heif$t kanonisch genau dann, wenn fir jedes a € |A| ein Grund-
term t € Tmpy, (S) mit tA = a existiert.

Bemerkung 2.151 Jede Herbrand-Struktur ist kanonisch, aber nicht jede kanonische Struktur ist
eine Herbrand-Struktur.

Beispiel:

Sei die Signatur Sig = (S;0) gegeben. Die (normale) Sig-Struktur N := (N; SN;O) (wir schreiben hier
0 statt ON) mit SN (n) :=n+1 fir alle n € N ist dann kanonisch.

Definition 2.152 Fine Menge ¥ C Fmpr (S) von Aussagen heifst pradikatenlogische Hintikka-Menge
mit Gleichheit genau dann, wenn gilt:

1. Keine atomare Formel ist zugleich mit ihrer Negation in X enthalten.
1¢% -T¢x%
—feX = feX

a€EY = aj,az €Y (fur a-Formeln mit Komponenten ay und as)

Svo o e

BEX = B, €Y oder B,€X  (fir B-Formeln mit Komponenten B, und 35)

yEX = ~(t) € X fir alle Grundterme t € Tmpy, (S) und y-Formeln

X S

deX = d(t) € X fir eine 6-Formel und einen Grundterm t € Tmpy, (S)
Neu:

8. t=teX fir jeden Grundterm t € Tmpy, (S)

9. sy =ty . Sy =t €L = f(81,.-,80) = f(t1,...,tn) € X fiir jedes n-stellige Funktionssymbol
in S
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10. sy =t1,..., 80 Rtn, R(81,...,8,) €X = R(t1,...,t,) € X fir jedes n-stellige Relationssymbol in
S

Lemma 2.153 (Hintikka’s Lemma fiir die Pradikatenlogik mit Identitit) Sei S eine Signatur mit
nichtleerer Konstantensymbolmenge und ¥ C Fmpy, (S) eine pradikatenlogische Hintikka-Menge mit
Gleichheit.

Dann gilt:

Y. hat ein normales Modell, das kanonisch ist.

Beweis. Skizze.

Wir geben nur die Schritte an, in denen der Beweis vom Beweis des pradikatenlogischen Lemmas von Hintikka
abweicht.

Wir betrachten zunéchst ¥ als eine pradikatenlogische Formelmenge und bestimmen nach dem pradikatenlo-
gischen Lemma von Hintikka fiir 3 ein Herbrand-Modell A = (A; ~A (R;“)iel ; (f;“)jeJ ; (CkA)keK) zur
Signatur S (d.h. A ist im allgemeinen keine normale Struktur; es kénnen in A Grundterme s und ¢ mit s # ¢
und (s,t) € =A vorhanden sein).

Nun besagen nach Lemma 2.146 die Bedingungen (8) - (10) in der Definition einer pridikatenlogischen
Hintikka-Menge mit Gleichheit insbesondere, dass ~* eine Aquivalenzrelation auf A ist.

Wir bilden daher die Faktorstruktur
i (0 (1) (), () o)
iel jeJ keK
mit

A= {[t] |t € A} (d.h. A=A/ ~*; [t] ist die Aquivalenzklasse von ¢ unter ~*)
] ) = [ )]

([t1],. .-, [tn]) € RA & (t1,...,t,) € RA

A= [cﬁ]

[t1] =4 [to] & t1 =ty (dh. =4 ist die Identitét auf A’)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definitionen von der jeweiligen Wahl des Repriisentatenten unabhéngig sind.

Es folgt:

o A’ ist normal, da =4  die Identitit auf A’ ist

. [tA] = A" fiir jeden Grundterm ¢, also ist A’ kanonisch
Ist nun w eine A-Belegung und definiert man eine A’-Belegung w’ durch
so gilt fiir beliebige Terme t in Tmpy, (S)

und fir beliebige Formeln « in Fmpy, (S)

Da A ein Herbrand-Modell von X ist, folgt somit, dass A’ ein normales, kanonisches Modell von . =

Bemerkung 2.154 Man beachte, dass der Grundbereich von A aufgrund der Faktorisierung von A
nach = héchstens abzihlbar unendlich viele Elemente haben kann.
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2.5.2 Das Modellexistenztheorem fiir die Pradikatenlogik mit Identitat

Mit Hilfe des eben angegebenen Lemmas von Hintikka konnen wir fiir die Pradikatenlogik mit Identitét eben-
falls ein Modellexistenztheorem zeigen. Wir legen dabei dieselben Voraussetzungen hinsichtlich der Signatur
S wie im Fall der Pradikatenlogik zugrunde, d.h. es sind hochstens abzahlbar unendlich viele Relationssym-
bole, Funktionssymbole und Konstantensymbole vorhanden und Ky ist eine abzéhlbar unendliche Menge von
Konstantensymbolen, die in der Signatur S nicht vorkommen.

Definition 2.155 Es sei C C P (Fmpyr (S (Ko))) eine Menge (Kollektion) von Aussagenmengen.
C heifst pradikatenlogische Konsistenzeigenschaft mit Gleichheitgenau dann, wenn fir alle ¥ € C gilt:

1. a atomare Formel und a € ¥ = —a ¢ X.

2. 1¢%, -Tgx.

3. —feX = YU{g}ecC.

4. €Y = YU{ag,as} €C (fir eine a-Formel mit Komponenten oy und o).

5. 6€X = XU{B} €C oder TU{By} €C (fir eine B-Formel mit Komponenten 3, und (3,).

6. veX = ZU{y ()} €C fir eine y-Formel und jeden Grundterm t € Tmpr, (S (Ko)).

7.8 €X = XZU{d(c)} €C fir eine §-Formel und fir jedes bzgl. ¥ neue Konstantensymbol ¢ € K.
Neu:

8. YU {t=t} €C fir jeden Grundterm t € Tmpy, (S (Kop)).

9. sy =ty,...,sp =t €X = DU{f(s1,...,8n) = f(t1,...,tn)} € C fiir jedes n-stellige Funktions-
symbol in S.

10. sy = t1,...,8p =y, R(s1,...,8,) € X = XU{R(t1,...,tn)} € C fir jedes n-stellige Relations-
symbol in S.

Wie im Falle der Préadikatenlogik kann gezeigt werden, dass jede solche pradikatenlogische Konsistenzei-
genschaft mit Gleichheit zu einer erweitert werden kann, die teilmengenabgeschlossen und von endlichem
Charakter ist. Ferner gilt, dass fiir eine aufsteigende, abzéhlbar unendliche Folge (bzgl. Mengeninklusion)
von Elementen (d.h. Mengen) in einer solchen pridikatenlogischen Konsistenzeigenschaft mit Gleichheit die
Vereinigung dieser Mengen ebenfalls ein Element der Konsistenzeigenschaft ist. Damit ergibt sich wie im
Falle der Prédikatenlogik mit praktisch unveréndertem Beweis (nur fiir den Nachweis der Hintikka-Menge
sind zusétzliche Félle zu betrachten) das folgende Modellexistenztheorem.

Theorem 2.156 (Pradikatenlogisches Modellexistenztheorem mit Gleichheit) Sei ¥ C Fmpyr, (S)
eine Menge von Aussagen und C C P (Fmpr (S (Ko))) eine pridikatenlogische Konsistenzeigenschaft
mit Gleichheit und mit ¥ € C.

Dann gilt:

Y ist erfillbar in einem normalen kanonischen Modell zur Signatur S (Ko).

Als Anwendungen dieses Modellexistenztheorems erhalten wir wiederum den Kompaktheitssatz und den Satz
von Léwenheim und Skolem.

Theorem 2.157 (Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik mit Identitdt) Sei ¥ C Fmpy (S) eine
Menge von Aussagen.
Y. ist genau dann erfillbar, wenn jede endliche Teilmenge von X erfullbar ist.

Theorem 2.158 (Lowenheim und Skolem) Sei ¥ C Fmpy, (S) eine Menge von Aussagen.
Ist 3 erfillbar, so ist X erfillbar in einer Struktur mit hochstens abzdhlbarem Grundbereich.
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2.5.3 Tableau- und Resolutionskalkiil fiir die Pradikatenlogik mit Gleichheit

Wir geben hier nur noch die gegeniiber der Pradikatenlogik neu hinzukommenden Tableau-Regeln bzw.
Resolutionsexpansionsregeln an. Die neuen Regeln resultieren aus der Reflexivitédtseigenschaft von = und
dem Leibniz-Prinzip.

Tableau-Kalkiil

Die zuséatzlichen Regeln sind:

1. Tableau-Reflexivitatsregel: (informal)

An einen Zweig eines Tableaus kann ein Knoten angehéngt werden, der mit einer Aussage ¢t = ¢t markiert
ist. (notiert als t). t ist dabei ein Grundterm aus S (Kp).

t~

2. Tableau-Ersetzungsregel: (informal)

e Wenn in einem Zweig eines Tableaus ein Knoten mit s =~ ¢t und ein anderer Knoten mit a{u s}
markiert sind,

dann kann an das Ende des Zweiges ein Knoten angehéngt werden, der mit o {u 7t} markiert ist. Wir
notieren diese Regel in der Form
s~
afu,/s}
afu/t}

Resolutionskalkiil

In diesem Fall lauten die ergdnzenden Regeln:

1. Resolutions-Reflexivitétsregel: (informal)

Eine Resolutionsexpansion kann um die Klausel [t = t] erweitert werden, wobei ¢ ein Grundterm ist.

2. Resolutions-Ersetzungsregel: (informal)

Eine Resolutionsexpansion, in der die Klauseln [aq,...,ap, s = t] und [of,..., o, 5 {x,/s}] vorhan-
den sind, kann um die Klausel [a1,...,an, 0], ..., al,, 8{xt}] erweitert werden. Wir notieren diese
Resolutionsexpansionsregel in der Form

[a1,. .. an,s =]
[,y ag,, Bz, s}]
[a1,. .., an,af, ..., o, B{z,/t}]

Es gilt dann

Theorem 2.159 (Korrektheit und Vollstandigkeit) Die um die angegebenen Regeln erweiterten Ta-
bleau- und Resolutionskalkiile sind korrekt und vollstindig fir die Pradikatenlogik mit Identitdt.

Beweis. Ubungsaufgabe.
Der Nachweis der Korrektheit und Vollstandigkeit entspricht ganz der Vorgehensweise im rein préadikatenlo-
gischen Fall. m

2.6 Mehrsortige Pradikatenlogik

Im Aufbau der Pradikatenlogik hatten wir bisher immer nur einen Grundbereich, d.h. eine Sorte von Ob-
jekten, zugrundegelegt. Vielen Anwendungen der Informatik liegen jedoch Strukturen zugrunde, in denen
Objekte verschiedenen Typs vorhanden sind. Im folgenden sollen zwei Moglichkeiten angedeutet werden, mit
denen solche mehrsortigen Strukturen im prédikatenlogischen Formalismus behandelt werden konnen.
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2.6.1 Sortenreduktion

Bei dieser Methode wird ein Grundbereich, der die Objekte der verschiedenen Typen enthélt, zugrundegelegt.
Um dann iiber Objekte eines bestimmten Typs sprechen zu kénnen, sind daher zusétzliche Sortenpradikate er-
forderlich, die genau auf die Objekte dieses Typs zutreffen, so dass Objekte dieses Typs mit diesen Pradikaten
ausgewahlt werden konnen.

Beispiel 2.160 Bei der formalen Behandlung minimaler Spannbdume fir gerichtete Graphen wird
eine Struktur bendtigt fir kantenmarkierte gerichtete Graphen, deren Kanten (a,b) mit Kantenge-
wichten g (a,b) in Form von reellen Zahlen markiert sind.
FEine geeignete Struktur fir gerichtete Graphen ist z.B. A= (A;RA) mit einer zweistelligen Relation
RA diber A. Fiir die reellen Zahlen ist beispielsweise die Struktur R = (R;=, <;+,-0,1) passend.
Der Grundbereich B fir kantenmarkierte gerichtete Graphen besteht dann aus der Menge der Knoten
A und der Menge der reellen Zahlen R, d.h. B = AUR. Um nun gezielt iber Knoten bzw. reelle
Zahlen sprechen zu kénnen, bendtigen wir daher Sortenpridikate z.B. VB (fiir die Knoten) und Real®
(fiir die reellen Zahlen), so dass man fir kantenmarkierte gerichtete Graphen z.B. die Struktur
B:(B;VB,RealB,RB,: ,<B: g8 48,.B,05, 15)
verwenden kann, wobei auf R die Relationen, Funktionen und Konstanten =8, <B; 48 B.08 18 mit
den entsprechenden Relationen, Funktionen und Konstanten der Struktur R tbereinstimmen. Fine
passende Signatur ist dann S = (=, <,V, Real, R; g,+,;0,1).
Méchte man dann z.B. ausdriicken, dass die Kantenrelation nur zwischen Knoten besteht, so kann
dies in der folgenden Form geschehen:

(V) (vy) (R (z,y) — [2) Aly),

d.h. unter Hinzufigung dieser Formel erreichen wir, dass R (x,y) immer eine Aussage iber Knoten
x und y macht. Im allgemeinen werden jedoch Sortenpridikate verwendet, um gezielt iber Objekte
einer Sorte zu sprechen wie z.B. in den folgenden Aussagen:

,Der Graph hat genau einen Knoten”:

(V) (Vy) ([z) A[y) = z = y)
»Zu je zwei reellen Zahlen x und y gibt es eine reelle Zahl z, die verschieden von x und y ist”:
(Vx) (Vy) (Real () A Real (y) — (32) (Real (2) A~z = 2z A~y = 2)).

All- und FEzistenzaussagen werden also in der Regel immer tber die Relativierung auf die Sorte
ausgedrickt:
L, Fir alle Knoten x gilt a” durch

(vVz) ([z) — a)

und ,es gibt eine reelle Zahl z, so dass 38”7 durch

(32) (Real (z) A B) .

2.6.2 Mehrsortige Sprachen und Strukturen

Bei diesem Ansatz wird von vornherein eine mehrsortige pradikatenlogische Sprache gewéhlt.

Beispiel 2.161 FEinen Vektorraum V tber einem Korper K konnen wir durch die folgende zweisortige
Struktur reprdsentieren:

V= (K,V, :Ka :V;+K7 'K7OV7*K’V;0K7 ]-Kaev) s
wobei
K= (K =K, 4 K K. oK 1K) ein Kdarper,
(V =V.oV: V) die additive Gruppe der Vektoren und

#IV K X V — V die skalare Multiplikation von Vektoren ist.
Eine Sprache zur Behandlung einer solchen zweisortigen Struktur enthdlt dann
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Individuenvariablen fir jede Sorte

Pradikatssymbole und Funktionssymbole vom passenden ,,Typ”, z.B.
+ vom Typ k x k — k
x vom Typ k X v — v,

falls k der Typ von K und v der Typ von V ist.

Quantoren fir jede Sorte

Der Aufbau von Termen und Formeln muss typkompatibel erfolgen.

FEinige Formeln sollen dies verdeutlichen. Wir verwenden x;, i € N, als Variable vom Typ k
(also fiir Elemente des Kérpers) und y;, j € N, als Variable vom Typ v:

(Vl’o) (Vlﬂl) (VIEQ) (I’o . (xl —+ Ig) < T X1 —+ Zo - J?Q)
(Vo) (V1) (Yyo) ((wo - 21) * yo = o * (21 * Yo))
Der formale Aufbau einer mehrsortigen Pradikatenlogik in der hier angedeuteten Weise bereitet keine prinzi-

piellen Schwierigkeiten. Lediglich der technische Aufwand erhéht sich. Wir wollen hier wenigstens noch kurz
skizzieren, wie der Signatur- und der Strukturbegriff im mehrsortigen Fall aussehen kénnten.

Definition 2.162 Im mehrsortigen Fall ist eine Signatur S ein Tupel S = (So; R; F; K;ar) mit

1. So ist nichtleere Menge (die Menge der Sortensymbole)
(0.B.d.A. sei angenommen, dass die Symbole x und — nicht in So vorkommen.)
Wir fithren fir die nachfolgend angegebenen Worte iber dem Alphabet SoU {x,—} mit
ki,ka, ... kn, k € So,(n € N) Bezeichnungen ein:
(a) k1 X kg x ... x k, heifse Relationstyp und
(b) k1 X ko X ... X k, — k Funktionstyp.

2. R,F,K seien wie im einsortigen Fall die Mengen der Relations-, Funktions- und Konstanten-
symbole, wobei diese Mengen jeweils paarweise disjunkt sind.

3. ar ist jetzt eine Abbildung mit der Eigenschaft

(a) fir P € R ist ar (P) ein Relationstyp
(b) fir f € F ist ar(f) ein Funktionstyp, und
(¢) fiir c € K ist ar(c) € So.

Der Aufbau der Terme einer Sorte und der atomaren Formeln erfolgt dann wie zuvor im unsortierten Fall,
aber typkompatibel.

Definition 2.163

1. Jede Variable der Sorte k € So ist ein Term der Sorte k.
Ist f ein Funktionssymbol mit ar (f) = k1 X ka X ... X k, — k und ist t; ein Term der Sorte k; ,
1<i<n, soist f(t1,...,t,) ein Term der Sorte k.

2. Ist P ein Pradikatensymbol mit ar (P) = k1 X ko X ... X ky, und ist t; ein Term der Sorte k; ,
1<i<n, dann ist P (t1,...,t,) atomare Formel.

Der Aufbau der weiteren Formeln erfolgt entsprechend dem einsortigen Fall.
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Definition 2.164 Eine S-StrukturA ist ein Tupel A= (A;RA;]:A;ICA), wobei

1. A eine Abbildung ist, die jedem k € So eine nichtleere Menge Ay zuordnet (die Menge der
Objekte der Sorte k),

2. fiir jedes Relationssymbol R € R mit ar (R) = ky x ... x k, R eine Relation mit R* C Ay, x
oo X Akn 1st,

3. fiir jedes Funktionssymbol f € F mit ar (f) = k1 x ... x k, — k fA eine Abbildung von Ay, x ...x
Ay, nach Ay ist, und

4. fiir ein Konstantensymbol c € K mit ar (c) = k c¢* € Ay, ist.

Eine A-Belegung w ist schliefSlich eine Abbildung, die jeder Variablen der Sorte k ein Objekt aus Ay
zuordnet.

Die Semantikdefinition egibt sich dann kanonisch. Auch all die verschiedenen Resultate zur Pradikatenlogik
lassen sich ohne Schwierigkeiten auf die mehrsortige Pradikatenlogik iibertragen.

(Fir eine ausfiihrliche Darstellung einer mehrsortigen Pradikatenlogik siehe das Vorlesungsskript ,, Logische
Systeme der Informatik” von Herrn Thiele oder das Buch ,Logic for Computer Science” von J. Gallier,
erschienen bei Harper und Row, New York 1986)



Kapitel 3

Resolutionskalkiuil und Logische
Programmierung

Im Aufbau der Pradikatenlogik hatten wir als die zentralen Beweiskalkiile den Tableaukalkiil und den (nicht-
klausalen) Resolutionskalkiil eingefithrt. In der Weise, wie dies geschehen ist, sind diese Beweiskalkiile jedoch
nur fiir das manuelle Beweisen brauchbar. Wir wollen als Nachstes den Resolutionskalkiil in einer Form
présentieren, in der er mit entsprechenden Verfeinerungen fiir das automatische Beweisen geeignet ist und in
der er die Grundlage fiir das Logische Programmieren bildet. Insbesondere der zweite Punkt, das Logische
Programmieren, d.h. die Verwendung der Pradikatenlogik als Programmiersprache, spielt eine ganz wichtige
Rolle im Bereich der Kiinstlichen Intelligenz und auch fiir einige Datenbanktheorien.

Wir legen im Folgenden wieder die Pradikatenlogik ohne Identitat zugrunde.

3.1 Die pradikatenlogische Resolution

Wir formulieren zunéchst als ein spezielles Verfahren die Grundresolution, um so spéater die Vollstandigkeit
der préadikatenlogischen Resolution einfach beweisen zu konnen.

3.1.1 Grundresolution

Der folgende Abschnitt fasst bereits bekannte Resultate zum Resolutionskalkiil und zum Satz von Herbrand
zusammen zu dem Verfahren der Grundresolution. Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist dabei das
Korollar 2.140 zum Satz von Herbrand. (Mit entsprechenden Anpassungen und Erginzugen hitten wir
fiir diese Betrachtungen auch direkt die Korrektheit und Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils heranziehen
konnen.)

Nach diesem Korollar ist eine Aussage « genau dann unerfiillbar, wenn es zu einer Erfiillbarkeitsfunktionalform
B € F?® (a) einen Herbrand-Bereich D gibt, so dass E ((, D) unerfiillbar ist.

Wir {ibernehmen die Begriffe Literal, Klausel und konjunktive Normalform aus dem aussagenlogischen Teil
(vgl. die Definitionen 1.35 und 1.36):

Definition 3.1 (Literal, Klausel, konjunktive Normalform) Sei S eine Signatur und sei
a € Fmpy, (S)

1. Ist « eine atomare Formel oder ist « = = fiir eine atomare Formel 3 # T und 3 # L, so ist «
ein Literal.

2. Eine Klausel ist eine verallgemeinerte Disjunktion [aq,...,an] von Literalen aq, ..., ay,.
3. Eine konjunktive Normalform ist eine verallgemeinerte Konjunktion {(B1,...,0k) von Klauseln
B, B

107
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Definition 3.2 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthadlt.

1. Fir eine quantorenfreie Formel o € Fmpr (S) mit fvar(a) C {z1,...,2,} und Grundterme
t1,...,tn (aus dem Herbrand-Universum) heiffit a{x1,/t1,...,x,/tn} Herbrand-Instanz von a.

Ist a speziell eine Klausel, so wird eine Herbrand-Instanz von a auch als Grundklausel bezeich-
net.

2. « sei eine Aussage in Erfillbarkeitsfunktionalform. [ sei diejenige Formel, die aus « dadurch
resultiert, dass alle Quantoren (die nur noch universal sind) gestrichen werden. Jede Herbrand-
Instanz von ( ist dann auch eine Herbrand-Instanz von a.

Sei « eine Aussage und o € F*® (o) eine Erfullbarkeitsfunktionalform von «. Mit dem Theorem von Skolem
(Theorem 2.128) folgt, dass « genau dann erfiillbar ist, wenn o erfillbar ist. Zu o' existiert dann nach
Theorem 2.134 eine semantisch dquivalente prianexe Normalform der Gestalt (V1) ... (Va,,) 8 mit einem Kern
[ in konjunktiver Normalform. Fiir Fragen der Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit einer Aussage kénnen wir
uns somit auf Erfiillbarkeitsfunktionalformen der Gestalt (V1) ... (Vx,) 8 mit einem Kern § in konjunktiver
Normalform beschrénken.

Theorem 3.3 (Grundresolution) Eine Aussage (Vz1)...(Vxy,)a in Erfillbarkeitsfunktionalform und

mit einem quantorenfreien Kern o = (a1,...,ak) in konjunktiver Normalform ist unerfillbar & es
existiert eine Folge Ki,...,K; von Grundklauseln mit
o K; =[] und

o fiiri=1,...,5 gilt:
entweder ist K; Herbrand-Instanz einer Klausel oy fir ein l € {1,...,k} oder
K,=R(K,, K;) firl<r<s<ioder K;=R(K;) firl<s<i.

Beweis. Es gilt:
(Vxq1) ... (Va,) « ist unerfillbar

& es existiert ein Herbrand-Bereich D, so dass F ((Vx1) ... (Va,) «, D) unerfiillbar ist (nach Satz von Her-
brand).

& es gibt fiir ein geeignetes m > 1 Herbrand-Instanzen (1, ..., 8, von «, so dass {01, ..., Bm} unerfiillbar
ist. Sei 8; = (@14, ..., k), wobei die Klausel o ; eine Herbrand-Instanz der Klausel ¢; ist.

< {1, 01,0, 0 m, - - - Qg | ISt unerfiillbar.

< aus der Startexpansion fir {oq 1,...,Qk1, ..., Q1 m,. .., ¥ m} ist unter alleiniger Verwendung der Resol-
ventenbildung die leere Klausel [] herleitbar.

& es existiert eine Folge K, ..., K; von Klauseln mit
- K; =] und
-firi=1,...,j gilt:

entweder ist K; Herbrand-Instanz einer Klausel o fiir ein l € {1,...,k} oder K; = R (K,, K,) fur
1<r<s<ioder K; = R(K,) fir 1 <s < 1.
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Beispiel 3.4

1. Gegeben sei die folgende Aussage o := (VYx) (P (z) AN=P (f (z))), die eine Erfillbarkeitsfunktional-
form wvon (Vz) (3y) (P (x) A—=P(y)) darstellt. « ist offensichtlich unerfillbar. Sei ferner der
Herbrand-Bereich D = {c, f (¢)} gewdhlt. Die Herbrand-Expansion von « tber dem Herbrand-
Bereich D ist dann

P()A=P(f(e) AP (f(c)) N=P(f(f (),

oder in der Schreibweise mittels verallgemeinerter Konjunktionen und Disjunktionen
(P[P (D] PSP )]

Es ist ersichtlich, dass nach mehreren Resolutionsexpansionen u.a. die beiden Klauseln [P (f (c))]
und [P (f (¢))] vorkommen, so dass nach einem weiteren Schritt iber eine Resolventenbildung
die leere Klausel [] erhalten wird.

Nach dem Verfahren der Grundresolution konnen wir so vorgehen, dass wir zu den im Kern

([P (@)], [P (f (2))])

von a vorkommenden Klauseln durch geeignete Substitutionen Grundklauseln bilden und dann
Resolventenbildungen vornehmen:

[P ()] (=P (f (z))]
{z/f ()} ! ! {z/c}
[P (f (c))] (=P (f (0)]
\ /

2. Sei o= (V) (Vy) (=P () V=P (f (¢)) VQ () A (P (y)) A (=P (9 (d, 2)) V ~Q (d))) .

Der Kern von «a ist in konjunktiver Normalform und besteht aus den folgenden Klauseln
[P (z),~P(f(c),Q W), [PW)], [~P(g9(d,x)),~Q(d)].

Mit dem Verfahren der Grundresolution erhalten wir

(=P (x),~P(f(c),Q (y)] [P (y)] (=P (g (d, ), ~Q (d)]
{z/f(c),y/d} | {w/ f}/ NAyg(d, o)} Lz}
(=P (f(c)),Q (d)] [P (f (c))] (=P (g(d,c))]  [~P(g(d.c)),~Q(d)]
\ / N\ /
[Q (d)] [-Q (d)]
N\ /

Das Theorem iiber die Grundresolution besagt somit, dass wir die Unerfiillbarkeit einer Aussage

(Vzy1) ... (Va,) a
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in Erfiillbarkeitsfunktionalform und mit einem quantorenfreien Kern alleine durch die Bildung von Grund-
klauseln und unter Verwendung der Resolventenbildung zeigen konnen.

Ein wesentlicher Nachteil dieser als ,,Grundresolution” bezeichneten Methode ist, dass ein systematisches,
mit ertriglichem Aufwand arbeitendes Verfahren zur Ezeugung von Herbrand-Instanzen, die im Falle ei-
ner unerfiillbaren Aussage schliefilich zu einer Resolutionsherleitung von [] fithren, nur schwer realisier-
bar zu sein scheint. Die Substitutionen zur Erzeugung von Herbrand-Instanzen miissen ja gewissermaflen
,vorausschauend” gemacht werden. Auch ist der Aufwand noch unnétig grofl im Vergleich zu dem folgenden
Ansatz.

Dieser Ansatz, in dem Substitutionen zur Bildung von Resolventen zuriickhaltender durchgefiihrt werden,
geht auf J. A. Robinson zuriick und fiithrt uns zu einem neuen, klausalen Resolutionskalkiil, der schliellich
auch die Basis der logischen Programmierung bildet.

3.1.2 Unifikation

Im Verfahren der Grundresolution konnte eine (nichttriviale) Resolventenbildung dann vorgenommen werden,
wenn in einer Grundklausel eine atomare Formel vorhanden war, die in einer anderen Grundklausel negiert
vorkam. Grundklauseln hatten wir dabei durch Substitutionen von Grundtermen erhalten. Mit der Methode
der Unifikation wird nun versucht, diese ,Anpassung” von atomaren Formeln durch moglichst allgemein
gehaltene Substitutionen, also nicht durch Substitution von Grundtermen, so zu erreichen, dass fiir die
zugehorigen resultierenden Klauseln eine Resolventenbildung ermdéglicht wird.

Notation 3.5 Fir eine Menge M von Literalen und fir eine Substitution o sei Mo :={lo |l € M}.

Definition 3.6 Sei M eine endliche Menge von Literalen (einer Signatur S).
Eine Substitution o heifst

1. Unifikator fir M genau dann, wenn |Mo| =1, d.h. wenn Mo einelementig ist.
2. allgemeinster Unifikator fiir M genau dann, wenn

(a) o Unifikator fir M ist, und

(b) wenn gilt: ist 6 ein weiterer Unifikator fir M ist, so existiert eine Substitution o' mit
6 =oc0'.

3. Variablenumbenennung genau dann, wenn o (V) CV und o injektiv ist.

Bemerkung 3.7 Der allgemeinste Unifikator einer endlichen Menge von Literalen ist bis auf Variab-
lenumbenennung eindeutig bestimmdt.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Beispiel 3.8

1. Fir die Literalmenge {P (g (x,c),y),P(g(f(d),z),f(2)} ist {z/f(d),y/f(c),z/c} ein Unifi-
kator, da

[P (g (z,c),y){z/f(d),y/f(c),z/ct = P(g(f(d),c), f(c))
=[P (g(f(d),2), f () H{x/f(d),y/f(c),2/¢}.

In diesem Fall ist der Unifikator {z,/f (d),y,/f (c),z/c} bereits auch der allgemeinste Unifika-
tor.

2. Die Literalmenge {P (z),P (f (x))} besitzt offensichtlich keinen Unifikator.
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Theorem 3.9 (Unifikationstheorem) M sei eine endliche Menge von Literalen (einer Signatur S).
Besitzt M einen Unifikator, so besitzt M auch einen allgemeinsten Unifikator.

Beweis. Konstruktiv unter Verwendung des folgenden Unifikationsalgorithmus, der zu der Menge M einen
allgemeinsten Unifikator bestimmt, sofern einer existiert.

Unifikationsalgorithmus:

EINGABE: Eine nichtleere, endliche und geordnete Menge M von Literalen.
o:={} (dh. o ist die identische Substitution, die jede Variable auf sich selbst abbildet)
WHILE |Mo| >1DO

BEGIN
Suche im ersten Paar (I1,l2) von Literalen aus Mo die erste Stelle, wo sich I; und l5 unter-
scheiden.

IF keines der beiden an dieser ersten Stelle stehenden Symbole ist eine Variable
THEN stop ,,nicht unifizierbar”

ELSE BEGIN
Sei an dieser ersten Unterscheidungsstelle = die Variable in dem einen Literal und ¢ der
Term im anderen Literal.

IF x kommt in ¢ vor
THEN stop ,,nicht unifizierbar”
ELSE ¢’ :={z/t}; o:=00’
END
END;

Gib o als allgemeinsten Unifikator aus.

Wir zeigen die Korrektheit des Unifikationsalgorithmus.

Zunéchst gilt, dass der Unifikationsalgorithmus terminiert, da nach jedem Schleifendurchlauf die Anzahl der
in Mo vorkommenden verschiedenen Variablen um eins vermindert wurde. Es kann daher hochstens so viele
Schleifendurchléaufe geben, wie zu Beginn in M verschiedene Variablen vorhanden sind.

Es ist ferner offensichtlich, dass M nicht unifizierbar ist, wenn der Algorithmus mit der Meldung ,nicht
unifizierbar” stoppt.

Gibt der Algorithmus eine Substitution o aus, so ist wegen ||[Mo|| = 1 klar, dass o ein Unifikator ist. Es
muss also nur noch gezeigt werden, dass o auch allgemeinster Unifikator ist.

Sei n die Anzahl der Schleifendurchléufe. Sei og = { } und sei 0;, 0 < ¢ < n, die im i-ten Schleifendurchlauf
erhaltene Substitution ¢’, so dass ¢ = 0oy ...0, ist. Sei # ein beliebiger Unifikator fur M. Wir zeigen
0 = 0. Hieraus folgt, dass o ein allgemeinster Unifikator ist.

Wir zeigen hierzu durch Induktion nach i, dass fur alle i <n 6 = gg...0;0 gilt. Speziell fir i = n bedeutet
dies, dass 0 = o0 gilt.

1 =0: Da oq die identische Substitution ist, gilt o¢f = 6.

i—i+1: Sei 0,41 = {at}, d.h. im (i + 1)-ten Schleifendurchlauf ist ¢/ = {x,t}. Es gibt damit in
M (09 ...0;) zwei Literale Iy (0g...0;) und I3 (0g...0;), so dass an der ersten Stelle, an der sie sich
unterscheiden, x bzw. ¢ vorkommt.
Fir y # z gilt y0 = y (0:410).
Im Falle y = x gilt ebenfalls yf = y (0;116) :
Nach Voraussetzung ist 6 ein Unifikator von M und nach Induktionsvoraussetzung gilt 6 = oq...0;0.
Daher ist | M (o¢...0:0)| = ||M0]|| = 1. Folglich ist {1 ((6g...03)0) = la ((0p...0;)0). Insbesondere
muss dann aber x6 = t6 gelten. Es ist aber t0 = (x0;41) 0 = x (0;410). Es gilt also 20 = x (0;410).
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Damit folgt dann 6 = ;4160 und somit schliellich § = o¢...0,0 = 0¢...0;0,+10. Dies schliefit den
Beweis der Induktionsbehauptung ab.

Beispiel 3.10 Zum Unifikationsalgorithmus.
Gegeben sei die folgende Menge M = {P (f(z,9(c,y)),h(z)),P(f(f (u,v),w),h(f(c,d)))} von Lite-
ralen.
1. unterscheidende Stelle:

P(f(z,q(c,y)),h(2))

P(f(f(uw,v),w,h(f(c,d)))

T
fihrt zu o’ ={z,/f (u,v)} und o ={z,/f (u,v)}.

Nach Durchfihrung der Substitution o’ erhalten wir die

nachste unterscheidende Stelle:
P(f(f (u,v),g(c,y)),h(f,v)))
P(f(f (w,v),w),h(f(c,d)))
T
Folglich ist o' ={w,/ g (c,y)} und o ={z,/f (u,v),w, g (c,y)}.

Anwenden der Substitution o’ liefert die

nachste unterscheidende Stelle:
P(f(f (u,v),9(c,y)),h(fu,v)))
P(f(f (w,v),g(c,y)),h(f(c,d)))
T
Damit ist o’ ={u,/c} und o ={z,/f (c,v) ,w,/ g (c,y),u/c}.

Wenden wir wiederum die Substitution o’ an, so erhalten wir die

nichste unterscheidende Stelle:
P(f(f(c,v),g9(c,y)),h(f(c,v)))
P(f(f(c,v),g(c,y)),h(f(c,d)))
T
Es ist dann o' = {v/d} und o ={z/f (¢,d),w,/ g (c,y),u,/c,v,/d}.

Nach Durchfihrung der Substitution o' erhalten wir schliefSlich

Mo ={P(f(f(c,d),g(c,y)),h(f(c,;d)))}

Da Mo einelementig ist, haben wir mit o ={z/f (¢,d) ,w, /g (c,y),u,/c,v,/d} den allgemeinsten Uni-
fikator gefunden.
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3.1.3 Pradikatenlogischer klausaler Resolutionskalkiil

Einen klausalen Resolutionskalkiil héitten wir in Analogie zur Vorgehensweise in der Aussagenlogik einfiihren
kénnen. Wir wahlen hier jedoch einen allgemeineren und insbesondere effizienteren Ansatz. Unter Verwen-
dung der Unifikation definieren wir eine allgemeinere Form der Resolventenbildung, die dann die Grundlage
fiir den nachfolgenden priadikatenlogischen klausalen Resolutionskalkiil bilden wird.

Wir gehen im Folgenden jeweils von einer festen Signatur S aus.

Notation 3.11 FEin Literal | wird als echtes Literal bezeichnet, falls | # T und | # L.
Fiir ein echtes Literal | bezeichne
Joe =06 falls | =3 und B atomare Formel
Tl B fallsl=-p.

[ wird auch als duales Literal von I bezeichnet.

Definition 3.12 Seien ay,as und 8 Klauseln.
B heifit pradikatenlogische Resolvente von ay und ag (notiert als § = Res (a1, a2)) genau dann, wenn
qgilt:

1. es gibt Variablenumbenennungen o1 und oz, so dass a101 und asos keine gemeinsamen Variablen

enthalten.
2. es existieren echte Literale ly,... 1, in anoy, m > 1, und U,...,ll in asoq, n > 1 sowie eine
Substitution 0, so dass M = {ll, ce by Uy l;} mit 0 als allgemeinstem Unifikator unifizierbar

ist zu MO = {l}.
3. ﬂ = ((0410'1 — [l1, .. .,lm]) L (0420'2 — [lll, .. ,l;]))&

(oder in anderer, dquivalenter Darstellung: 8= (o016 — [I]) U (az020 — [1]))

(B heifit triviale pradikatenlogische Resolvente von a; genau dann, wenn 1 als Literal in oy vorkommt
und

ﬁ = Q1 — [J_} .
(notiert als 8 = Res (1))

Sprechweise: (1 ist aus a; und as (bzw. aus ai) mittels Resolution (oder unter Anwendung der
Resolutionsregel) erhalten worden.

Beispiel 3.13 Gegeben sind die beiden Klauseln a = [-Q (2),P (f (x)), P (2)] und
B=[R(g(x),c),~P(x)]. Wir wollen eine Resolvente zu diesen beiden Klauseln bestimmen.

Da in beiden Klauseln die Variable x vorkommt, fuhren wir fur die beiden Klauseln eine Variable-
numbenennung durch mit o, = {} und og = {z/u}.

Es sei o/ = aoy und § = Bog. Somit ist o/ =[-~Q (z), P (f (z)),P(2)] und 8’ =[R(g(u),c),P (u)].
Die Menge = {P(f (x)),P(2),P (u)} ist unifizierbar mit 0 = {u,/f (z),z,/f (x)} als allgemeinstem
Unifikator.

Damit ist o/0 = [-Q (f (x)), P (f (x))] und 8’60 = [R(g(f (x)),c),~P(f(x))]. Resolvente von o und 3
15t dann

Res (a, 8) = [-Q (f (x)), R (9 (f (z)), )]

Lemma 3.14 Seien ai,as, 8 Klauseln zur Signatur S mit § = Res (a1, o) (bzw. S = Res(a1)).
Es gilt dann fir eine beliebige S-Struktur A :
a1, a9 sind allgemeingiiltig in A < ay, a9, 0 sind allgemeingiltig in A.
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Beweis. Die Beweisrichtung ,,<=” ist trivialerweise erfiillt. Wir zeigen daher nur die Richtung ,,=":

Es gelte A =pr a; fur ¢ = 1,2. Wir missen A =py, § zeigen.

Da 3 = Res (a1, a2), existieren Variablenumbenennungen o1, 09 und ein allgemeinster Unifikator § sowie ein
Literal [ mit 8 = (1016 — [I]) U (az020 — [1]).

Da A Epy, «;, folgt sofort mit dem Substitutionslemma A =py, o080 fur i = 1,2.

Sei w eine beliebige A-Belegung. Es gilt dann 4% = T oder 4% = T.

Wir betrachten den Fall [4* = T. Der andere Fall ist analog zu behandeln.

Es ist somit A" = F. Wegen A =pr, ay010 existiert in der Klausel ay016 — m ein Literal [; mit lf"w =T.
Es folgt A,w Epy, (a1019 - m) U (ago98 — [I]) und somit A, w Epr, 5. Da w beliebig gewahlt war, folgt
AEpL (. =

In Analogie zum Begriff der Resolutionsexpansion im nichtklausalen Resolutionskalkiil bzw. im klausalen
Resolutionskalkiil der Aussagenlogik fithren wir den Begriff der prédikatenlogischen Resolutionsexpansion
ein. Da nur Klauseln vorhanden sind, ist lediglich die Resolventenbildung durch die prédikatenlogische
Resolventenbildung zu ersetzen.

Definition 3.15 Sei ¥ eine Menge von Klauseln und {aq,...,a,} eine endliche Menge von Klauseln.
Der Begriff der pradikatenlogischen 3-Resolutionsexpansion fir {aq,...,an} wird induktiv definiert:

1. oq,...,qy ist eine pradikatenlogische X-Resolutionsexpansion fir {ay,...,a,} (die Startexpansion)

2. Ist
ﬁla"'aﬁm

eine pradikatenlogische ¥-Resolutionsexpansion fir {1, ...,on} und ist § € ¥ oder 3 = Res (8;, 8;)
oder 3 =Res(6;), 1 <i<j<m, so ist

ﬂh"'vﬂmuﬂ

eine pradikatenlogische Y-Resolutionsexpansion fir {ay,...,an}.

Eine prddikatenlogische X-Resolutionsexpansion B1,...,0n fir O mit m > 1 und B, = [ heifit
préadikatenlogische Resolutionsherleitung von 3 aus 3
(notiert als ¥ Fr ().

Als Vorbereitung fiir den Nachweis der Widerlegungsvollstéandigkeit zeigen wir, dass ,,aussagenlogische Resol-
ventenbildungen” in gewisser Weise zu préadikatenlogischen Resolventenbildungen , geliftet” werden konnen
mit dem Resultat, dass die Widerlegungsvollstandigkeit auf die Widerlegungsvollstandigkeit der Grundreso-
lution (siehe Grundresolutionssatz) zuriickgefiihrt werden kann.

Theorem 3.16 (Lifting-Lemma) «ay,as seien Klauseln, 51 und B2 seien Herbrand-Instanzen von oy
bzw. ag und es sei = R(01,0=2) eine nichttriviale Resolvente von (1 und [s.

Dann existiert eine nichttriviale pradikatenlogische Resolvente a = Res(ay,asz), so dass (3 eine
Herbrand-Instanz von « ist.

Graphisch veranschaulicht:

ai o oy o
! ! N /
B B = «
N / !
B B

Beweis. Es seien 61 und 6, Variablenumbenennungen, so dass var (a161) Nvar (azfz) = 0.

(1 und By sind Herbrand-Instanzen von «q bzw. as. Daher sind 3; und s auch Herbrand-Instanzen von
o161 bzw. aqbs.

Seien o1, 09 Substitutionen mit 3; = a;0;0;, 1 = 1,2. O.B.d.A. gilt fir = ¢ var (a;0;) o; (x) =z, i =1, 2.
Wir setzen o := g109.
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Es gilt dann fiir i = 1,2 §; = a;0,0, da in 51 und (2 keine freien Variablen vorkommen und die Variablenmen-
gen in a161und asfs disjunkt sind. Nach Voraussetzung existiert ein Literal [ in (31, so dass [ in f vorkommt

und g = (B — [I]) U (62 — [l_]) Es seien l11,...,l1;m, m > 1, die Literale in o167 mit ly10 = ... = l1,,0 =1
und loq,...,lon, n > 1, die Literale in aofy mit ls1o0=... = lgnO'j l. (ELgilt also lgjo =1,1<i < n.)
Da o ein Unifikator fiir die Literalmenge M = {lll,...,llm,lgl, .. .,lgn} ist, existiert nach dem Unifi-

kationstheorem ein allgemeinster Unifikator 6§ fiir M. Sei M0 = {ly}. Nach Definition ist daher o =

(1610 — [lg]) LU (a2920 — [lg ]) eine pradikatenlogische Resolvente von « und as.
Da 6 ein allgemeinster Unifikator fiir M und o ein Unifikator fiir M ist, existiert eine Substitution ¢’ mit
0o’ = 0. Damit folgt

B =) (B2 - [1])

a0 — [l U (a2920 — [Z])

((0161 — [l11s -+, lim]) U (202 — [la1, .. -, lan])) o
= ((c1by — [l11,- -+, l1m]) U (202 — [l21, . . ., l2])) O’
(1610 — [lg]) U (220 — [1g ])) o

d.h. 3 ist eine Herbrand-Instanz von oc. m

Theorem 3.17 (Resolutionstheorem der Pridikatenlogik) Sei die Aussage

a= Vay)... (V) B

eine Erfillbarkeitsfunktionalform mit einem Kern 0= (oa, ..., a) in konjunktiver Normalform.
Es gilt dann:
« ist unerfillbar genau dann, wenn {aq,...,ax} Fr|].
Beweis.
»w<=": Es gelte {a1,...,ar} Fr[].
Sei f1,...,0m mit m > 1 und S, = [] eine prdadikatenlogische Resolutionsherleitung von [] aus
{051, ceay Ozk}.
Angenommen, « ist erfiilllbar. Da « eine Aussage ist, gibt es also eine Struktur A mit A Epr a. Damit
sind dann auch § und folglich o, ..., a; allgemeingiiltig in A.
Da 8 € {ai,...,a}, ist also (1 allgemeingiiltig in A. Durch Induktion und unter Verwendung von

Lemma 3.14 folgt, dass alle §;, 1 < i < m, in A allgemeingiiltig sind, insbesondere auch die leere
Klausel []. Wir erhalten also einen Widerspruch. « ist folglich nicht erfiillbar.

»=>": Sei a unerfiillbar.

Nach dem Theorem iiber die Grundresolution (Theorem 3.3) existiert eine Folge von Grundklauseln

B, .., 0, mit m > 1 und 8, = [], so dass fur ¢ = 1,2,...,m gilt: [, ist entweder Herbrand-
Instanz einer Klausel aus {a1,...,ar} oder 8. = R(ﬂ;) oder g = R( ;,ﬂl’) mit 1 < j <1 < i.
Fiir jedes ¢« = 1,...,m definieren wir nun induktiv ein (; so, dass (1,...,3; eine pradikatenlogische

Resolutionsherleitung von 3; ist.

Ind.Anf.: 3] kann nur Herbrand-Instanz einer Klausel v aus {aq, ..., ax} sein. Setze 1 := 7.

Ind.Vor.: Fiir alle j < 7 sei 3; so definiert, dass 55- eine Herbrand-Instanz von 3; und f, ..., 5; eine
pradikatenlogische Resolutionsherleitung von 3; ist.

Ind.Schritt: Wir unterscheiden nach den moglichen Féallen:
Falls 3] eine Herbrand-Instanz einer Klausel v € {aq, ..., ax} ist, so setze [; := 7.
Falls 8, = R (ﬁ;) oder g/ = R( ;-,ﬁl’) mit 1 < j <1 < i, so sind nach Induktionsvoraussetzung
B; bzw. B; und §; bereits definiert. Nach dem Lifting-Lemma (Lemma 3.16) gibt es dann eine
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pradikatenlogische Resolvente Res (;) bzw. Res (5, £), so dass 8, Herbrand-Instanz dieser Resol-
vente ist. Wir setzen 3; := Res (3;) bzw. 3; := Res (3;, 6;) . Damit ist dann (3 Herbrand-Instanz

von 3; und fB1,...,[; eine pradikatenlogische Resolutionsherleitung von f;.
Da insbesondere also 31, ..., B, eine pradikatenlogische Resolutionsherleitung von 3, ist und 3,, gleich der
leeren Klausel sein muss, folgt somit {ay,...,ax} Fr[]. =

Beispiel 3.18 Sei o = (V) (Vy) 8 eine Erfillbarkeitsfunktionalform mit dem Kern

B=(-P(),Q (), Rz, [ ()], [~P(z),Q(x),5(f ()], [T ()], [P()], [~R(c,x),T (z)],
(=T (), =Q ()], [T (y) , =S (W)]) -
0 ist offensichtlich in konjunktiver Normalform.

Wir zeigen, dass aus der Menge der in B vorkommenden Klauseln die leere Klausel herleitbar ist, so
dass a also unerfillbar ist.

1 [T (c) in 0

2 [T (2),-Q (2)] in 3

3 [=Q(o)] Resolvente aus 1,2

4 [P (@), Q(x),S(f(x)]  inf

5 [2P(e),S(f ()] Resolvente aus 3,4

6 [P(c)] in 3

7 [S(f ()] Resolvente aus 5,6
8 [~P(),Q(x),R(z, f(x)] inp

9 [Q(c),R(c, f ()] Resolvente aus 6,8
10 [R(c, f ()] Resolvente aus 3,9
11 [-R(c,z),T ()] in B

12 [T (f ()] Resolvente aus 10,11
13 [=T(y), =S (y)] in 3

14 [-S(f(e)] Resolvente aus 12,13
15 ] Resolvente aus 7,14.

3.2 Verfeinerung der Resolution

Die Verwendung der Unifikation im pradikatenlogischen klausalen Resolutionskalkiil bringt fiir die Beweissu-
che gegeniiber der Grundresolution eine erhebliche Reduzierung des Suchraumes mit sich. Nach wie vor sind
aber die kombinatorischen Moglichkeiten fiir die Bildung von Resolutionsherleitungen immens grof}, da es i.a.
viele Paare von Klauseln gibt, zu denen eine Resolvente gebildet werden kann. Insbesondere konnen Resol-
venten ldnger als die Ausgangsklauseln werden, was das Potential fiir Resolventenbildungen erhéht. Man war
daher schon friihzeitig bestrebt, den Resolutionskalkiil so zu verfeinern, dass die Menge der Klauseln (und
damit der Suchraum fiir Klauseln), die fiir eine Resolventenbildung in Frage kommen, eingeschrankt wird.
Im folgenden sollen einige bedeutende Resolutionsrestriktionen vorgestellt werden.

Zur Vereinfachung der Darstellung und der Beweise sei angenommen, dass T und L in Klauseln nicht vor-
kommen.
3.2.1 Lineare Resolution

Die Idee ist hier, die Resolutionsherleitung so einzuschranken, dass jeweils die zuletzt erhaltene Klausel im
nachsten Schritt fiir eine Resolventenbildung verwendet wird.
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Definition 3.19 Sei ¥ eine Menge von Klauseln und o eine Klausel mit o ¢ 3.

1. Eine lineare (pradikatenlogische) Resolutionsherleitung von o aus ¥ (notiert als ¥ Frr «) ist eine
Folge

(QO; ﬁO) PR (ana ﬁn)
von Paaren von Klauseln «a;,3;, 0 <1 <mn, so dass
(a) ap € 3 (Startklausel).
(b) Bi € ¥ oder §; =« fiir ein j mit 0 <j<i<n.
(¢) ait1 =Res(ay,5;), 0<i<n.
(d) o = Res(ay, Br)
a; heifst dann Verbindungsklausel (engl.: center clauses) und (3; Seitenklausel.

LX) :={a|XtLra}.

2. Fine lineare Resolutionswiderlegung von X ist eine lineare Resolutionsherleitung von [| aus 3.

FEine lineare Resolutionsherleitung von [] aus ¥ ist dann 2.B.

[P (2),Q (2)] [P (), =@ (x)]
| /
[P ()] (=P (2),Q (2)]
| /
@ ()] (=P (z),-Q (z)]
| /
(=P (2)] [P ()]
| /

Wir wollen als Nachstes fiir die lineare Resolution die Korrektheit und Vollstandigkeit ebenfalls in der fol-
genden Form zeigen:
Ist die Aussage

a=Vz1)...(Va,) B

eine Erflillbarkeitsfunktionalform mit einem Kern § = (o, ..., oy) in konjunktiver Normalform, dann gilt:
« ist unerfillbar genau dann, wenn {aq,...,ax} Frr [].
Die Korrektheitsaussage ,{aq,...,ax} Frr [] = « ist unerfillbar” ist offensichtlich, da die lineare Resolu-

tion eine Einschrankung der vollen Resolution darstellt. Wir miissen also nur noch die Vollstandigkeit zeigen.
Hierzu sind noch einige Vorbereitungen erforderlich.
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Definition 3.21 Sei X eine Klauselmenge und A C X.

A heif$t Stitzmenge fir ¥ genau dann, wenn 3\ A erfillbar ist.

Eine lineare Resolutionsherleitung (co,B0),- .-, (@n, Bn) von a aus ¥ besitzt die Stiitzmenge A genau
dann, wenn ag € A.

Die Intuition, die mit dem Begriff der Stiitzmenge verbunden ist, ist die, dass die Stiitzmenge den ,,eigentlichen
Grund” fiir die Unerfiillbarkeit einer Formelmenge darstellt. Beispielsweise mochte man zeigen, dass aus
einem Axiomensystem 3 eine bestimmte Aussage « folgt, so dass also ¥ U {—a} unerfiillbar ist. Nimmt man
also das Axiomensystem als gegeben an, so wird man den ,,Grund” fiir die Unerfiillbarkeit in der Formel -«
lokalisieren wollen.

Definition 3.22 Sei X eine Klauselmenge.
3 heifit minimal unerfilllbar genau dann, wenn X unerfillbar und jede echte Teilmenge von X erfillbar
15t.

Lemma 3.23 Sei ¥ eine unerfillbare Klauselmenge und A eine Stitzmenge fir 3.
Es gibt dann eine (bzgl. C) minimale unerfillbare Teilmenge X' C ¥ und ANY ist eine Stitzmenge
fur Y.

Beweis. Sei ¥ unerfiillbar. ¥ ist somit ungleich der leeren Menge. Damit existiert eine bzgl. Mengeninklusion
minimale Teilmenge ¥/ von X", die unerfiillbar ist.

Sei nun A eine Stiitzmenge fiir ¥. Wiare AN Y = ), so wiirde ¥ C ¥\ A gelten. Somit wire ¥\ A
unerfillbar, da ¥’ unerfiillbar ist. Wir erhalten dann einen Widerspruch, da A eine Stiitzmenge fiir ¥ und
¥\ A daher erfiillbar ist.

Also gilt ANY # (). Dann aber ist ¥\ (ANY') C ¥/, somit erfiillbar aufgrund der Minimalitatseigenschaft
von Y. Es folgt, dass A N Y/ Stiitzmenge fiir ¥/ ist. ®

Notation 3.24 Sei ¥ eine Menge von Klauseln und 1 ein (echtes) Literal mit var (¥) = var (1) = 0.
o= {a— [l] | € ¥ und l kommt in o nicht Uor}.

Bemerkung 3.25

1. Informell gesprochen ist ¥! diejenige Klauselmenge, die aus ¥ dadurch entsteht, dass der Wahr-
heitswert von | mit T fiziert wird, wobei dann zusdatzliche Vereinfachungen vorgenommen wer-
den. Klauseln, die aufgrund dieser Festlequng den Wahrheitswert T erhalten, werden gestrichen.
In Klauseln, die | enthalten, wird | entfernt, da die resultierende Klausel semantisch dquivalent
181.

2. Ist ¥ eine unerfillbare Klauselmenge mit var (X) = 0, so sind fir ein variablenfreies Literal
Y und X! ebenfalls unerfillbar.

Beispiel 3.26 Sei ¥ = {[P(c),~R(d),R(c)],[~P (c),~R(c)],[P(d), R (c)]}.
Dann ist S7© = {[=R ()], [P (d), R ()]} und £F© = {[~R(d), R (c)], [P (d), R ()]}

Theorem 3.27 (Vollstandigkeit der linearen Resolution)

Sei die Aussage (Vx1)...(Va,)a eine Erfillbarkeitsfunktionalform mit einem Kern a = (a1,...,0m)
in konjunktiver Normalform.

Es gilt dann:

Ist (Vz1)...(Vzy,) a unerfillbar, so gilt {a1,...,am} FLr []

Ferner:

Ist A eine Stitzmenge fir die unerfillbare Klauselmenge {aq,...,am}, so gibt es eine lineare Reso-
lutionswiderlegung von {ai,...,a,} mit Stitzmenge A.
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Beweis. Aus dem Beweis des Grundresolutionssatzes (Theorem 3.3) geht hervor, dass (Vay)...(Va,)«
genau dann unerfillbar ist, wenn es eine endliche Menge ¥ von Herbrand-Instanzen von aq, ..., ay, gibt, die
unerfiillbar ist.

Insbesondere gibt es dann auch immer eine minimal unerfiillbare Menge ¥ von solchen Herbrand-Instanzen.
Sei B € ¥ beliebig gewahlt. Wir zeigen, dass es eine lineare Resolutionswiderlegung von ¥ mit Stiitzmenge
{A} (d.h. mit Startklausel §) gibt.

Wir beweisen dies durch Induktion nach der Anzahl k der in ¥ vorkommenden Literale (jedes Vorkommen
wird also gezéhlt). Da wir T und L ausgeschlossen haben, muss eine unerfiillbare Klauselmenge ¥ mindestens
zwei verschiedene Literale enthalten, so dass wir den Induktionsbeweis mit k = 2 starten.

Induktionsanfang k = 2: Es ist dann [I],[I] € ¥ und 8 = [|] fiir ein Literal [. Die Behauptung gilt
offensichtlich.

Induktionsschritt £ — k + 1 : ¥ enthalte k + 1 Literale, k > 2.

Fall 1: 8 = [I] fiir ein Literal .

Nach Bemerkung 3.25 2. ist X! unerfiillbar. 3! enthilt hochstens k Literale. Sei ¥/ eine minimale
unerfiillbare Teilmenge von X!. Es gilt dann:

In ¥’ existiert eine Klausel ', so dass 3 U [Z_ ] € Y. Wiirde dies ndmlich nicht gelten, so wire
¥ C ¥\ {B}. Da X’ unerfiillbar ist, wiare % also nicht minimal unerfiillbar, im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass ¥ minimal unerfiillbar ist.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir 3’ eine lineare Resolutionswiderlegung (a1, 81), ..., (Qn, Bn)
mit Stiitzmenge {#'}, d.h. a3 = . Es sei a1 := Res (an, Bn), also an+1 =[]

Wir konstruieren aus dieser Resolutionswiderlegung fiir ¥’ eine fiir ¥ mit Stiitzmenge {#} in n + 1
Schritten.

Schritt O :

Setze vo := B (= [I]), & := 8’ U [1]. Es gilt dann oy = Res (70, 60)=0".

Es seien fiir 1 < ¢ < n die Schritte 0, ...,7 — 1 bereits ausgefiihrt.

Schritt ¢ :

Wir ersetzen in Abhéngigkeit von den moglichen Fallen (o, 5;) durch (4, 6;) bzw. durch (v;, ;) , (74, 85),
so dass a;+1 = Res (v, 0;) bzw. a; 41 = Res (74, 9}) .

Yi ‘= QG

1. Falls 8; = oj (=1y;) fiir ein j < 4, setze 0; := a;.
Es gilt dann «;11 = Res (o, 5;) = Res (74, 0;)-
2. Falls 3; € ¥’ C ¥! unterscheiden wir 2 weitere Fille:
0; € ¥ : Setze §; := ;. Es gilt dann ;11 = Res (a;, 8;) = Res (vi, 6;).
Gi ¢ ¥
In diesem Fall gilt g; U [ﬂ e
Wir setzen
5 = ;U [1],
v} :=Res (1:,6;) (=Res (s, B U [1]) = aiy1 U [1])
5= (=)
Es gilt dann fiir diesen Fall o1 = Res (a1 U [1],[I]) = Res (7}, }).
Es ist leicht zu verifizieren, dass die so definierte Folge eine lineare Resolutionsherleitung aus X
mit Stiitzmenge {3} darstellt. Da speziell fir i = n a1 = Res (n, 65) bzw. ani1 = Res(v),,00)

gilt, und da ay+1 = [], folgt, dass diese lineare Resolutionsherleitung bereits eine Resolutionswi-
derlegung ist.
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Fall 2: g8 =1l,...], d.h. § enthdlt mehr als ein Literal.
Setze ' := [ — [l]. Es gilt, dass die Klauselmenge ¥ unerfiillbar ist und dass 8’ € L.
ZZ\ {B'} ist erfiillbar.
Begriindung:
Da ¥ minimal unerfiillbar ist, existiert eine Struktur A mit
A Epp o fiir alle « € ¥\ {A} und
pA=F.
Hieraus folgt 14 = F, da 8 = [, .. ].
Damit folgt weiter A =py, a fiir alle a € £\ {3}, d.h. B\ {3’} ist erfiillbar.

Sei nun ¥’ eine minimal unerfiillbare Teilmenge von sl
Es ist dann 3’ € &, da ¥\ {3’} erfiillbar ist.

Die Anzahl der Literale in ¥’ ist kleiner als die in ¥, also < k. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
damit eine lineare Resolutionswiderlegung (ag, Bo) ,- - -, (an, Br) von ¥’ mit Stiitzmenge {5’}

Setzt man fir 0 <7 <n

af = oy U]

P falls §; € & )
v BiUl] sonst (dh. 3; € XL 3, ¢ %),
dann folgt
af =0
(o, 30) 5., (al,B)) ist lineare Resolutionsherleitung aus ¥ und mit Stiitzmenge {4} und

ayq = Res(ay,, 0,) ist gleich [I].

Nun ist (X \ {8} U {[l]}) unerfiillbar. Denn wire diese Klauselmenge erfiillbar durch eine Interpretation
I, so wiirde diese Interpretation auch ¥ erfiillen, da 8 =[l,...]. ¥ ist aber unerfiillbar.

Die Anzahl der Literale in (X \ {8} U {[l]}) ist kleiner als die von X, also < k, da § mindestens zwei
Literale enthalt. Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann eine lineare Resolutionswiderlegung

(a0, 05) + -+ (i, Br) von (X \ {4} U {[I]}) mit Stiitzmenge {[I]}.
Damit ist dann aber («f, 5)), .- ., (o, 85), (&g, B88) .., (adh,, BI) eine lineare Resolutionswiderlegung
von ¥ mit Stiitzmenge {0}.

Exakt wie im Beweis des préadikatenlogischen Resolutionstheorems kann schliefllich mit Hilfe des Lifting-
Lemmas zu dieser linearen Resolutionswiderlegung von ¥ eine lineare (pradikatenlogische) Resolutions-
widerlegung von {a1, ..., &, } konstruiert werden. Damit ist dann die Behauptung gezeigt. m

3.2.2 Input- und SLD-Resolution

Neben der linearen Resolution gibt es eine Vielzahl weiterer Resolutionsrestriktionen, die im Rahmen des
automatischen Beweisens entwickelt worden sind und die ebenfalls zu vollstdndigen Beweisverfahren fiir die
Priadikatenlogik fithren. (Eine ausgezeichnete Darstellung solcher Verfahren findet sich in dem Buch von A.
Leitsch: The Resolution Calculus, Springer Verlag 1997.)

Wir wollen als Néchstes zwei Resolutionsrestriktionen behandeln, die von zentraler Bedeutung fiir das Lo-
gische Programmieren sind: die Input-Resolution und die SLD-Resolution. Beide Resolutionsrestriktionen
fiihren dazu, dass sie nicht mehr vollstandig fiir die volle Pradikatenlogik sind, d.h. es gilt nicht, dass aus
einer unerfiillbaren Klauselmenge die leere Klausel mittels dieser Resolutionsrestriktionen herleitbar ist. Fiir
die wichtige Klasse der Hornformeln sind sie jedoch vollstandig.
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Lineare Input-Resolution

Definition 3.28

1. FEine (pradikatenlogische) lineare Input-Resolutionsherleitung von a aus X (notiert als ¥ Frrr «) ist
eine lineare Resolutionsherleitung von a aus X, in der jede Seitenklausel aus ¥ ist.

2. FEine lineare Input-Resolutionswiderlegung von ¥ ist eine lineare Input-Resolutionsherleitung von

[] aus X.

Bemerkung 3.29 Lineare Input-Resolution ist nicht vollstindig. Zum Beispiel besitzt die unerfillbare

Klauselmenge
L =A{[P(c),R(0)],[=P(c), R(0)],[P(c),~R(c)],[=P(c), =R (c)]}

keine lineare Input-Resolutionswiderlegung.

Definition 3.30
1. FEin Literal heifst

(a) positiv, falls es eine atomare Formel ist, und

(b) negativ, falls es eine Negation einer atomaren Formel ist.
2. Eine Klausel o= [ly,... 1] heifst

(a) definite Klausel, falls genau ein Literal l;, 1 < i < m, positiv ist.
(b) negative Klausel, falls ly, ...l negativ sind.
(¢) Horn-Klausel, falls sie definit oder negativ ist.

3. FEine Formel « in pranexer Normalform

a=(Qx1)...(Qx,) B,

B ={a1,...,am) in konjunktiver Normalform, heifst Horn-Formel, wenn jede Klausel a;, 1 <1i <
m, eine Horn-Klausel ist.

Beispiel 3.31 [-P (z, f (y),c),—Q (2)], [-P (z,z,y),Q (y)] und [Q (c)] sind Horn-Klauseln, hierbei ist
die erste Klausel [-P (z, f (y),c),~Q (z)] eine negative Klausel. Die beiden anderen Klauseln sind
definit.

(V) Fy) ([P (2, f (y) , 0), ~Q (2)], [P (z,2,y), Q ()], [Q (¢)]) ist daher eine Horn-Formel.

SLD-Resolution

Diese Resolutionsrestriktion ist nur fiir Horn-Klauseln definiert. In ihr wird die Wahl des Literals, hinsichtlich
dessen die néachste Resolvente gebildet werden soll, mittels einer ,,Selektionsfunktion” festgelegt. Da wir hier
mehr an theoretischen Betrachtungen interessiert sind, ignorieren wir diesen Aspekt und legen stattdessen
eine nichtdeterministische Auswahl zugrunde.

Definition 3.32 Sei X eine Menge von Hornklauseln.

1. Eine lineare Input-Resolutionsherleitung von a aus ¥ mit negativer Startklausel heifst SLD-
Resolutionsherleitung von « aus ¥ (notiert als ¥ Fsrpr ).

2. Fine SLD-Resolutionswiderlegung von X ist eine SLD-Resolutionsherleitung von [| aus X.
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Bemerkung 3.33

1. Die Abkiirzung ,,SLD” steht fiir , Linear resolution with Selection function for Definite clauses”.

2. Als Spezialfall der linearen Input-Resolution ist die SLD-Resolution als Widerlegungsverfahren
fiir beliebige praidikatenlogische Klauselmengen ebenfalls nicht vollstandig.

3. Die hier gegebene Definition der SLD-Resolution ist allgemeiner als die insbesondere Imple-
mentierungen zugrunde liegenden Fassungen. Dort werden geordnete Klauseln (Listen, in de-
nen Literale mehrfach auftreten konnen) verwendet, und fir die Resolventenbildung wird jeweils
nur ein Literal aus den beiden Klauseln herangezogen, auch wenn dies mehrfach auftritt bzw.
unifiziert werden kénnte. Da dies fir die Vollstandigkeitsbetrachtungen keinerlei Auswirkungen
hat, gehen wir nicht darauf ein.

4. Als Spezialfille der linearen Resolution sind die lineare Input-Resolution und die SLD-Resolution
natirlich ebenfalls korrekt.

Beispiel 3.34 Wir geben eine SLD-Resolutionswiderleqgung der Klauselmenge
S =A[=P(c),~P(b),P(a)],[PO®)],[P(c),P(e)],[P(c),~P(d)],[P(d)],[~P(a)]}

an. a,b,c,d und e sind hierbei Konstantensymbole.

(=P (a)] (=P (c), =P (b), P (a)]
| /
(=P (), =P (b)] [P (c), ~P (d)]
| /
(=P (b) ;=P (d)] [P (d)]
| /
(=P (v)] [P ()]
| /

Theorem 3.35 (Vollstindigkeit der linearen Input- und der SLD-Resolution) Sei oo =
(Vz1)...(Va,) B eine Hornformel (in Erfillbarkeitsfunktionalform) mit dem Kern 8= (a1,...,mn) .
Ist o unerfillbar, so gilt

1. {oq,...,am} }_LIR H
2. {al,...,am} }_SLDR H .

Beweis. Da eine SLD-Resolutionswiderlegung insbesondere eine lineare Input-Resolutionswiderlegung ist,
geniigt es, {a1,...,am} Fsrpr [] zu zeigen.

Wie im Beweis der Vollstédndigkeit der linearen Resolution schon gezeigt, geniigt es, den folgenden Spezialfall
zu betrachten, um dann mit dem Lifting-Lemma das Resultat auf den allgemeinen Fall zu {ibertragen:

¥ ={a1,...,amn} sel eine minimal unerfiillbare Menge von Hornklauseln, die keine Variablen enthalten.
Wir werden fiir diesen Spezialfall zeigen, dass aus ¥ mittels SLD-Resolution die leere Klausel herleitbar ist.
Fiir ¥ gilt, dass ¥ wenigstens eine negative Klausel enthalten muss. Andernfalls wére eine Herbrand-Struktur,
in der jede atomare Formel den Wahrheitswert T" erhalt, ein Modell von ¥, da jedes positive Literal einer in
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3. vorkommenden Klausel in dieser Herbrand-Struktur den Wahrheitswert 1" erhélt. Sei somit « eine solche
negative Klausel in 3. Aufgrund der Vollsténdigkeit der linearen Resolution existiert dann eine lineare Reso-
lutionswiderlegung von ¥ mit der Stiitzmenge {a}. In dieser Resolutionsherleitung ist dann jede Resolvente,
die verschieden von der leeren Klausel [] ist, eine negative Klausel (einfacher Induktionsbeweis). Da zu zwei
negativen Klauseln keine Resolvente gebildet werden kann, muss die Seitenklausel aus ¥ sein, d.h. es liegt
eine lineare Input-Resolution vor, in der die Startklausel negativ ist, also eine SLD-Resolutionswiderlegung
von X. ®

Notation 3.36

1. Eine SLD-Resolutionsherleitung
(a()a ﬁo) P (ana ﬁn)

von a aus X notieren wir auch in der Weise:

507170 517‘71 ﬂn—lv”n—l ﬁnyo'n
ap — a1 — az... —  a, — aglqq

wobei die o;, 0 < 1 < n, die in der Resolventenbildung von «; und (; benutzten Substitutionen
sind.

2. Ist (o, Bo) .-, (an, Bn) eine SLD-Resolutionswiderlegung von 3, so heifit die Verkettung
0001 ...0n

dieser Substitutionen Antwortsubstitution dieser Resolutionswiderlegung.

3.2.3 Logik-Programme

Die Bestimmung von Antwortsubstitutionen kann fiir die Losung von Problemen, die in Form von Klauselmen-
gen gegeben sind, genutzt werden. Diese Eigenschaft fiihrt uns zu den Logik-Programmen, die iiblicherweise
in Form von Horn-Klauseln formuliert sind. Die Beschrankung auf Horn-Klauseln hat hierbei die folgenden
Griinde.

1. Fast alle interessanten mathematischen Theorien lassen sich mittels Horn-Formeln axiomatisieren, so
dass die Beschrankung auf Horn-Klauseln in den meisten Fillen keine Einschrankung darstellt.

2. Verfahren zur Erzeugung von Antworten bei Vorliegen von Klauseln, die keine Horn-Klauseln sind, sind
schwierig.

3. Fiir Horn-Klauseln existieren effizientere Algorithmen. Z.B. ist das aussagenlogische Erfiillbarkeitsprob-
lem fiir Horn-Klauseln in quadratischer Zeit 16sbar. Die pradikatenlogische Erfiillbarkeit bzw. Allge-
meingiiltigkeit von Horn-Formeln ist allerdings ebenfalls unentscheidbar, wie man sofort dem Beweis des
Satzes von Church entnehmen kann: die dort auftretenden Formeln kénnen leicht semantisch dquivalent
in Horn-Formeln tberfiihrt werden.

Definition 3.37 Ein Logik-Programm ist eine endliche Menge von definiten Horn-Klauseln.
Wir unterscheiden hierin zwei Arten von Programm-Klauseln:

1. Fakten.
Das sind Klauseln, die nur ein Literal, das folglich positiv ist, enthalten.

(In der logischen Programmiersprache PROLOG wird ein solches Fakt [P (z,y)] in der Form
p(X,Y) notiert, d.h. fir Variablen werden grofle Anfangsbuchstaben und fir Pradikats- und
Funktionssymbole kleine Anfangsbuchstaben verwendet.).
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2. Prozedur-Klauseln.

Das sind die Klauseln, die wenigstens zwei Literale enthalten (genau ein positives und minde-
stens ein negatives).

(Notation einer Prozedur-Klausel (o, nayq, ..., "ay,] mit atomaren Formeln o, aq,. .., a, in PRO-
LOG:

Ql— Xly...,0p.

o heifft dann der (Prozedur-) Kopf und ay,...,a, der (Prozedur-) Rumpf.)

Ein Logik-Programm wird aufgerufen durch eine Zielklausel. Hierbei ist eine Zielklausel als eine
negative Klausel definiert.
Notation einer Zielklausel [-aq,...,nay,] mit atomaren Formeln ai,...,a, in PROLOG:

7T — a1,...,0p.
Mit dem Begriff der Prozedur-Klausel
ol — x1,...,0n.

verbinden wir anschaulich gesprochen die folgende prozedurale Interpretation:
Um « erfolgreich auszufithren, muss zunéchst oy, dann as, usw. und schliellich «,, erfolgreich ausgefiihrt
werden.

Notation 3.38 Fir eine Klausel o mit var (o) = {z1,...,2m} sei Va:= (Va1)... (Vo) a.
Fir ein Logik-Programm X sei V3 := {Va | a € E}.

Theorem 3.39 Sei ¥ ein Logik-Programm, o = [-aq,...,~«a,] eine Zielklausel fir ¥ und 0 eine
Antwortsubstitution einer SLD-Resolutionswiderleqgung von

YuU{a}.

Dann gilt:
v lZPL (041/\.../\0én)9.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion iiber die Lange k der SLD-Resolutionswiderlegung von ¥ U {a}, dass
gilt:

Fiir alle k > 1, fur alle Zielklauseln « der Gestalt a = [—aq, ..., "ay,] fir ein n > 1 : besitzt ¥ U {a} eine
SLD-Resolutionswiderlegung der Lénge k, so gilt VX =pr (e A ... Aay) 6.

k =1: Es gilt dann fiir die Zielklausel o = [~ay, ..., "] und fir ein § € 3

Dies ist nur dann der Fall, wenn n = 1, also o = [-ag] ist und g ein Fakt ist mit So = a;0.

Es gilt ¥ |=pr 8. Damit gilt VX =pr, fo, also VX Epr aq0o.

k—k+1: Bsseia% " Aoy Yo Proz Vi Prok [] eine Resolutionswiderlegung von ¥ U {a} mit a =
Lange k
[Caq, ..., —ay] als Zielklausel und

ﬁ = [O/, —'(51, ey ﬁém}.
Es gelte fur die Substitution o : o/oc = ;0 fiir ein 7 mit 1 <i < n.

Damit ist
Y1 = (["(51, ceey _‘5m7 Ty ey, _‘Oln} — ["Cki]) g.
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Fiir XU {71} existiert eine Resolutionswiderlegung der Lange k. Nach Induktionsvoraussetzung fiir (X
und) 1 gilt mit 8’ = o1 ... 0%

Ve | N Gion N\ ajo |0 (3.1)
1<j<m 1<jsn
J#i
Die Antwortsubstitution fiir die Resolutionswiderlegung von ¥ U {a} ist 6 := o6’.
Wegen 5 € ¥ gilt
vy ':PL [O/Q, —'519, ey —|5m9] (3.2)

Wegen (3.1) gilt VX =pr, 6,0, 1<j<mundVE =pr a;0, 1<j<nundj#:.
Mit (3.2) folgt somit VX =pp o’f. Es ist aber o/8 = ;0. Damit folgt schlieflich insgesamt

v 'ZPL /\ ajG.

1<j<n
Dies war zu zeigen.

Bemerkung 3.40 Die prozedurale Interpretation der Prozedur-Klauseln zusammen mit der Bestim-
mung der Antwortsubstitution bildet die Grundlage fir die Verwendung von Logik-Programmen als
logische Programmiersprachen. Das folgende, allgemein gehaltene Beispiel soll hierbei die Rolle der
Antwortsubstitution verdeutlichen.

Sei (Va1)...(Vom) (an A ... Aay) eine universale Hornformel mit definiten Klauseln aq,...,q, (d.h.
{a1,...,a,} ist ein Logik-Programm). Es soll festgestellt werden ob fir die atomare Formel B mit
den freien Variablen yy,...,yx

(Vz1) ... (Vam) (ca Ao A aw) Err Byr) .- Byk) B

qgilt.
Wir nutzen den folgenden Zusammenhang aus:

(Vz1) ... (Vam) (aa Ao Aaw) Erp Byr) ... Gyk) B
& (Vo) ... (Vo) (aa Ao Aa) A= (Fyr) ... (3yk) B unerfillbar

< {ay,...,an,~0} Fsipr [] ; hierbei sei 6 die Antwortsubstitution.

& (Vor)...(Vom) (e Ao ANaw) Ern By, 0 (1), e/ 0 (ye) }-

Die Antwortsubstitution 0 liefert uns somit Elemente 0 (y1),...,0 (yx), fir die die Formel 8 behauptet
wird.

Beispiel 3.41 Wir haben das folgende Logik-Programm
1 [Q (:(:,z),ﬁP (z,y),~Q (yaz)]

2 [Q(u,u)]
3 [P (b0)]
und die Zielklausel (Anfrage)
4 [-Q(z,0)]

gegeben. Wir wollen somit also feststellen, ob

(V) (Vy) (V2) (Vu) ((Q (z,2) V =P (z,y) V =Q (y,2)) A Q (u,u) A P (b,¢)) Fpr (32) Q (2, ¢)
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gilt. Wir erhalten die folgende Resolutionsherleitung (Achtung: wir benutzen eine nichtdeterminierte
Selektion)

4 [_‘Q (l‘,C)]
I o1 :{21/07 39/1171}

5 [ﬁP (x1,91),7Q (y1,¢)| Resolvente aus 1,4; das ndchste selektierte Literal unterstrichen

1 oz ={y1/¢c, u/c}
6 [P (21,0)] Resolvente aus 2,5
1 o3 = {z1,/b}
7 [] Resolvente aus 3,6

Die Antwortsubstitution o10903 liefert ein gesuchtes Element, namlich x (010203) = b.
(Die Indizes fiir die Variablen in den Substitutionen resultieren aus den Umbenennungen, die bei den
Resolventenbildungen vorzunehmen sind.)

Notation 3.42 G bezeichne im Folgenden eine Zielklausel fur ein Logik-Programm.

Definition 3.43 Sei X ein Logik-Programm, G eine Zielklausel.

1. FEine Selektionsfunktion f ist eine Funktion, die jeder Zielklausel G' ein Literal in dieser Ziel-
klausel zuordnet.

2. FEin SLD-Baum fiir X, G und mit Selektionsfunktion f (notiert als SLD (X, G, f)) ist ein Baum,
dessen Knoten mit Zielklauseln markiert sind, so dass gilt:

(a) Die Wurzel ist mit G markiert.

(b) Ists ein Knoten des Baumes mit Markierung G' = [~aq, ..., ~ag] und ist f ([-aq, ..., —og]) =
-, wobei 1 <i <k, dann hat s fir jede Programmklausel [3,—01,...,70,] € ¥, fir die zu
{a;, B} ein allgemeinster Unifikator 6 existiert, einen Sohn, der mit

[_‘ah"'7_'ai—17_'ﬂ17"'7_'ﬂn7_'o‘i+1a'~'a_'ak}9

markiert ist.

(c) Weitere Knoten existieren nicht.

Anmerkungen zur Programmiersprache PROLOG

Wenngleich logische Programmiersprachen nicht Gegenstand der Vorlesung sind, soll doch wenigstens auf
einige Besonderheiten der gegenwiértig wohl wichtigsten logischen Programmiersprache, ndmlich PROLOG,
hingewiesen werden.

1. In PROLOG ist die Selektionsfunktion in der Weise implementiert, dass sie immer das erste Literal der
Zielklausel auswéhlt. Dies stellt, wie man sich leicht iiberlegen kann, keine Beschrankung des Verfahrens
dar. Auf die Moglichkeit, in einer Resolventenbildung mehrere Literale einer Klausel zu unifizieren, wird
verzichtet.

2. PROLOG’s ,,Standard-Auswertungsstrategie” sieht so aus, dass immer die erste Klausel im Programm
gewdhlt wird, fir die eine Resolventenbildung moglich ist, d.h. es wird im SLD-Baum aus Effizienz-
griinden ein Tiefendurchlauf vorgenommen mit der Konsequenz, dass u.U. eine vorhandene Losung
nicht gefunden wird.
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3. In fast allen Implementierungen von PROLOG wird im Unifikationsalgorithmus auf den Test verzichtet,
ob die Variable, die mit einem Term unifiziert werden soll, in diesem bereits vorkommt (,,occur check”).
Die Folge ist: Das Programm kann u.U. eine , Losung” liefern, obwohl gar keine existiert, so dass in
einem solchen Fall das PROLOG-Programm nicht korrekt ist. Es liegt am Programmierer, auf die
Problematik des occur check zu achten und damit die Korrektheit des Programms zu sichern.

4. PROLOG bietet die Moglichkeit, mittels eines ,,cut” Teile des SLD-Baumes beim Backtracking von
einem Durchlauf auszugrenzen.

Positiv gesehen kann dies zu einer Effizienzsteigerung fithren bzw. iiberhaupt erst das Finden einer
Losung erméglichen, stellt andererseits aber auch eine weitere Quelle fiir Unvollstédndigkeit dar, da
vorhandene Losungen eventuell nicht gefunden werden.

Deklarative Semantik von Logik-Programmen

Das Thema ,,Semantik von Programmiersprachen” und damit auch die Semantik von logischen Programmier-
sprachen ist nicht Gegenstand dieser Vorlesung. Aufgrund der engen Verflechtung mit dem Gebiet der Logik
und hier insbesondere mit den Herbrand-Modellen wollen wir dieses Thema aber wenigstens fliichtig streifen.

Notation 3.44 Sei S eine Signatur, die wenigstens ein Konstantensymbol enthdlt.
Die Herbrand-Basis Bg zur Signatur S ist dann die Menge aller atomaren variablenfreien Formeln
aus Fmpp (S).

Beispiel 3.45 Sei S = (P,Q; f;c) mit ar (P) =ar (f) =1 und ar (Q) =1. Dann ist {f*(c)|i € N} das
Herbrand-Universum und

{P(f'(c).Q(f () |ieN}

die Herbrand-Basis.
Hierbei ist

1 (¢):=c
f(e) = f(c) und
P (e) == f(f" (¢)) firn > 0.

Bemerkung 3.46 In Herbrand-Strukturen ist der Grundbereich wie auch die Interpretation der Funk-
tions- und Konstantensymbole bereits durch die Signatur bestimmt. Verschiedene Herbrand-Struktu-
ren konnen sich nur durch die Interpretation der Prddikatensymbole unterscheiden. Wir kénnen
nun Herbrand-Strukturen mit der Menge der Formeln aus der Herbrand-Basis identifizieren, die sie
erfillen.

Es sei fiir eine Herbrand-Struktur A zur Signatur S M4 :={a € Bg | A Epr, a}. My ist somit eine
Teilmenge von Bg. Im folgenden werden wir hdufig von dieser Identifizierung von einer Herbrand-
Struktur A mit der Teilmenge M4 der Herbrand-Basis Gebrauch machen.

Beispiel 3.47 FEs sei die Signatur aus Beispiel 3.45 zugrundegelegt. Ferner sei die folgende Herbrand-
Struktur A = {H (S); PA,Q4; f;c} mit PA = {c,f(f(c))} und Q* = {f (c)} gegeben. Dann kénnen
wir A mit der Menge {P(c),P(f(f(c)),Q(f(c))} identifizieren.

Sei ¥ nun ein Logik-Programm der Signatur S. ¥ besteht also aus einer Menge von definiten Klauseln. Unter

der eben genannten Identifizierung ist dann Bg ein Herbrand-Modell von V¥. Da jedes andere Herbrand-
Modell (via Identifizierung) eine Teilmenge von Bg ist, ist Bg somit das grofite Herbrand-Modell von VY.

Theorem 3.48 Sei X ein Logik-Programm der Signatur S. VX besitzt ein kleinstes Herbrand-Modell.
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Beweis. Sei M;, ¢ € I fiir eine geeignete Indexmenge I, die Menge der Herbrand-Modelle von VY. Da Bg
ein Herbrand-Modell von VX ist, ist I # (). Wir setzen My, := ﬂie ;1 M;. My ist somit eine Herbrand-Struktur
(via Identifizierung). Sei « eine beliebige definite Klausel aus ¥. Wir zeigen, dass My, Vo erfiillt, so dass also
My ein Modell von VY ist.

Wir betrachten den Fall Vao = (Va1)... (Vo) (IV =l V...V =ly,) mit positiven Literalen [,1;, ..., 1, und
m > 1. Der Fall, dass « ein positives Literal ist, ist einfacher und wird hier nicht bewiesen.

Sei w eine beliebige Belegung. Es gilt dann

ME, w }ZPL Va

& Mg,w{xl/tl,...,xk/tk} ):PL IV —ly V...V, fiur alle Terme tq,...,t; € H(S) (H(S) ist das
Herbrand-Universum zur Signatur S)

& (Mg,w{xl/tl,...,xk/tk} ):PL LUAN...Nl, = Mz,’w{l‘l/tl,...,l‘k/tk} ':PL | fir alle Terme
ty,...,tp € H(S).)

Es gelte nun fiir beliebig gewéhlte Terme ¢4, ...,t, € H (S)

Ms,w{zy t1,..., 2/t FPL LA Al

Aufgrund des Substitutionstheorems gilt

My, w ’:PL 1 {l‘l/tl,...,J:k/tk}/\.../\lm{l‘l/tl,...,xk/tk}
Damit gilt dann fiir jedes ¢ € I

M;,w l:PL 1 {xl/tl,...,xk/tk}/\.../\lm{xl/tl,...,xk/tk},

und folglich auch
M, w Epr l{z/ t, . okt }

nach Voraussetzung iiber die Herbrand-Modelle M;.
Wir erhalten somit fiir alle ¢ €

M, w{xi,/ti,..., 26,/ t} FEpL

und damit nach Definition von Ms,

Ms,w{x/ ti,..., 2/ tr} Epr .

Dies war aber zu zeigen. m

Dieses nach dem eben bewiesenen Theorem 3.48 vorhandene und eindeutig bestimmte kleinste Herbrand-
Modell My, wird als die deklarative Semantik des Logik-Programms 3. bezeichnet. Fiir diese erhalten wir
noch eine weitere Charakterisierung.

Theorem 3.49 Sei X ein Logik-Programm der Signatur S. Dann gilt:
ME:{CYEBs|VZ ):PLO‘}-

Beweis. Es gilt

o)) |:pL «

V¥ U {—a} ist unerfiillbar

VY U {—a} besitzt kein Herbrand-Modell
[—\a]A = F fiir jedes Herbrand-Modell von VX
a* = T fiir jedes Herbrand-Modell von V3
a€ Ms. m

toee o0

Fiir die deklarative Semantik kann noch eine elegante Fixpunktcharakterisierung erhalten werden. Dies soll
hier aber nicht mehr behandelt werden. Siehe hierzu z.B. J.W. Lloyd, Foundations of Logic Programming,
Springer Verlag 1993 (2. Auflage).
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Anmerkungen zu ,,negation by (finite) failure”

Logik-Programme der hier betrachteten Art haben die Eigenschaft, dass aus ihnen keine negativen Literale
gefolgert werden konnen. Dies ergibt sich z.B. aus der Tatsache, dass fiir ein Logik-Programm ¥ die Herbrand-
Basis immer ein Herbrand-Modell von VX darstellt. In manchen Kontexten — man denke z.B. an Datenbanken
— mochte man jedoch aus der Tatsache, dass ein positives Fakt nicht gefolgert werden kann, schlieflen, dass
dieses Fakt nicht zutrifft. Bezogen auf unsere Logik-Programme heifit dies, dass man aus der Tatsache, dass
ein positives Literal [ aus einem Logik-Programm nicht folgt, folgert, dass -l gilt.

Beispiel 3.50 Betrachten wir das folgende Logik-Programm X :

Angenommen, wir wollen ermitteln, dass P (e) nicht zutrifft. Weder P (e) noch =P (e) ist eine seman-
tische Folgerung aus {P(c),P(d)}. Unterstellt man, dass dieses Logik-Programm eine vollstindige
Beschreibung aller positiven Sachverhalte und der daraus ableitbaren positiven Sachverhalte beinhal-
tet, dann wird man aus der Tatsache, dass P (e) nicht gefolgert werden kann, schlieffen, dass —P (e)
zutrifft.

Das Postulat (bzw. die Schlussregel), dass eine Aussage « nicht zutrifft, wenn « aus dem Logik-Programm
¥ nicht gefolgert werden kann, wird als closed world assumption (CWA) bezeichnet. Diese zugrundeliegende
Schlussregel ist ein Beispiel fiir eine nicht-monotone Schlussregel. Das Hinzufiigen von zusétzlichen Pramissen
kann bewirken, dass Aussagen, die zuvor gefolgert werden konnten, nach dem Hinzufiigen dieser Pramissen
nicht mehr gefolgert werden konnen. Wiirden wir zu dem im Beispiel 3.50 angegebenen Logik-Programm
das Fakt [P (e)] hinzufiigen, so kénnten wir mit der CWA-Regel nicht mehr auf =P (e) schliefien, da ja P (e)
jetzt eine semantische Folgerung ist.

Die Feststellung, dass fiir ein Logik-Programm 3 ein positives Literal [ nicht aus ¥ semantisch folgt, ist
dquivalent dazu, da§ ¥ U {—l} erfiillbar ist, also dquivalent dazu, dafl keine SLD-Resolutionswiderlegung von
¥ U {~l} existiert. Man spricht in diesem Zusammenhang daher auch von negation by failure, d.h. =i
wird aufgrund der Tatsache gefolgert, dafl keine SLD-Resolutionswiderlegung von ¥ U {—l} existiert. Man
wiirde nun gerne Logik-Programme um dieses ,,negation by failure” Prinzip erweitern. Hier ist man aber mit
dem Problem konfrontiert, dass es kein algorithmisches Entscheidungsverfahren gibt, mit dem man ermitteln
kann, ob ein positives Literal | aus einem Logik-Programm 3 semantisch folgt. Man verwendet daher ein
schwécheres Prinzip: negation by finite failure. Nach diesem Prinzip darf = dann gefolgert werden, wenn
fiir eine Selektionsfunktion f ein endlicher SLD-Baum SLD (%, [-l], f) existiert, der nicht erfolgreich ist
(d.h. kein Blatt enthélt die leere Klausel). Dieses Prinzip des negation by finite failure ist in den géngigen
PROLOG-Implementierungen realisiert.
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Kapitel 4

Modale Logiken

Die klassische Préadikatenlogik (erster Stufe), die wir im zweiten Kapitel und im Zusammenhang mit der
Logischen Programmierung auch noch im dritten Kapitel behandelt haben, ist fiir die meisten Anwendungen
ausreichend. Anhand von Beispielen ergab sich aber auch, dass bestimmte Eigenschaften nicht mit Mitteln
der Pradikatenlogik (erster Stufe) ausdriickbar sind. Wir wollen uns nun speziellen Anwendungen zuwenden,
fiir die die Ausdrucksmittel der Pradikatenlogik in den meisten Féllen zwar geniigen wiirden, bei denen aber
eine Beschrankung auf die Pradikatenlogik oft zu einer umstédndlichen, zum Teil auch Probleme verdeckenden
Behandlung fiihrt.

Betrachten wir die Aussagen A =,,im Jahre 2050 ist 1 Euro mehr wert als 1 Dollar” und B =, im Jahre 2050
ist 1 Euro mehr wert als 1 DM”. « bzw. 3 seien die formalen Représentationen dieser Aussagen in einer
geeigneten pradikatenlogischen Sprache. Es ist offensichtlich, dass « und 3 keine allgemeingiiltige, wohl aber
erfiillbare Aussagen darstellen, da die in diesen Aussagen enthaltenen Konstantensymbole in unterschiedlichen
Strukturen unterschiedliche Interpretationen erfahren kénnen. Wenn wir nun ausdriicken wollen, dass die
Aussage A moglicherweise zutrifft und die Aussage B (aufgrund des festen Wechselkurses) aber notwendiger-
weise gilt, so konnen wir dies folglich nicht gleichsetzen mit der Erfiillbarkeit von « bzw. Allgemeingiiltigkeit
von 3 im pradikatenlogischen Sinn. Fiir die Beurteilung, ob die in unserer Alltagssprache formulierten Aus-
sagen A bzw. B moglicherweise bzw. notwendigerweise zutreffen, kommen fiir uns nur solche Situationen
(Welten, Strukturen) in Betracht, in denen die beteiligten Gréfien immer dieselbe Bedeutung wie in unserer
aktuellen Situation haben, d.h. Konstantensymbole werden immer gleich interpretiert. Abh#ngig von einer
aktuellen Welt sind somit immer nur bestimmte andere Welten vorstellbar oder — wie wir auch sagen wollen —
moglich. ,Notwendigerweise gilt A” werden wir daher in einer Welt p (beispielsweise der aktuellen) dann als
wahr ansehen, wenn in allen in p als moglich vorstellbaren Welten ¢ die Aussage A gilt. So konnen wir uns
also fur das Jahr 2050 eine Welt vorstellen, in denen 1 Euro mehr wert ist als 1 Dollar. Und ebenso ist z.B.
denkbar, dass im Jahr 2050 1 Dollar mindestens soviel wert ist wie 1 Euro. Beide Aussagen ,,moglicherweise
gilt A” und ,,moglicherweise gilt nicht A” werden wir daher als wahr ansehen.

Um nun solche modalen Bestimmungen von Aussagen wie ,, A gilt moglicherweise” und ,, A gilt notwendi-
gerweise” behandeln zu konnen, erweitern wir die Pradikatenlogik zur sogenannten Modallogik.

Historisch gesehen hat die Modallogik einen rein philosophischen Ursprung. Es war hier das Ziel, insbesondere
die Logik der Begriffe , notwendigerweise”, ,moglicherweise”, ,,wissen”, ,glauben” u.a. zu erhellen. Durch
die Entwicklung der Informatik hat der Bereich der Modallogik ganz wesentliche Impulse erfahren. Nicht
nur, dass mit Programmverifikation und -spezifikation neue Anwendungsbereiche erschlossen wurden. Auch
eher traditionelle Themenbereiche wie die epistemische Logik fanden Fingang in die Gebiete der Kiinstlichen
Intelligenz und der verteilten Systeme.
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4.1 Formalisierung der Modallogik

Wir werden im Folgenden eine formale Sprache fiir die Modallogik angeben.

Wir erweitern hierzu die Ausdrucksmittel der Pradikatenlogik. Wir {ibernehmen daher den Begriff der Signa-
tur, setzen zur Vereinfachung der Darstellung fiir das Folgende zunéchst aber voraus, dass in einer Signatur
keine Funktionssymbole enthalten sind.

Das modallogische Alphabet Xpsr, (S) zur Signatur S besteht aus dem pradikatenlogischen Alphabet Xpy, (S)
erweitert um die beiden zusétzlichen einstelligen Modaloperatoren O, (ausgesprochen: box und diamond).
Variablen und Terme sind wie im Falle der Prédikatenlogik definiert. Die Menge der Variablen bezeichnen
wir mit Var.

Die modallogischen Formeln werden wie im Falle der Prédikatenlogik definiert, ergdnzt aber um eine weitere
Regel, die die Operatoren [J und ¢ betrifft. Wir geben hier die induktive Definition der besseren Lesbarkeit
wegen vollstdndig an.

Definition 4.1 (Menge Fmy (S) der modallogischen Formeln der Signatur S)

1. Eine atomare modallogische Formel der Signatur S ist eine Zeichenreihe der Gestalt P (t1,...,t,),
wobei P ein n-stelliges Pradikatensymbol der Signatur S ist und ty,...,t, € Tmyr (S) oder aber
T bzw. L.

2.

(a) Jede atomare modallogische Formel der Signatur S ist in Fmay, (S).

(b) Falls a € Fmyyg, (S), dann ist auch ~a € Fmpp (S).

(c) Falls a, 8 € Fmyyr, (S) und o € {A,V,—}, dann ist auch (o) € Fmyr (S).

(d) Ist « € Fmpsr (S) und ist © eine Variable, so sind (Vx)a und (3z) a Formeln in Fmyyr, (S).
(e) Ist a« € Fmpp, (S), so sind auch Oa, Qa € Fmayy, (S).

Beispiel 4.2 Die folgenden Zeichenreihen sind modallogische Formeln der Signatur (P,Q;c) mit
ar (P)=1 und ar(Q)=2:

1. V) P(z)Vv-03x)Q (z,¢).
2. 0 (Vo) (OOP (z) — (3y) O (-0 (z,y) A P (y))) -

Die Definition von Begriffen wie ,freie und gebundene Variable”, ,Teilformel”, ,, Aussage”, , Substitution”
usw. kann wortlich ibernommen werden, so dass wir sie hier nicht mehr angeben. Ebenfalls iibernehmen
wir die fiir die Pradikatenlogik eingefiihrten Klammerungskonventionen, ergdnzt um eine Festlegung fiir die
beiden Modaloperatoren [ und ¢. Fiir diese legen wir fest, dass sie die gleiche Prioritdt wie — haben.

Wie bereits in der Aussagen- und der Pradikatenlogik steht uns auch fiir die Modallogik eine strukturelle
Induktion als Beweisprinzip und eine strukturelle Rekursion als Definitionsprinzip zur Verfiigung. Wir geben
hier ohne Beweis das betreffende Beweisprinzip der strukturellen Induktion an.

Theorem 4.3 (Strukturelle Induktion fiir modallogische Formeln) FE sei eine Eigenschaft fir mo-
dallogische Formeln einer Signatur S, fir die gilt:

1. E trifft auf alle atomaren modallogischen Formeln zu.

2. Trifft E auf o und 8 zu, ist x eine Variable und o € {A,V,—}, dann trifft E auch auf -«, Oa,
Oa, (o f), (Vo)a und (Az) a zu.

Dann gilt:
E trifft auf alle modallogischen Formeln der Signatur S zu.
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4.1.1 Semantik der Modallogik

Die Interpretation von modallogischen Formeln basiert auf der von Kripke eingefithrten Relationalsemantik
(héwufig als Kripke-Semantik oder auch mdogliche Welten Semantik bezeichnet). Mit ihr wird die Vorstel-
lung, dass in einer gegebenen Welt nur bestimmte andere Welten als moglich anzusehen sind, formalisiert.
Auch wollen wir diese Weltensemantik so modellieren, dass wir nicht in allen Welten ,,Namen” fiir bestimmte
Objekte haben miissen. Zu diesem Zweck fiihren wir die folgende Notation ein.

Notation 4.4 Sei S = (R;K) eine Signatur und X' C K.
Fir die Signatur (R;K') schreiben wir dann Sk.

Definition 4.5 Sei S = (R;K) eine Signatur.
1. Ein Kripke-Rahmen ist ein Tupel (W, R), wobei

(a) W eine nichtleere Menge (von (mdglichen) Welten, auch als Zustinde bezeichnet) und

(b) RCW x W die Erreichbarkeitsrelation ist.
(Statt (p,q) € R schreiben wir im allgemeinen pRq.)

2. Eine (S—)Kripke-Struktur ist ein Tripel (W, R,J), wobei

(a) (W, R) ein Kripke-Rahmen und

(b) I eine Abbildung ist, die jeder Welt p € W eine pradikatenlogische Sy, -Struktur J(p)
zuordnet mit K, C K.
J wird als Welteninterpretation bezeichnet. (Statt J (p) schreiben wir auch J,. Ist c € K,, so
sagen wir, dass das Konstantensymbol ¢ in der Welt p ein Objekt bezeichnet.)

Beispiel 4.6 Sei S = (P;c).

({1,2,3},{(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}) ist ein Kripke-Rahmen und
(12,3} {(1,2) . (1,3),(2.3), (3.2)},3) mit

J1:= ({ao,a1};{ao};a0)

J2 := ({ao, a1, a2} ; {ao, az}; ao)

1 := ({ao, a1, a2} ;{ap, a1} ;ap)

ist eine Kripke-Struktur.

Aus diesem Beispiel ist schon ersichtlich, dass iiber die Grundbereiche in den verschiedenen moglichen Welten
(Zustéanden) zunéchst gar nichts festgelegt ist, sie insbesondere also verschieden sein konnen. In vielen
wichtigen Anwendungen hat man jedoch Beschrénkungen beziiglich der Objekte, die in den verschiedenen
Welten existieren. Zwei Fille sind dabei von gréflerer Bedeutung: einmal die Annahme von iiberall gleichen
Grundbereichen, auch als constant domain Semantik bezeichnet, zum anderen die Annahme, dass mit dem
Ubergang von einer Welt in eine andere der Grundbereich nicht abnimmt Wir wollen uns hier auf den letzteren
Fall beschranken, wir treffen also die folgende Voraussetzung fiir S- Kripke-Strukturen mit .S = (R; K) (man
beachte, dass wir im Falle der Modallogik zunéchst keine Funktionssymbole zugelassen haben) :

o Ist M = (W, R, J) eine Kripke-Struktur, so gilt fiir alle p, ¢ € W, wenn pRyg, so |J,| C |J,4| und K, C K.

Dariiberhinaus verlangen wir, dass Konstantensymbole ¢ € K, sofern sie in Welten ein Objekt bezeichnen,
dann auch immer dasselbe Objekt bezeichnen, d.h es gilt

ceKp,NKy = =l

Sie sind gewissermafien Konstanten in einem globalen Sinne (englisch: rigid designators). Wir werden spéter
noch auf Konstanten im lokalen Sinne eingehen.

e Die nach der eben getroffenen Vereinbarung einem Konstantensymbol ¢ in einer Kripke-Struktur M =
(W, R,J) eindeutig zugeordnete Konstante werde mit ¢® notiert.
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Definition 4.7 Sei M = (W, R,J) eine Kripke-Struktur.
Eine Abbildung w:Var — |J |Jp| heiffit M-Belegung.
peEW

Notation 4.8 Sei M = (W, R,J) eine Kripke-Struktur. Statt p € W schreiben wir auch p € M.

Wir ordnen nun jeder modallogischen Formel « € Fm s r, (S) in der Welt p der Kripke-Struktur M und unter
der M-Belegung w einen Wahrheistwert o™ ?% zu, wobei wir den Fall oP* = T durch

M,p, w “_ML «
notieren. (Sprechweise: M, p, w erzwingt «.)
Definition 4.9 Sei S = (R;K), M = (W, R,J) eine S-Kripke-Struktur, p € M und w eine M-Belegung.

1. Der Wert tMPv eines Terms t (d.h. einer Variablen oder eines Konstantensymbols) in der
Kripke-Struktur M und unter der Belegung w ist wie folgt definiert:

(a) FirxzeV: zMPv .=y (x).

J
L . Mpw._ ) € falls c € G,
(b) Fiir ein Konstantensymbolc€ K: ¢ : { nicht definiert sonst.
2.
(a) Fiir eine atomare Formel Q (t1,...,t,):
M, p,wlkan Q (... 1) genau dann, wenn t)77 . tMPw definiert sind und

(t{‘“’“’, e Jﬁ“”“’) € Qv gilt.
TMpw .= Trye
1 Mpw.— Pglse
(b) M,p,wlkyr —a genau dann, wenn nicht M,p,w lpp «
(¢) M,p,wlkpyp aAp genauw dann, wenn M,p,w -y o und M, p,w by B
(d) M,p,wlrpp aV B genau dann, wenn M,p,wlFpyp « oder M, p,w lFyp B
(e) M,p,wlkyy o — 3 genau dann, wenn (M,p,w |lFyrp, « impliziert M,p,w lFprp, 8)

(f ) M,p,wlFyp (Vo) o genau dann, wenn fir alle z-Varianten w’ mit w’ (z) € |Jp| gilt M,p,w' IFap,
a

(9) M,p,wlkpp (3z) a genau dann, wenn es eine z-Variante w’ mit w' (x) € |Jp| und M, p,w' Ik,
« gibt.

(h) M,p,wlFpp Oa genau dann, wenn fir alle g € W gilt: wenn pRq, so M,q,w lFpp «
(i) M,p,wlFypr Oa genau dann, wenn es ein ¢ € W mit pRq und M,q,w lFprp o gibt.

3. « ist allgemeingiiltig (oder giltig) in der Welt p der Kripke-Struktur M (in Zeichen: M,p lFprp @)
genau dann, wenn fir jede M-Belegung w mit w(Var) C |Z,| gilt M,p,w IFyr o

4. « ist allgemeingiiltig (oder giltig) in der Kripke-Struktur M (in Zeichen: M IFpp @) genau dann,
wenn fir jede Welt p € M gilt M,plFyr o

5. « st allgemeingiiltig (oder giltig) (in Zeichen: Ikpp @) genau dann, wenn fir jede Kripke-
Struktur M gilt M Fpyp a.

Mit der Definition der Semantik von Cla wird unsere Vorstellung préazisiert, dass in einer Welt p die Aus-
sage ,notwendigerweise gilt a” genau dann als wahr anzusehen ist, wenn in allen in der Welt p moglichen
alternativen Welten (das sind diejenigen Welten ¢ mit pRq) « gilt.
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Notation 4.10 Im Folgenden wollen wir bei graphischen Veranschaulichungen von S—Kripke-Struk-
turen M = (W, R,J) von der folgenden Konvention Gebrauch machen:

Eine Welt q € W wird graphisch dagestellt durch ein Rechteck, in dem fiir jedes n—stellige Prdidikaten-
symbol P der Signatur S und jedes (ai,...,a,) € P% P(ay,...,a,) aufgelistet wird. D.h. statt der

friiher schon eingefiihrten Schreibweise P34 (ay,...,ay,) fir das Zutreffen von P auf das n— Tupel
(a1y...,ay) schreiben wir hier P(ay,...,a,). Man beachte aber, dass P(ay,...,ay) keine Formel dar-
stellt.

Beispiel 4.11

1. Sei S = (P) eine Signatur mit einem einstelligen Pradikatensymbol P.
Gegeben sei eine Kripke-Struktur (W, R,3) mit W = {p}, R =0 und P3 = (.
Es gilt dann:

(a) M,pWpyr (3x) P(z),
da fir eine beliebige M-Belegung w gilt:
M, p,w lFpp (3z) P (x)
& es existiert a € |J,| mit M,p,w{x,a} Fynp P (x)
& es existiert a € |J,| mit a € PI».
Es gilt aber P3» = ).
(b) M.p¥ars O (32) P ().
Sei w eine beliebige M -Belegung w. Es gilt dann:
M,p,wlkpp O (3z) P ()
< es existiert ¢ € W mit pRq und M,q,w IFyp (3x) P (x).
Es existiert aber kein ¢ € W mit pRq.
(¢) M,plkyp, O3x) P ().
Sei w eine beliebige M-Belequng w. Es gilt dann:
M,p,wlkpp, O(3z) P ()
< fir alle qe W: pRq = M,qwlky (3z) P ().
Die Prdmisse pRq ist aber nicht erfillt, so dass also die rechte Seite der /fquivalenz wahr
15t.
(d) Aus a), b) und c) folgt sofort
M,p¥yp O(3z) P (z) — (3z) P (x).
M,p ¥ O3Fz) P(x) — O (3z) P(x).

2. Sei wiederum S = (P) eine Signatur mit einem einstelligen Pradikatensymbol P.
Gegeben sei eine Kripke-Struktur (W, R,3) mit W = {p}, R = {(p,p)} und P = {.
Wegen M,p,wWyr (3x) P (z) und wegen
M,p,wlkpp, O3z) P ()

& fir alle g e W: pRq = M,q,wlFpyp (3x) P (x)

< M,p,wlkpg (32) P(x)

gilt dann fir eine beliebige M-Belegung w :

M,p,w Wy, O3z) P (x)

und somit

M,plkyp O(3z) P(z) — (3x) P (z) und

M,plkyrp O32) P(z) — O (3z) P (x).

Damit erhalten wir

M,p,w Wy O@E32) P(z) — (Fz) P (z)) — O(3z) P(z).
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3. Es sei die Signatur S = (P;c,d) mit einem einstelligen Prddikatensymbol P gegeben. Wir

betrachten eine Kripke-Struktur (W, R,J) mit W = {p,q,r,s} und R=W x W\ {(a,a) | a € W}.
Fiir die Welteninterpretation J gelte

[l = 3ql = 130 = Bs] = {c,d},
P — p3a — p3r — {c} und Pls = {¢,d}.
Graphisch veranschaulicht sieht die Kripke-Struktur wie folgt aus:

r | P(e) —{ P(c), P(d) | s

Es gilt dann

M,p by OP (¢) und M, p lkar OP (d), aber nicht M, p Wy, OOP (d), da pRs und M, s,w Wi
OP(d).

Bemerkung 4.12 Fir die Modallogik lassen sich leicht die folgenden Figenschaften verifizieren.

1.

Permanenz der Aussagenlogik in der Modallogik.

D.h. resultiert eine modallogische Formel aus einer aussagenlogischen Tautologie dadurch, dass
Aussagenvariablen durch modallogische Formeln ersetzt worden sind, dann ist diese modallogi-
sche Formel ebenfalls allgemeingiiltig.

Jede allgemeingiiltige Aussage o der Pradikatenlogik, in der keine Konstantensymbole vorkom-
men, ist auch modallogisch allgemeingiltig, d.h. es gilt

':pL a = ”_ML Q.

Fiir die Modallogik gilt ebenfalls ein Koinzidenztheorem:

Sei o € Fmyy, (S). Ist M eine Kripke-Struktur, p € M, und sind wy und we zwei M-Belegungen,
die in der Belegung der in a vorkommenden freien Variablen tbereinstimmen, so gilt M, p, w1 IFprp
a & M,p,ws lFyp a.

. Analog zur Prddikatenlogik kénnen wir die Semantik fir die Formeln (Vr) o und (3z) a auch in

der folgenden Weise angeben:

M,p,wlFyr (Vo) o genau dann, wenn fir alle a € |Jp| gilt M,p,w{z,/a} lFpyr o bzw.
M,p,wlkpyr (32) @ genau dann, wenn ein a € |J,| existiert mit M, p,w{z,/a} FyrL .

Die Definition der Substitution wird fir die Modallogik in kanonischer Weise durch die Festle-

gungen
(Oa) 6 := 0O (ab)

und
(Oa) 0 := O (b))

erganzt.
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6. Es folgt leicht, dass fir die Modallogik das Substitutionslemma in der folgenden Form zur
Verfiigung steht:

Sind 2P iMew definiert, dann gilt:
M, p,w {xl/tiw’p’w, .. .,mn/tﬂf’p’w} by a0 & Mop,w by af{xy /th, ..o 20,/ th} .

Lemma 4.13 Sei S eine Signatur, seien ferner a,3 € Fmyyp (S).
Es gilt dann

1. Fir beliebige S-Kripke-Strukturen M, beliebige Welten p € M und M -Belegungen w sowie Terme
t zur Signatur S, fir die t"'Pw € |3,| und tMPY definiert sind:

M,p,w (V.’L‘)a —>a{x/t}
M,p,wlFyp a{z,/t} — Jza

2. Tz (2) (@ — B) = ((Y2) a — (¥2) )

3. Fyr Do - =0« IFarr Oa = —0O-a

4. lFpp O(VE) o — (Vo) O

5. Wy (Vo) Oa — O (V) o (Barcan’sche Formel)
6. Fyr O(a— B) — (Oa — 0OpB)

7. by = Iy Oa

Beweis. Wir beweisen exemplarisch einige Falle.

1. Es gelte M,p,w IFyp (Vo) und sei t ein Term, fiir den P definiert ist. Auf Grund der Semantik-
Definition gilt fiir alle a € |J,|

M7paw{$/a} H_]\/IL Q.

Damit gilt insbesondere M, p, w {x/tM’p’“’} IFarr «, da tMP definiert ist. Mit dem Substitutionslem-
ma folgt M, p,w Iy a{z,/t}. Es gilt somit M, p,w lFpp (Vo) — o {z,t}.

Der Beweis fiir die Formel a {z,/t} — Jza verlauft entsprechend.

6. M, p und w seien beliebig gewéhlt und es gelte M,p,w IFpp, O(a — §) sowie M,p,w IFpp, Oa. Es
gilt dann fir alle ¢ € M mit pRq sowohl M, q,w IFpp, a — B als auch M, q,w IFp;p . Daher gilt
dann fiir alle ¢ € M mit pRq auch M,q,w Iy B, folglich M, p,w Iy OB, Wir erhalten also
M,p,w by, O(a — B) — (Oa — OfF). Hieraus folgt die Behauptung.

7. Es gelte IFasr . Dann gilt auch fiir alle Kripke-Strukturen M, alle Welten p € M und alle M-Belegungen
w: M,p,wlrFp g . Insbesondere gilt dann fiir alle ¢ € M mit pRq : M, q,w Ik «. Aufgrund der
Semantik-Definition folgt M, p, w Ik, Oa.

Es ist anschaulich klar, dass der Wahrheitswert einer modallogischen Aussage « in einer Welt p einer Kripke-
Struktur M nur von den Welten abhéngen kann, die von p aus iiber die Erreichbarkeitsrelation tatséchlich
erreicht werden konnen. Um diese Eigenschaft zeigen zu konnen, fithren wir eine geeignete Terminologie ein.

Definition 4.14 F4ir eine bindre Relation R CW x W seien R®* CW x W, n € N, sowie die reflexive
und transitive Hiille R* von R folgendermaflen definiert:

(p,q) € R® genau dann, wenn p = q.

(p,q) € R** genau dann, wenn ein r € W ezistiert mit (p,r) € R und (r,q) € R"

R*:=|J R".

n>0
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Definition 4.15 Sei M = (W, R,J) eine Kripke-Struktur und p € W.
Die Kripke-Struktur
MP = (WP, RP,3P)

mit
WP ={q](p,q) € R}
RP = RN (WP x WP)
=g wr,

wobei J | WP die Restriktion von J auf die Menge WP ist, heifst die von der Welt p in M generierte
Kripke-Unterstruktur.

Lemma 4.16 Sei M = (W, R,J) eine S-Kripke-Struktur, o € Fmp, (S) eine modallogische Formel.
p,q € M seien Welten mit ¢ € MP (d.h. q ist von p aus erreichbar).
Dann gilt

M,q”‘ML o = Mp,qH‘ML .

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau der modallogischen Formeln « zeigen wir:
Fiir eine beliebige Welt ¢ € MP und eine beliebige M-Belegung w mit w (Var) C |J4| gilt

M,q,wlFpyp o & MP g wlkyr o
(Man beachte, dass auf Grund der Voraussetzung w (Var) C |J,| w insbesondere auch eine MP-Belegung
ist.)
Ind.Basis: Fiir T und L ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.
Sei nun P ein n-stelliges Pradikatensymbol der Signatur S, t1,...,t, € Tmayp, (S). Es gilt dann:
M,q,w ”_ML P(tl,,tn)

M . . M 3
s 7" M gind definiert und (tl el ,tﬁ[’q’“’> € PJa

A t;]LV[’q’w7 oo, tMaw gind definiert und (tiwp7q’w, e ,tnMp’q’w) € P34 nach Voraussetzung iiber w
= Mp,q,w ”_ML P(tl,,tn)

Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch zwei Falle.

(Vz) a:
M, q,wlFpyp (Vo) o
& fiir alle a € |J4] gilt: M, q,w{z/a} lFyr «
& fiir alle a € | 37| gilt: MP,q,w{z/a} lFap o (nach IV und da [J,4| = |35])
< MP q,w by (V) a.

M,q,U)H_JWL o

& fiir alle r € W mit gRr gilt: M, r,w lFyp o

& fir alle r € W mit qRr gilt: MP,r,wlFp « (nach IV)
& fiir alle r € WP mit gRPr gilt: MP, r,w lFyp o

& MP,q,w Ik Oa.

Korollar 4.17 Sei M = (W, R,3J) eine S-Kripke-Struktur und o € Fmysp (S) eine modallogische For-
mel.
M lFyp o & « ist allgemeingiltig in allen generierten Kripke-Unterstrukturen von M.
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4.1.2 Der modallogische Folgerungsbegriff

In Analogie zum aussagenlogischen und pradikatenlogischen Folgerungsbegriff wollen wir auch einen modal-
logischen Folgerungsbegriff einfithren. Wir definieren hierzu zunéchst einen modallogischen Interpretations-
begriff.

Definition 4.18 Sei M eine S-Kripke-Struktur, p eine Welt in M und w eine M-Belegung. Dann
heifit (M, p,w) eine modallogische Interpretation.

Ist I = (M, p,w) eine modallogische Interpretation, und gilt fiir eine modallogische Formel o M, p, w Ik 1, v,
so notieren wir dies durch I Iy a. In diesem Fall sagen wir auch, dass I « erzwingt.

Definition 4.19 Sei ¥ eine Menge modallogischer Formeln.
Eine modallogische Interpretation I heifst Modell von ¥ genau dann, wenn I jede Formel § € X
erzwingt.

Definition 4.20 Sei S eine Signatur. Ferner seien ¥ C Fmpr (S) und a € Fmap (S).
Aus ¥ folgt (semantisch) o (notiert als ¥ Iy ) genau dann, wenn fir jede modallogische Interpre-
tation I gilt:

ist I Modell von X, so erzwingt I «.

(Andere Sprechweise: « ist modallogische Konsequenz aus X)

Beispiel 4.21
1. {DOZ,Q (Oz — ﬂ)} “_ML Oﬂ
2. Hingegen gilt i.a. nicht {a}IFpr Oa.

Analog zur Aussagen- und Pradikatenlogik konnen wir wiederum den Begriff der Konsequenzenmenge defi-
nieren. Fir diesen konnen wir dann dieselben Eigenschaften zeigen, die wir schon zuvor erhalten haben. Wir
verzichten daher an dieser Stelle auf Beweise.

Definition 4.22 Fir ¥ C Fmp (S) ist
Cn(X) :={a € Fmpr (S) | 2y o}

die (modallogische) Konsequenzenmenge von X.

Proposition 4.23 X ¥, und X5 seien Mengen modallogischer Formeln zu einer Signatur S.
Dann gilt:

1. 31 C¥ = On(3) CCn(Xs).

2. X CCn(Y).

3. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist fir jedes ¥ C Fmyprr in Cn (X) enthalten.
4. Cn(Cn (X)) € Cn(X).

Lemma 4.24 Seien ¥ C Fmpp (S) und o, 8 € Fmag, (S).
Dann gilt:

1. Aus X lkpp o — B und Xk o folgt S kpp 5.
(semantische Modus ponens Regel)

2. Wenn ¥ by o — 8, so ZU{a} Ik B
(Ableitungstheorem)

3. Wenn S U{a}rypr B, so Zlkyn a— S.



140 KAPITEL 4. MODALE LOGIKEN

4.1.3 Modallogische Signaturerweiterungen

Im Zusammenhang mit dem noch einzufithrenden modallogischen Tableau-Kalkiil werden wir eine gegebene
Signatur um neue Konstantensymbole erweitern. Wir wollen daher fiir Konstantenerweiterungen im modal-
logischen Fall die spéter noch benétigten Eigenschaften zur Verfiigung stellen.

Definition 4.25 Sei S’ eine Konstantenerweiterung der Signatur S.
Eine S’-Erweiterung einer modallogischen S-Struktur M = (W, R,J) ist eine modallogische S'-Struktur
(W,R,3), fir die fir jedes pe W 3;, eine Erweiterung (um Konstanten) von J, ist.

Lemma 4.26 Sei S’ eine Konstantenerweiterung der Signatur S.

1. Sei M = (W,R,J) eine modallogische S-Struktur, p € W und w eine M-Belegung. Ist M’
eine Erweiterung der S-Struktur M zu einer modallogischen S'-Struktur, dann gilt fir Formeln
a € Fmyg, (S)
M,p,wlFyp o & M p,wlFyr a.

(Man beachte, dass w auch eine M'-Belegung ist.)

2. Ist a eine allgemeingiltige Formel der Signatur S, dann ist « auch eine allgemeingiltige Formel
der Signatur S'.

Den sehr einfachen Beweis (mittels struktureller Induktion) fithren wir nicht aus.

Lemma 4.27 Sei die Signatur S’ = S ({c}) eine Konstantenerweiterung der Signatur S = (R;F;K).
Ferner sei a € Fmpr (S) und ¥ C Fmpyp (S). Es ist dann a{z/c} € Fmg (7).
Es gilt:

1. Fyp (VZE)O& < kv OA{QS/C}
Farr — (33})0& &k o {.I/C}

2. Hat U {(3z) a} (bzw. T U{=(Vx)a}) ein Modell zur Signatur S, so hat ¥ U {(3x) o, a{x/c}}
(bzw. LU{=(Vz)a,ma{z/c}}) ein Modell zur Signatur S’.

Der Beweis verlduft mit den notwendigen Anpassungen weitgehend analog zu Lemma 2.69, so dass wir auf
die Ausfithrung verzichten.

4.2 Spezielle Modallogiken

Der sehr allgemein gehaltene Ansatz der Kripke-Strukturen bietet die Moglichkeit, durch zuséatzliche An-
forderungen an die Erreichbarkeitsrelation modallogische Formelklassen — und damit Modallogiken — auszu-
zeichnen. Dies ist einer der Griinde, warum es so vielféltige Anwendungen der Modallogik gibt. Wir werden
im Folgenden die wichtigsten Modallogiken vorstellen.

4.2.1 Rahmeneigenschaften und die Definition klassischer Modallogiken

Definition 4.28 Sei F = (W, R) ein Kripke-Rahmen.
Die bindre Relation R CW x W heifst

1. reflexiv genau dann, wenn fir alle p € W gilt: pRp.
irreflexiv genau dann, wenn fir kein p € W pRp gilt.
symmetrisch genau dann, wenn fiur alle p,q € W gilt: pRq = qRp.

transitiv genau dann, wenn fur alle p,q,v € W gilt: wenn pRq und qRr, so pRr.

RAEER N

seriell genau dann, wenn fur alle p € W ein q € W existiert mit pRq.
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6. euklidisch genau dann, wenn fir alle p,q,r € W gilt: wenn pRq und pRr, so qRr.

7. schwach dicht genau dann, wenn fiur alle p,q € W gilt: wenn pRq, so existiert r € W mit pRr
und rRq.

8. schwach linear (engl.: weak connected) genau dann, wenn fir alle p,q,r € W gilt: wenn pRq und
pRr, so qRr oder ¢ =1r oder rRq.

Der Kripke-Rahmen § heifit reflexiv (irreflexiv, symmetrisch, transitiv, seriell, euklidisch, schwach
dicht, schwach linear ) genau dann, wenn die Relation R diese Eigenschaft hat. § heifst G-Rahmen
genau dann, wenn R eine transitive Relation ist und jede nichtleere Teilmenge W' von W R-mazimale
Elemente besitzt, d.h. es gibt p € W', so dass fir kein ¢ € W' pRq gilt. Ein G-Rahmen kann daher
nie reflexiv sein.

Bemerkung 4.29 Aus der Definition geht hervor, dass - ausgenommen die G-Rahmen - die auf-
gefihrten Rahmeneigenschaften mit den Ausdrucksmittel der Pradikatenlogik definierbar sind. G-
Rahmen sind hingegen nicht mit Mitteln der Prddikatenlogik (erster Stufe) definierbar.

Es zeigt sich, dass — ausgenommen die irreflexiven Rahmen — jeder dieser Rahmen iiber ein passendes Axio-
menschema charakterisierbar ist. Es hat sich in der modallogischen Literatur eingebiirgert, diese Axiomen-
schemata mit bestimmten Kiirzeln zu bezeichnen.

Kiirzel: Axiomenschema
Oa — O«

T Uoa — «

4 o — O«
B o — 00«

5 Ca — OO«
G
X
L

00« — a) = Oa
U0a — Qo
O(@AOa— g)vO(pBAOS— a)
(Statt G - nach Godel - findet man auch die Kiirzel GL fiir Gédel-Lob bzw. KW)

Definition 4.30 Eine modallogische Formel a € Fmprp (S) heifit allgemeingiltig im RahmenF =
(W, R) (notiert als: §lFyrp ) genau dann, wenn fir alle auf diesem Rahmen § = (W, R) basierenden
Kripke-Strukturen (W, R,J) gilt: (W, R,J) lFuyr .
Beispiel 4.31 Nach Lemma 4.13 (6) ist

O(a = ) = (0o —0p)

in allen Rahmen allgemeingiltig.

Theorem 4.32 Sei F = (W, R) ein Kripke-Rahmen.

~

. D ist allgemeingiltig im Kripke-Rahmen F < F seriell.
. T ist allgemeingiltig im Kripke-Rahmen F < F refleziv.

. 4 ist allgemeingiiltig im Kripke-Rahmen F < F transitiv.

. b ist allgemeingiiltig im Kripke-Rahmen F < F euklidisch.

2

3

4. B ist allgemeingtltig im Kripke-Rahmen F < F symmetrisch.

5

6. G ist allgemeingiltig im Kripke-Rahmen F < F ist ein G-Rahmen.
7

. X ist allgemeingultig im Kripke-Rahmen F < F ist schwach dicht.
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8. L ist allgemeingultig im Kripke-Rahmen F & F ist schwach linear.
Beweis.
1. Ubungsaufgabe.
2.
ki <:77 :
Es sei F ein reflexiver Rahmen.
Es seien dann eine Welteninterpretation J, eine Welt p € W und eine Belegung w zur Kripke-Struktur
M = (W, R, J) beliebig gewihlt. Es gelte M, p,w IFprr, Oa. Da R reflexiv ist, gilt somit insbesondere
M,p,w IFpp a. Damit gilt dann aber auch M, p,w IFp, Oa — «. Da J, p und w beliebig gewahlt
waren, gilt also (W, R) Iy Oa — a.
b2 :>77 :
Es sei a = (3z) P(x) € Fmpp (S). Falls in S nur ein n-stelliges Pradikatensymbol P mit n > 1
vorhanden ist, wahle a« = (Fz1) ... (Fzy,) P (21,...,2p).
Sei § nicht reflexiv. Es existiert dann ein p € W, fiir das pRp nicht gilt. Sei J eine Welteninterpretation
mit J, Epr a sowie J, F=pr « fiir alle ¢ € W mit pRq (man beachte, dass J, und J, priadikatenlogische
Interpretationen sind und hier die préadikatenlogische Modelleigenschaft betrachtet wird). Eine solche
Welteninterpretation J mit dieser Eigenschaft existiert offensichtlich.Damit gilt aber fiir eine beliebige
Belegung w (W, R,3),p,w IFar Oa, aber nicht (W, R,J),p,w IFar . T kann daher im Rahmen §
nicht gelten.
3.
” <:” :
Sei (W, R) ein transitiver Rahmen. J, p und w seien wiederum beliebig gewéhlt.
Es gelte (W, R,J),p,w Ik Oa. Dann gilt
fir alle ¢ € W mit pRg (W, R,3J),q,w IFur a. (4.1)
Sei r eine beliebig gewahlte Welt in W mit ¢Rr. Da R transitiv ist, gilt wegen pRq und gqRr auch
pRr. Wegen (1) gilt somit (W, R,J),r,w IFar, «. Da r eine beliebig gewéhlte Welt mit der Eigenschaft
qRr war, gilt damit (W, R,J),q,w Ik Oa. Da dies fiir jede Welt ¢ mit pRq gilt, folgt daher weiter
(W,R,3),p,w IFpyp, O0c. Damit ergibt sich dann (W, R,J),p,w IFpr Oa — OO« und folglich
(W, R) IFprr, O — OO«
” :>” :
Es sei a wiederum eine préadikatenlogische Aussage, z.B. a = (3x) P (z) € Fmr (S).
Sei § nicht transitiv., d.h. es existieren p, q,r € W mit pRq und qRr, aber nicht pRr.
Sei J eine Welteninterpretation mit J, [=pr  sowie J; = o fiir alle ¢ € W mit pRt. Ferner gelte J, Fpy,
a. Insbesondere gilt J, =pr «. Es ist wiederum klar, dass eine solche Welteninterpretation existiert.
w sei eine beliebige Belegung. Damit gilt dann (W, R, J) ,p, w Ik, O, aber nicht (W, R, J) , ¢, w IFasr,
Oa. Folglich gilt auch nicht (W, R,J),p, w Ik, O0«. Damit ist 4 in § nicht giiltig.
4.

” ¢” :
Sei (W, R) ein symmetrischer Rahmen. J, p und w seien beliebig gewéhlt. Da R symmetrisch ist, gilt
fiir jedes ¢ € W mit pRq auch qRp.

Es gelte (W, R,J) ,p,w IFpr . Sei ¢ € W mit pRq beliebig gewéhlt. Dann gilt (W, R,J) ,q, w IFpr O
wegen gRp. Da ¢ beliebig gewahlt war, gilt somit (W, R,J),p, w Ik O0a.
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Es folgt (W, R,3J),p,w IFprr, a — OO0« und damit auch (W, R) IFy o — OO«

” :>77 :
Es sei wiederum « eine pradikatenlogische Aussage, 0.B.d.A. a = (3z) P (z) € Fmpy (5).
Sei § nicht symmetrisch. Es existieren dann p,q € W mit pRgq, aber nicht ¢Rp.

Sei J eine Welteninterpretation mit J, F=pr a und J, Fpr, o fir alle r € W mit gRr. Dann gilt fiir eine
beliebige Belegung w (W, R,J),p,w lFarp, o Weiter haben wir (W, R, J),q,w ¥, Oa. Hieraus folgt
(W, R,3J) ,p,w ¥, O0a und damit (W, R, J) , p, w ¥y o — OO«. Damit gilt B nicht im Rahmen §.

5.
77<:”:
Sei (W, R) ein euklidischer Rahmen. J, p und w seien beliebig gewéhlt.
Es gelte (W, R,J),p,w lFpp Q. Es existiert dann ein » € W mit pRr und (W, R,J),r, w lFasp a. Sei
q € W beliebig gewéhlt mit pRq. Da R euklidisch ist, gilt dann ¢Rr und damit auch (W, R,J), q,w lFasp,
Oa.
Da q als beliebig mit der Eigenschaft pRq gewéhlt war, folgt dann (W, R,J),p,w Iy, OO0a. Daher
gilt (W, R,3),p,wlFpp O — OOa. Es folgt (W, R) IFprr Oa — OO
”:>’7:
Es sei @ = (3z) P (x) € Fmay (S).
Sei § nicht euklidisch. Es existieren dann p,q,7 € W mit pRq, pRr, aber nicht ¢Rr.
Sei J eine Welteninterpretation mit J, F=pr o und J; Fpp, « fir alle ¢t € W mit gRt. Sei w wiederum
eine beliebige Belegung. Damit gilt dann (W, R, J) ,p,w IFpn Qo und (W, R,3),q,w ¥ Oa, also
(W, R,3J) ,p,w ¥, O0a. Daher gilt nicht (W, R,J),p,w IFar, Oa — O0a.
5 ist daher nicht giiltig im Rahmen §.

6.

77<:”:

Sei § = (W, R) ein G-Rahmen.

Sei p € W und a € Fmyr (S) beliebig. Wir wollen zeigen, dass O (Ha — a) — Oa im Rahmen §
allgemeingiiltig ist.

Angenommen, es gilt fiir eine Belegung w (W, R,J) ,p, w ¥y, Oc fiir eine Welteninterpretation J. Sei
W' :={qeW/|(p,q) € Rund (W,R,3),q,w¥nrr a}.

Wegen (W, R,J),p,w ¥, Oa gibt es ein ¢ € W mit (p,q) € R und (W,R,3),q,w ¥pr a. Also
qge W'

In W’ existiert ein R-maximales Element r. Nach Definition von W’ gilt (p,r) € Rund (W, R, J),r,w ¥,
a.

Gibt es in W ein v/ mit (r,7’') € R, so ist 7' ¢ W’. Wegen der Transitivitdt von R gilt fiir dieses 7’/
(p,7") € Rund,dar’ ¢ W’ also (W, R,J),r",w Ik a. Dadies fiir ein beliebiges v/ mit (r,7’) € R gilt,
erhalten wir (W, R,J),r,w lFap, Oa, also (W, R, J),r, w ¥y Oa — o und damit (W, R,J),p, w Warr,
O00Oa — «).

Somit gilt (W, R,J),p,w IFyr O(0a — ) — Da. Es folgt (W, R,J),p lFyr O(0a — a) — Oa fir
beliebiges p € W und beliebige Welteninterpretation J, d.h. O (Oa — a) — O« ist allgemeingiiltig im
Rahmen 3§.

.,
= -

Wir miissen zeigen, dass F transitiv ist und dass jede nichtleere Teilmenge W’ von W R-maximale
Elemente besitzt.
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(a) Wir zeigen zunéchst, dass aus ,,G allgemeingiiltig im Rahmen § = (W, R)” folgt, dass der Rahmen
§ transitiv ist.
Wir zeigen hierzu die Kontraposition
$ nicht transitiv = G nicht allgemeingiiltig im Rahmen § :
Sei also § nicht transitiv. Es gibt dann p,q,r € W mit (p,q),(¢,r) € R und (p,r) ¢ R.
Sei o = (3z) P(x) € Fmpp (S). J sei eine Welteninterpretation mit J, Fpr @, J, Fpr « und
Jp Eprafirallep e W, p' # qund p’ #r.
Es gilt dann (W, R,3J),q ¥ nr « und damit (W, R,J),p ¥ Oa.
Weiter gilt fiir p’ € W mit (p,p’) € Rund p’ # q¢ (W,R,3),p Emr «, also (W, R,3),p" IFur
Ua — a.
Wegen (W, R,J),r Warr a gilt (W, R,3),q ¥ Oa, also (W, R,J),qFyr Do — a.
Insgesamt ergibt sich damit (W, R,J),p lFyr O (Oa — «), so dass gilt

(VV?R73)ap“4ML I:l(‘:lOé —>O() — Ua.

Damit ist also G nicht allgemeingiiltig im Rahmen §.

(b) Es ist weiter zu zeigen, dass jede nichtleere Teilmenge W/ C W R-maximale Elemente enthalt.
Sei also W/ C W nichtleer. Angenommen, W' besitzt keine R-maximalen Elemente.
Sei p € W'. Sei ferner a = (3z) P (z) € Fmypr (S) und J eine Welteninterpretation mit der
Eigenschaft, dass fiir Welten g aus W gilt: J, Epr o < ¢ ¢ W'
Sei ¢ € W beliebig gewéhlt mit (p,q) € R.
Falls ¢ ¢ W', dann gilt (W, R,J),qFamr «, also (W, R,3J),q Fy Oa — «a.
Falls ¢ € W', dann existiert ein r € W’ mit (¢q,r) € R, da W’ keine R-maximalen Elemente besitzt.
Es gilt dann (W, R, J),r War «, also (W, R,3),q ¥ pr Oa und damit (W, R, J), ¢ Ik Oa — .

Da in beiden Féllen fiir ein beliebiges ¢ € W mit (p,q) € R gilt (W, R,J),q by Do — «, gilt
also auch (W, R,J),p lFpy O(0a — «). Da zu p ein p’ € W/ existiert mit (p,p’) € R, gilt dann
(M/v Rag) 7p, J'{41\411 a und (Wa R73) ap'HéML Oeov.

Insgesamt folgt also (W, R, J),p ¥y O (0o — ) — Da. § ist somit kein G-Rahmen.
7. Ubungsaufgabe.

8. <&

Wir zeigen die Kontraposition. Sei L nicht allgemeingiiltig im Ramen (W, R). Es gibt dann Formeln

a, B € Fmyr (), eine Welteninterpretation J, eien Welt p und eine Belegung w mit (W, R, J) ,p, w ¥arr,
O(aADa— g) vO(BAOB — «). Dies ist dquivalent zu (W, R,J),p,w lFyp -0 (a ADa — §) A
-0(8 AOB — @) und damit auch dquivalent zu (W, R, 3J) ,p,w IFarr O (a ADa A =B)AO (B ADB A —a).

Es gibt daher Welten ¢ und r mit pRq und pRr sowie (W, R, J) ,q,w IFarp aAOaA—-Gund (W, R, J),r,w lFarp
B AOB A —a. Damit folgt sofort ¢ # r. Wegen (W, R,3J),q,w Ik, Oa und (W, R, 3),7r,w lbpyp —a
ergibt sich, dass (¢q,r) ¢ R. Analog folgt (r,¢) ¢ R. Damit ist (W, R) kein schwach linearer Rahmen.

=" Ubungsaufgabe.

|
Auf der Grundlage von Theorem 4.32 werden die folgenden Modallogiken definiert. Statt von Kripke-Rahmen
sprechen wir im Folgenden auch einfach von Rahmen.

Definition 4.33

K = {a (S FmML (S) |”_M'L a}

D :={«a € Fmyy (S) | @ allgemeingiiltig fir serielle Rahmen}

T :={a € Fmpyy (5) | a allgemeingiltig fir reflexive Rahmen}

S4:={a € Fmpy. (S) | @ allgemeingiltig fir reflevive und transitive Rahmen}

S54.3 := {a € Fmyyr (S) | « allgemeingiiltig fir reflexive, transitive und schwach lineare Rahmen}
B :={a € Fmyy (S) | « allgemeingiltig fir reflexive und symmetrische Rahmen}

S5 :={a € Fmpy (S) | a allgemeingiltig fir reflexive und euklidische Rahmen}

G :={a € Fmyyr (9) | a allgemeingiiltig fiir G-Rahmen}
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Bemerkung 4.34 Die Bezeichnung K (zu Ehren von S. Kripke) fir die Menge aller modallogischen
Formeln rihrt daher, dass unter Verwendung des Azxiomenschemas

K O(a— B) = (Oa—0OP)

als einzigem modallogischen Aziomenschema eine vollstindige Hilbert-Axziomatisierung der Menge
der allgemeingultigen modallogischen Formeln mdglich ist.

Unter Verwendung der weiteren Aziomenschemata kénnen die restlichen Modallogiken axiomatisiert
werden: z.B. S4 durch die Verwendung von K, T, und 4, so dass sich in der Literatur gelegentlich
die Bezeichnung KT4 fir S4 findet. S5 entspricht dann KT5 usw. .

Bemerkung 4.35 FEs gilt

S5 ={a € Fmyy (S) | « allgemeingiiltig fur reflezive, symmetrische und transitive Rahmen}, d.h. «
ist allgemeingiltig in allen Rahmen (W, R), fir die R eine Aquivalenzrelation ist. (Fir S5 findet sich
daher auch die Bezeichnung KT B4.)

Bemerkung 4.36 Die zuvor eingefihrten modallogischen Systeme L mit L € {K,T,S4,S4.3, B, S5,G}
haben die folgende, leicht zu beweisende Abschlusseigenschaft.
Fiir modallogische Formeln o € Fmyy, (S) gilt

acl = UOael.

Modallogische Systeme mit dieser Eigenschaft werden als normale modallogische Systeme bezeichnet.

Notation 4.37 Sei a € Fmyy (S), L € {K,D,T,S4,S4.3,B,S5,G}. Fir jedes dieser Logiksysteme
L fiihren wir eine Giultigkeitsrelation |Fr ein durch die Definition

Fra < ael.

Lemma 4.38 Seien o, 8 € Fmp (S). Es gilt dann

I. Fka =1k« fir Le{T,D,S4,54.3, B,S5,G}
Fra =y« fir L € {S4,54.3, B, S5}
Fpa = lFgs a
Fos oo = kg5
Fra—p = Ik Oc—08 fir Le{K,T, S4,54.3, B,S5,G}
Fra—p = Ikp Qa— 08 fir L€ {K,T,S4,54.3,B,S5,G}

NS S e e

Frs a = IkFg a.

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe. m

4.2.2 Modalitaten

Unserem Aufbau der formalen Sprache der Modallogik liegen die Modaloperatoren [J und ¢ zugrunde. Ei-
ne endliche Folge solcher Modaloperatoren kann aber selbst als eine Modalitdt angesehen werden, so dass
sich die Frage stellt, ob diese Modalitédten alle verschieden sind. Von Bedeutung ist dies dann, wenn man
Normalformen fiir modallogische Formeln benétigt wie z.B. bei der Untersuchung von modallogischen Reso-
lutionskalkiilen.

Definition 4.39 Ist O eine endliche Folge von Operatoren aus {—,0,0}, so heifst O eine Modalitét.
Die leere Folge notieren wir mit €.
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In analoger Weise zu dem Negationsoperator — und den Modaloperatoren [ und ¢ wird mit einer Modalitét
O aus einer Formel a die modallogische Formel O« erzeugt, z.B. wird aus der Modalitéit (1 und der atomaren
Formel P (c) die Formel OO P (c¢) gebildet. (Wir haben hier diese informelle Darstellung gewéhlt, um auf der
formalen Ebene die Sprache der Modallogik nicht erweitern zu miissen.)

Definition 4.40 Zwei Modalititen O und Os heiffen dquivalent beziiglich des modallogischen Systems
Le{K,T,S4,54.3,B,S5,G} genau dann, wenn fir alle o« € Fmyyp, (S) gilt

”_L 010[ — OQO[.

Sind O1 und Oy nicht dquivalent, so heiflen sie verschieden.

Modalitaten in S5

Wir beweisen zunéchst eine Reduktionseigenschaft fiir die Modaloperatoren in S5:

Lemma 4.41 Sei o € Fmyr (S). Es gilt dann
1. IFg5 Oa < O0a
2. kg5 Oa «— O«
3. kg5 Oa + OO
4. kg5 Qa — O0a.
Beweis.
1. Da S5 = KT B4, gilt T und 4 in S5, d.h. insbesondere gilt IFgs O0a — Oa und kg5 Oa — OO
2. Folgt unter Verwendung von I, O — —O-a.

3. Esgilt kg5 8 — Op fiir eine beliebige Formel 5 € Fmp, (S), da in S5 reflexive Rahmen zugrundegelegt
werden. Speziell fiir § = O folgt IFgs Oa — O0a.

In euklidischen Rahmen gilt zudem IFg5 0—a — OO—«, also auch die Kontraposition hierzu: IFg5
-00—a — =O—a. Damit folgt IFg5; O0a — Oa.

4. Folgt aus 3. unter Verwendung von -7, Qo <= —O-a.

Korollar 4.42 In S5 gibt es hichstens 6 verschiedene Modalitdten.

Fiir diese 6 Modalitaten kann nun gezeigt werden, dass sie auch wirklich verschieden sind.

Theorem 4.43 In S5 gibt es genau die folgenden 6 Modalitdten:
67 “7 D7 ﬁD’ <>7 “O'

Beweis. Nach dem vorangegangenen Korollar wissen wir, dass es hochstens diese 6 Modalitaten geben kann.
Zu zeigen ist daher, dass es zu je zwei Modalitdten O, Oz mit O7 # O, unter diesen 6 Modalitdten eine
Kripke-Struktur (W, R,J), eine Welt p € W, eine Belegung w sowie einen Ausdruck « gibt mit

(W,R,3),p,wlFs5 Or1cx

und

(W,R,3),p,w Egs Ozcx.
Exemplarisch soll dies fiir O; = ¢ und Oy = O vorgefiihrt werden.
Es sei der Rahmen (W, R) mit W = {p,q}, R = W x W zugrundegelegt. Es sei a = (3z) P (). J sei eine
Welteninterpretation mit J, =pr, o und J, ¥pr a. Eine solche Welteninterpretation J existiert offensichtlich.
Damit gilt (W, R,J),p,w kg5 Oa, aber nicht (W, R,J),p,w IFss Oa. D.h. die beiden Modalitdten O und ¢
sind verschieden. m
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Modalitaten in S4 und in S4.3

Auch hier kénnen wir wiederum eine Reduktionseigenschaft fiir Modaloperatoren zeigen.

Lemma 4.44 Sei o € Fmyp (S). Es gilt dann in S4 (und in S4.3) :
1. lFgy Qo < O0a
2. lFgq Qo+ OO«
3. Fgs O0a «— QOO0
4. sy O0a o OO0

Beweis. Der Beweis von 1 und 2 ist identisch mit dem entsprechenden fiir S5, so dass wir nur noch die
verbleibenden beiden Félle zeigen miissen.
3. Aus der Reflexivitét folgt zunéchst

IFos Oa — OO

= gy 00 — OO0« nach Lemma 4.38 5.

= lkgs Do — OO0« nach 1.

= kg4 OUa — OO0 nach Lemma 4.38 6.

Die umgekehrte Richtung ergibt sich wie folgt:

IFgs OO0 — Q0o (Reflexivitit)
= gy OO0 — OO0 nach Lemma 4.38 6.
= lFgy QOO0 — G0 nach 2.

4. Folgt leicht aus 3.

Theorem 4.45 S4 hat genau die folgenden 14 verschiedenen Modalitdten:
e, O, ¢, 00, 00O, O0O, o0

sowie deren Negationen. Zwischen den nichtnegierten Modalititen besteht folgende Beziehung

000 /D
g / 06 €
~_

ouQ
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wobei O1 — O3 bedeutet: gy O1a0 — Oz fiir alle a € Fmyg, (S) .

Beweis. Aufgrund der Reduktionsbeziehungen aus dem vorangegangenen Lemma kann es hochstens diese
Modalitéten geben. Beziiglich der Implikationsbeziehungen gilt:

O—e¢ und O0O—00O ,dalkgs T.

0 — 000 (nach dem Beweis von Lemma 4.44 (3.) im vorangegangenen Lemma)

000 — OO ergibt sich folgendermafien:

Es gilt fiir eine beliebige Formel o € Fmpr, (S) : IFgq Do — a.

= lFgq OO — Qv

= kg4 O00Oa — OOar.

Fiir die verbleibenden Implikationsbeziehungen ist der Beweis analog.

Es ist noch zu zeigen, dass es mindestens diese Modalitaten gibt. Hierzu ist nachzuweisen, dass es zu je zwei
Modalitaten O und Oz, O1 # Os, unter diesen 14 Modalitdten eine Kripke-Struktur (W, R, J), eine Welt
p € W, eine Belegung w und eine Formel o gibt mit

(W R73) , D, W “_34 0104
und
(VV, Rvﬁ) 7p7w%54 02a-

Dies ist aber eine einfache Ubungsaufgabe. m
In S4.3 fallen dariiberhinaus die Modalitaten OO und ¢ sowie ¢LIO und [0 zusammen:

Lemma 4.46 Sei o € Fmp, (S). Es gilt dann in S4.3:
1. ”_54.3 <>|:|<>Oé — DQO{
2. lFga.3 O00a « O0a.

Beweis. Es geniigt aus Dualitatsgriinden 1. zu zeigen.

Fsa3 O0a — OOGa folgt sofort, da in T' und damit auch in S4.3 jede Formel der Gestalt 3 — OO
allgemeingiiltig ist.

Wir zeigen IFgy.3 000 — OOa.

Wir beweisen hierzu die Kontraposition IFg4.3 "O0a — =000

Es gelte fiir eine beliebige Kripke-Struktur M = (W, R,J) mit reflexiver, transitiver und schwach linearer
Erreichbarkeitsrelation R und fiir eine beliebige Welt p € M und eine beliebige M-Belegung w M, p,w IFg4.3
—0OOa. Damit gilt auch M, p, w IFg4.3 OU—a. Es existiert somit ein ¢ € M mit pRq, so dass

fiir alle r € M mit qRr gilt M,r,wlFgs3 —av. (4.2)

Angenommen es gilt M, p, w IFg4.3 O0Oa. Es existiert dann ein p’ mit pRp’ und M, p’, w IFg4.3 OO«. Daher
gilt
fiir alle p” mit ' Rp"”" M, p", w IFg4.53 Oor. (4.3)

Da R schwach linear ist, gilt wegen pRq und pRp’ entweder p’ = q oder p’ Rq oder qRp’'.

p' = q: Wegen (4.3) und der Reflexivitat von R erhalten wir M, ¢, w IFg4.3 Q. Da auflerdem (4.2) gilt, folgt
sofort ein Widerspruch.

p'Rq : Wegen (4.3) und p'Rq gilt M, q, w lFg4.3 Q. Wegen (4.2) folgt wiederum sofort ein Widerspruch.

qRp’ : Aufgrund der Reflexivitdt von R erhalten wir mit (4.3) M,p’,w lFgs3 Oa. Es existiert somit ein
r € M mit M,r,w kg3 . Mit der Transitivitdt von R folgt ¢Rr. Damit steht aber M, r, w lFg4.3 «
im Widerspruch zu (4.2).

In allen drei moglichen Fillen erhalten wir also einen Widerspruch. Es muss daher M, p,w IFg4.3 =000«
gelten. Da M, p und w beliebig gewihlt waren, folgt somit kg4 3 "00a — =000, =

Eine direkte Konsequenz ist dann das folgende
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Theorem 4.47 S4.3 hat genau die folgenden 10 verschiedenen Modalititen:
e, 4, ¢, 00, o0
sowie deren Negationen. Zwischen den nichtnegierten Modalititen besteht folgende Beziehung

O

wobei O; — Oj bedeutet: |Fgq3 O1a0 — Oqa fir alle a € Fmyyy, (S) .

Modalitaten in K, T, B und G

Im Unterschied zu den beiden Modallogiken S4 und S5 hat jede dieser Modallogiken unendlich viele ver-
schiedene Modalitaten.

Notation 4.48 (1 := ¢, "1 .= 00" fiir n > 0.

Theorem 4.49 K, T, B und G haben unendlich viele verschiedene Modalitdten.

Beweis. Sei L € {K,T, B}. Wir zeigen:

Fir alle m,n € Nmit n >m > 0 und a € Fmyyy, (S) gilt ¥ O™a — O"a.

Hieraus folgt dann sofort die Behauptung des Theorems fiir die Modallogiken L € {K, T, B}.
Seien m,n € N mit m < n.

Wir betrachten den folgenden reflexiven und symmetrischen Rahmen (W, R) mit

W = {pOa-- -7pn}

und fir 4,5 € {0,...,n}:

(pi,pj) € R:=i=joderi=j+1oder j=1i+1.

Sei &« = (Jx) P (x) und J eine Welteninterpretation mit J,, Epr o & 0 < k < m, so dass also fiir I mit
m <l <n gilt: J,, #pr a. Eine solche Welteninterpretation existiert offensichtlich. Es gilt dann

(W7 Ra 3) » Po ‘FB Dma7

aber nicht (W, R,3J),po IFp O"a. Wir erhalten somit (W, R,3J),po ¥ 0™a — O"a und damit auch
¥pOma — O"a.

Da die Behauptung fiir B gilt, gilt sie folglich auch fiir K und T'.

Fiir G zeigt man mit einer sehr dhnlichen Konstruktion:

Fir alle m,n € Nmit n > m > 0 und a € Fmyy, (5) gilt ¥ O"a — O0™a.

Damit gilt die Behauptung dann auch fir die Modallogik G. =

4.2.3 Das p—Morphismus Lemma

Fiir die folgende Betrachtung miissen wir unsere Voraussetzungen hinsichtlich der Grundbereiche verschérfen.
Wir legen fiir diesen Abschnitt ,,constant domains” zugrunde, d.h. wir haben in allen Welten einer Kripke-
Struktur jeweils den gleichen Grundbereich, den wir mit |J| bezeichnen.

Wir wollen nun mit dem p—Morphismus Lemma (p—Morphismus abgeleitet von Pseudo-Morphismus) uns
ein Werkzeug zur Verfiigung stellen, mit dem wir in einigen Fillen die Frage beantworten konnen, ob eine
bestimmte Rahmeneigenschaft tiber ein modales Axiomenschema charakterisierbar ist. Wir definieren dazu
zunéchst den Begriff des p—Morphismus als eine spezielle Verallgemeinerung des Begriffs ,,Isomorphismus”
fiir pradikatenlogische Strukturen.



150 KAPITEL 4. MODALE LOGIKEN

Definition 4.50 Seien M = (W, R,J) und M' = (W', R, J') S—Kripke-Strukturen.
Ein p—Morphismus von M in M’ ist ein Tupel (f,g), bestehend aus einer Abbildung

FW =W

und einer bijektiven Abbildung

flir die Folgendes gilt:
1. Fir alle p,g e W :pRq = f(p)R'f(q).
2. Fiir allepe W und r € W': f(p) R'r = es existiert g € W mit [ (q) =r und pRq.

3. Fiir alle p € W weisen die prddikatenlogischen Strukturen J, und 3’]0(1)) dieselbe Signatur auf.

4. Fir alle pe W ist g ein (prddikatenlogischer) Isomorphismus von J, auf J’f(p).

Eine Abbildung f: W — W', die den beiden Bedingungen 1. und 2. geniigt, heiffit p—Morphismus vom
Rahmen (W,R) in den Rahmen (W', R’). Ist f ein surjektiver p—Morphismus vom Rahmen (W, R) in
den Rahmen (W', R'), dann heifst (W', R') p—morphes Bild von (W, R).

Lemma 4.51 (p—Morphismus Lemma fiir Kripke-Strukturen)
Seien M = (W, R,J) und M' = (W', R",J") S—Kripke-Strukturen. Ferner sei (f,g) ein p—Morphismus
von M in M'. Es gilt dann fir p € W, M—Belegungen w und alle o € Fmpp, (S) :

M7p7w |FML a <= M/a f(p)7g(w) |FML .
Beweis. Durch strukturelle Induktion.

Ind.Basis: Sei « eine atomare Formel.

g ist nach Voraussetzung ein Isomorphismus von J, auf 3’f(p). Damit gilt auf Grund von Lemma 2.56

3;0,’(1) ):PL o = Jf(p),gow ':PL Q.

Es folgt sofort
M/af(p)vgow”_MLOl & M,p,w b o

Ind.Schritt: Wir betrachten exemplarisch 2 Falle:

1. (Fr)a:
Es gilt dann
M f(p),gowlrpyp (Fr)
Sesex. g(a) € |Jpp| so dass M', f (p),(gow){z/g(a)} Frr o
S esex. a€|J,,s0dass M, f(p),gow{z/a} lFpp «
& es ex. a € |J,|, so dass M, p,w{z/a} IFpp o nach Ind.Vor.
< M,p,wlkFyr (F2) .
2. Oa:
Es gilt
M, f(p),gowlFur Qa
< es gibt ein r € W/ mit f (p) R'r und M’ r,gow by
= es gibt ein ¢ € W mit pRq, f(q) =r und M, f (¢),g0w lFpp
= es gibt ein ¢ € W mit pRq und M, q,w k1, @ nach Ind.Vor.
< M, p,wlkpp Qo

Weiter gilt

Qe
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M, p,w kg Qo

& es gibt ein ¢ € W mit pRq und M, q,w IFprp «

< es gibt ein ¢ € W mit pRq und M’, f (¢) ,g o w IFpr « nach Ind. Vor.

= es gibt ein ¢ € W mit f (p) R'f (¢) und M’, f (¢),g o w IFprr, a nach Vor. tiber f
= M' f(p),gowlrpyr Oa.

Insgesamt folgt also auch in diesem Fall die behauptete Aquivalenz.

Lemma 4.52 (p—Morphismus Lemma fiir Kripke-Rahmen) Sei S eine Signatur. Der Kripke-Rah-
men § = (W', R') sei ein p—morphes Bild von § = (W, R).
Es gilt dann fir beliebiges o € Fmpp(S) :

S “_ML o = 5’ “_ML Q.

Beweis.

Wir zeigen die Kontraposition.

Sei « eine Formel, die in dem Kripke-Rahmen § nicht allgemeingiiltig ist. Es gibt dann eine auf diesem
Rahmen basierende Kripke-Struktur M’ = (W', R’,J’), eine Welt p’ € W’ und eine M’—Belegung w’, so dass
nicht gilt: M, p’,w’ IFpp .

Sei f ein surjektiver p—Morphismus vom Kripke-Rahmen § in den Kripke-Rahmen §’. Wir definieren eine
auf dem Kripke-Rahmen § basierende Kripke-Struktur M = (W, R,J) wie folgt: fiir p € W sei J, = Jf(p)-
Damit ist offensichtlich (f,id) ein p—Morphismus der Kripke-Struktur M = (W, R, J) in die Kripke-Struktur
M’ = (W' ,R',J’). Wahle nun ein p € W mit f(p) = p’. Dann gilt nach dem vorangegangenen Lemma
4.51 zu p—Morphismen von Kripke-Strukturen M, p, w Iffp;r a. Damit ist « auch im Kripke-Rahmen § nicht
allgemeingiiltig.

|

Beispiel 4.53 Wir haben in Theorem 4.32 gesehen dass eine Vielzahl von Rahmen mittels modaler
Aziomenschemata charakterisiert werden kann. FEs gibt jedoch kein modales Ariomenschema, das
z.B. die irrefleziven Rahmen charakterisiert (Ubungsaufgabe).

4.2.4 Zur Anwendung der Modallogik

Wir haben gesehen, dass wir durch die Beschrinkung auf spezielle Rahmen jeweils ausgezeichnete Logiken
erhalten haben. Diese Tatsache, dass wir liber die Rahmeneigenschaften Logiken definieren kénnen, macht
es uns moglich, den Modaloperatoren ganz unterschiedliche, auf den jeweiligen Anwendungsaspekt bezogene
semantische Interpretationen zuzuordnen. So wird beispielsweise fiir die Logik S5 der Box-Operator haufig
als ,es wird gewusst” interpretiert und S5 demgeméaf als Wissenslogik bezeichnet. (Statt des O-Symbols
wird in S5 meistens das Symbol K (von knowledge herrithrend) verwendet.) Fiir S4 kann der Operator OJ
z.B. rdumlich interpretiert werden: ,,in allen direkt erreichbaren Orten”.

Viele sprachliche Formulierungen, die Modalitdten benutzen, konnen daher in einer der hier vorgestellten
Modallogiken formalisiert und auf ihren Wahrheitsgehalt hin untersucht werden. Fiir praktisch alle Anwen-
dungen in der Informatik sind jedoch die Ausdrucksmittel dieser Modallogiken nicht ausreichend, so dass
immer geeignete Erweiterungen vorzunehmen sind. Wir wollen im folgenden 2 verschiedene Anwendungs-
bereiche von Modallogiken vorstellen, wobei wir allerdings die erforderlichen Erweiterungen der Modallogik
nicht bzw. nicht vollstdndig formal einfiihren, sondern uns mit informellen Erduterungen begniigen.

Von der Modallogik zur linearen Temporallogik

Zu den sicherlich bedeutendsten Gebieten der Modallogik gehort die Temporallogik. Bereits in den Logiken
S4 und S4.3 kann den Modaloperatoren eine brauchbare zeitlogische Deutung gegeben werden. Betrachten
wir dazu einen reflexiven und transitiven bzw. einen reflexiven, transitiven und schwach linearen Rahmen
§ = (W, R) sowie eine ausgezeichnete Welt pg in diesem Rahmen. Aufgrund von Lemma 4.16 diirfen wir
annehmen, dass dieser Rahmen von dieser Welt py € W generiert worden ist, d.h. fir dieses py gilt W =



152 KAPITEL 4. MODALE LOGIKEN

{g € W | (po,q) € R} (man beachte, dass fiir den Rahmen § R* = R gilt). Definiert man fiir beliebige
pgeWw
p < ¢ genau dann, wenn (p,q) € R

und interpretiert man eine Welt p als einen Zeitpunkt, dann gilt fiir Aussagen «, fiir eine auf § basierende
Kripke-Struktur (W, R,J) und fiir einen Zeitpunkt p € W :

(W,R,J),plFr Oa < zu allen Zeitpunkten ¢ € W mit p < ¢ gilt (W, R,J),qlFL «

sowie
(W,R,3),p kL Oa < es gibt einen Zeitpunkt ¢ € W mit p < g und (W, R,3J),q L «

fir L = S4 bzw. L = S4.3.

Da fiir S4 < eine Halbordnung darstellt, erhalten wir somit im Falle von S4 eine einfache Zeitlogik (oder
wie wir im Folgenden sagen wollen: Temporallogik) mit verzweigender Zukunft, in der (z.B. aufgrund von
Nichtdeterminismus) unterschiedliche zeitliche Entwicklungen beriicksichtigt sind. Legt man die Logik S4.3
zugrunde, so ist < sogar eine lineare Ordnung. In diesem Fall spricht man von einer linearen Temporallogik.
Durch weitere Anforderungen an die Erreichbarkeitsrelation, die sich durch geeignete modallogische Axiomen-
schemata charakterisieren lassen, konnen wir u.a. erreichen, dass die Rahmen dann isomorph zum Rahmen
(N, <) (in der Literatur i.a. mit (w, <) notiert) sind — wir sprechen dann von einer diskreten Temporallogik
— oder aber die Welten (Zeitpunkte) dicht liegen:

Bezeichnung Axiomenschema Rahmeneigenschaft
X O0a — O« ,sichert Dichtheit”
Dum OO0 (e — Oa) = a) — (00« — «)  ,sichert Diskretheit”

Fiir konkrete Anwendungen sind die Ausdrucksmittel aber noch zu schwach, so dass man zum einen héufig
weitere Modaloperatoren einfiihrt und zum anderen die sprachlichen Ausdrucksmittel erweitert. In Abschnitt
4.4 werden wir darauf etwas néher eingehen.

Von der Modallogik zur (multimodalen) epistemischen Logik

Im Zusammenhang mit der Einfithrung der Modallogik S5 hatten wir schon darauf hingewiesen, dass in dieser
Logik der [J-Operator i.a. als Wissensoperator interpretiert wird. Demgeméaf wird S5 oft auch als epistemi-
sche Logik bezeichnet (abgeleitet vom griechischen ,episteme”, was soviel wie Erkenntnis bedeutet). Welche
Eigenschaften der Modallogik S5 sind es, die die Interpretation von [J als ,jes wird gewusst” rechtfertigen?
Auf die philosphischen Aspekte, was denn Wissen nun genau ist (,,wahre Uberzeugung” oder , gerechtfertigter
wahrer Glaube” oder ...?7) wollen wir hier nicht eingehen, sondern in mehr pragmatischer Vorgehensweise
uns vergewissern, dass wesentliche Aspekte, die wir mit dem Wissensbegriff fiir die jeweilige Anwendung
verbinden, erfiillt sind. Sehen wir uns hierzu die S5 charakterisierenden Axiomenschemata an:

T Ooa— a: ,Wird a gewusst, so muss « insbesondere gelten”.
Mit anderen Worten: was nicht gilt, kann man auch nicht wissen.

Diese Forderung an einen Wissensbegriff ist unstrittig. Von ,, Wissensstrukturen” wird man daher immer
erwarten, dass sie eine reflexive Erreichbarkeitsrelation aufweisen.

5 Qa — OO« : Speziell fir « = =0 erhélt man ¢—0 — OO—-F. Unter Ausnutzung der Beziehung zwischen
0 und ¢ ist die letzte Formel dann dquivalent zu -3 — [O-[3, so dass also das Axiomenschema
5 epistemisch interpretiert ausdriickt ,man weifl, was man nicht wei”. Von einem philosphischen
Standpunkt wird man dies kaum als eine Eigenschaft von Wissen akzeptieren. Dieses Schema fiir eine
Wissenslogik zu postulieren, ist daher recht fragwiirdig. Wenn man es dennoch tut, dann aus dem
Grund, dass die resultierende Logik schéne Eigenschaften aufweist (z.B. einfache Normalform), Die
Transitivitdt der Erreichbarkeitsrelation, die durch das Schema 4 ausgedriickt wird, ist auf der Basis
von T und 5 dann folgerbar.
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4 Oa— OO« : ,Man weifl, was man weif3”.

Diese Eigenschaft wird fiir den Wissensbegriff iiberwiegend akzeptiert. Es gibt aber durchaus kontro-
verse Standpunkte zu diesem Prinzip.

Diese kurze Erlauterung der epistemischen Interpretation dieser Axiomenschemata macht somit deutlich,
dass eine ,addquate” Wissenslogik zwischen den Logiksystemen S4 und S5 liegen muss.

Wir wollen noch auf eine weitere Schwierigkeit des modallogischen Ansatzes im Zusammenhang mit dem
Wissensbegriff hinweisen. Da z.B. fiir S5 gilt

”—35 o <= ”—55 Da,

wird also jede allgemeingiiltige Aussage gewusst. Weiter impliziert dies, dass auch alle logischen Folgerungen
des eigenen Wissens gewusst werden:

Aus IFg5 O und kg5 a — g folgt I-g5 O5.

Dieses ,, Prinzip der logischen Allwissenheit” (englisch: logical omniscience) ist fiir viele Anwendungen von
Wissenslogiken in der Informatik nicht akzeptierbar, so dass man modale Wissenslogiken entwickelt hat, die
dieses Prinzip vermeiden. (Siehe hierzu z.B. das ausgezeichnete Buch:

R.Fagin, J.H. Halpern, Y. Moses, M.Y. Vardi, Reasoning About Knowledge, MIT Press 1995)

Epistemische Logiken finden héufig Anwendung in Multi-Agentensystemen, wo man von aufien betrachtet
das Wissen der Agenten logisch beschreiben bzw. analysieren mdchte. Da man in diesen Féllen in der Regel
mehrere Agenten hat und man das Wissen jedes einzelnen Agenten beschreiben kénnen will, bendtigt man
somit auch fiir jeden einzelnen Agenten einen eigenen Wissensoperator. Wir werden so zu einer multimodalen
Wissenslogik gefithrt, in der im Alphabet der Sprache statt der Modaloperatoren [J und ¢ nun mehrere
geeignet indizierte Modaloperatoren [y, ..., O und 01, ..., O vorhanden sind. (Im Falle der Wissenslogiken
wird dann i.a. K; statt O0; verwendet.)

Der Aufbau der formalen Sprache einer solchen multimodalen Sprache passiert dann genau so, wie wir es
schon fiir die Modallogik gesehen haben, wobei wir nun aber beliebige dieser [J; und ¢; bei der Bildung von
Formeln verwenden diirfen.

Die Semantik-Definition muss entsprechend angepasst werden. Wir haben fiir jeden Agenten i (bzw. Mo-
daloperator [J;) eine eigene Erreichbarkeitsrelation, so dass also ein passender Kripke-Rahmen ein Tupel der
Gestalt (W, Ry,...,Ry) mit R; CW x W, 1 <1i <k, ist.

Wir legen dann fest:

(W, R1,...,Rg,J),p,w lFpp O & fiir alle ¢ mit (p, q) € R; gilt (W, Ry,..., R, J),q,w by c

Im Zusammenhang mit Logiken fiir Multi-Agentensysteme werden héufig noch weitere Modaloperatoren
verwendet, mit denen das Wissen einer Gruppe von Agenten, das gemeinsame Wissen sowie das verteilte
Wissen, das in der Gruppe von Agenten vorhanden ist, behandelt werden kann.

Bemerkung 4.54 Wir haben hier multimodale Logiken im Zusammenhang mit den epistemischen
Logiken angesprochen. FEs gibt in ganz anderen Bereichen viele natirliche multimodale Logiken,
z.B. dann, wenn man Zeit- und Raumaspekte bericksichtigen muss wie in der Robotertechnologie.
Wir werden spater im Rahmen eines Beispiels eine weitere, ganz bedeutende multimodale Logik, die
dynamische Logik, kurz vorstellen.

Sehen wir uns zum Abschlufl dieses Exkurses noch ein sehr einfaches Beispiel zur Modellierung (logischen
Beschreibung) einer Problemstellung mit Mitteln der epistemischen Logik an.

Beispiel 4.55 Das Problem der 3 Weisen.

Ein Kionig hatte 3 weise Manner, hier mit a,b, und c¢ bezeichnet. Fines Tages beschlof$ er, herauszu-
finden, wer der weiseste von ihnen ist.Dazu setzte er jedem von ihnen einen weiflen oder schwarzen
Hut auf und stellte sie dann so in Form eines Dreiecks auf, dass jeder die Hite der beiden anderen
sehen konnte, nicht aber seinen eigenen. Er teilte thnen dann mit, dass wenigstens einer von ihnen
einen weifsen Hut tragt.
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Er fragt dann a, ob er die Farbe seines Hutes wisste. a verneint. Anschlieffend fragt er b dasselbe.
b verneint ebenfalls. Als er schlieflich ¢ fragt, antwortet dieser korrekterweise, dass er einen weifSen
Hut trigt. Wie konnte ¢ das wissen?

Zur formalen Beschreibung legen wir das Prddikatensymbol W fur ,tragt weiffen Hut” zugrunde.
W (z) verwenden wir, um ausdricken, dass x einen schwarzen Hut trdgt, d.h. wir unterstellen, dass
jeder entweder einen weiflen oder einen schwarzen Hut trdgt. Wir haben ferner die Modaloperatoren
O, Op, 0. mit der Intention ,a weif$ ...” usw. zur Verfigung.

Der in der Geschichte formulierte Sachverhalt kann dann in der folgenden Weise logisch beschrieben
werden.

Sei die Formelmenge ¥ definiert durch

¥.={00; (W (a) VW () VW(c))]|i€{ab,c}}
U{O W () = Ok=W () |4,k €{a,b,c}, j # k}
U {00 .0,—-0,W (a),00.-0,W (b)},
wobei zur Abkiirzung O hier fir eine beliebige endliche Folge von Modaloperatoren aus {04, 0y, 0.}
steht.

Es gilt dann X kg5 O.W (¢).  (Ubungsaufgabe)
(Wir benutzen hier als Index fir die entsprechende multimodale Wissenslogik ebenfalls S5.)

4.2.5 v- und 7-Formeln

Wir hatten fiir die Aussagen- und Pradikatenlogik eine uniforme Notation fiir Formeln eingefiihrt. Insbesonde-
re erlaubte diese uns eine kompakte Darstellung der Beweiskalkiile. Wir wollen nun die fiir die Pradikatenlogik
verwendete uniforme Notation der a-, 3-, - und J-Formeln tibernehmen und um zwei weitere Kategorien
erginzen, die die modallogischen Operatoren beriicksichtigen:

e v—Formeln (v von neccesity),

das sind modallogische Formeln der Gestalt Oa bzw. —0a.

e m-Formeln (7 von possibility),

das sind modallogische Formeln der Gestalt Qo bzw. —Ca.
v-Formeln und ihre Komponenten vy :
174 Vo
Ua o
-Qa | "«

m-Formeln mit Komponenten 7y und der Konjugierten 7 :

™ ‘ ™0 ‘ ™
—Ho | o | Oa
o « -Qa

Man konnte nun wiederum als Beweisprinzip strukturelle Induktion und als Definitionsprinzip strukturelle
Rekursion iiber Formeln dieser Kategorien formulieren. Da wir dies fiir den Rest des Skripts nicht mehr
benétigen, verzichten wir darauf.

4.3 Modallogische Tableau-Kalkiile

Wir wollen im Folgenden aufbauend auf dem pradikatenlogischen Tableau-Kalkiil Tableau-Kalkiile fiir die
verschiedenen Modallogiken angeben. Nun stellt der Aufbau eines Tableaus einen Versuch dar, ein Modell
fiir die infrage stehende Formel(menge) zu konstruieren. Im Falle der Modallogik bedeutet dies, dass ein
Tableau die Struktur eines Kripke-Rahmens widerspiegeln muss. Z.B. muss fiir Qo eine i.a. von der aktuellen
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Welt verschiedene Welt vorhanden sein, in der o gelten muss. Ein spezielles Problem stellen nun die §-
und ~y-Formeln dar. Im Falle von §-Formeln werden in der Pradikatenlogik d-Instanzen unter Verwendung
von neuen Konstantensymbolen gebildet, die Objekte bezeichnen konnen, die in einer vorausgegangenen
Welt nicht vorhanden waren. In Kripke-Strukturen werden aber bisher Konstantensymbole global gleich
interpretiert. Die Problematik, dass beim I"Jbergang von einer Welt in eine andere die Menge der Objekte
zunehmen kann, bzw. dass fiir Welten, zwischen denen kein Pfad existiert, keine Inklusionsbeziehung zwischen
den jeweiligen Grundbereichen existieren muss, betrifft auch die Bildung der ~-Instanzen zu y-Formeln.

4.3.1 Modallogische K-Tableaus

Wir definieren zunéchst allgemein K-Tableaus. Uber weitere Regeln werden wir hieraus die Tableaus fiir die
weiteren Logiken erhalten.

K-Tableaus sind wiederum endliche markierte Bindrbdume, wobei die Markierungen jetzt aus Paaren (p, «)
(notiert als p IF «) oder aber (p, q) (notiert als pRq) mit Welten p und ¢ sowie modallogischen Formeln a be-
stehen. Liegt eine Folge po Rp1, p1 Rpa, - - ., Pn—1Rp, von Markierungen vor, so wollen wir diesen Sachverhalt
auch durch pgR*p, notieren.

Wir {ibernehmen - soweit moglich - die Terminologie aus der aussagenlogischen bzw. pradikatenlogischen
Definition. Sei W = {p; | i € N} ein Vorrat von Welten und Ky = {¢; | i € N} ein Vorrat von Konstanten-
symbolen, die in der Signatur S nicht vorhanden sind. Fiir die Signatur S nehmen wir 0.B.d.A. an, dass sie
wenigstens ein Konstantensymbol enthélt.

Definition 4.56 (X-Tableau fir {ao,...,an})
Sei LU{ag,...,an} C Fmpr (S) eine Menge von Aussagen.

1. Der mit po IF ag,...,po IF oy, markierte Bindrbaum

Po [ Qo

Po I+ (6751

|
Do IF ay,
ist ein X-Tableau(das Starttableau) fir {ag,...,an}.

2. Ist T ein X-Tableau fir {ag,...,a,} und P ein Zweig in T mit Blatt s, ist ferner ein Knoten in
P mit pl- N markiert, dann ist der in Abhdngigkeit von N nachfolgend definierte, markierte
Bindarbaum 7' ebenfalls ein X-Tableau fir {ag,...,an}:

(a) N=-1 (=T resp. =—f):

7' resultiert aus 7, indem an das Blatt s ein mit p I T (plk L resp. plk B) markierter
plE-L

pIFT)

Knoten als Sohn angehdngt wird. (als Tableau-Regel notiert:
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plET

(b) N ist eine a-Formel mit den Komponenten oy und o :

7' resultiert aus T dadurch, dass das Blatt s von P einen Sohn und einen Enkel erhalt, die
I

mit plk ay bzw. plk- as markiert werden. (als Tableau-Regel notiert: p”_ia
piron

p”— (8 %))

plFaq
p”‘ a2

(¢) N ist eine B-Formel mit den Komponenten B, und B :
7" wird aus T dadurch erhalten, dass an das Blatt s von P zwei Séhne, die mit 3, bzw. B,

pl-B )

markiert werden, angehdngt werden. (als Tableau-Regel notiert: ————————
plEBy | plk By

pl-B1 plk B2

a) - ¢) sind somit die ,aussagenlogischen Tableau-Regeln”.

(d) N ist eine y-Formel :
7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit v (¢) markierter Knoten als Sohn angehdngt
. . plFy
wird. (als Tableau-Regel notiert: ————— (c!)),
plEv(c)
wobei c € S oder
c € Ky und es gibt im Zweig P eine Welt ¢ mit qR*p, und qIF 3 und ¢ kommt in 3 vor.

(d.h. c ist auf dem Pfad zu p zuvor iber eine d-Instanz eingefihrt worden)
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pIF~(c)

(e) N ist eine 6-Formel mit einer §-Instanz 8 (¢) fir ein ¢ € Ko, das in T nicht vorkommdt:

7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit § (¢) markierter Knoten als Sohn angehdngt

I
wird (als Tableau-Regel notiert: PT9 (c neu!)),

plEd(c)

plFd(c)
wobei c € Ky und ¢ im bisherigen Tableau T nicht vorkommt.

d) und €) sind die ,pradikatenlogischen Tableau-Regeln”.
(f ) N ist eine v-Formel :

Ist im Zweig P fir ein ¢ € W eine Markierung pRq vorhanden, so resultiert ™" aus T,
indem an das Blatt s ein mit q - vo markierter Knoten als Sohn angehdngt wird. (als

pRq!))

plFv
(

Tableau-Regel notiert:
q I Vo

(g9) N ist eine w-Formel:

7' resultiert aus T, indem an das Blatt s ein mit pRq markierter Knoten als Sohn und ein
mit q IF w9 markierter Knoten als Enkel angehangt wird fir ein ¢ € W, das im bisherigen
Tableau T nicht vorkommdt.

plEm

pRq

q I ™0
1) und g) sind die ,modallogischen Tableau-Regeln”.

( als Tableau-Regel notiert: (g neu!))
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pRq
P H— o

(h) Ist T ein X-Tableau

und P ein Zweig in T mit Blatt s, dann ist fir eine Aussage 3 € ¥ auch der folgende
markierte Bindrbaum ein X-Tableau:

bI- 3

8. Nur solche markierten Bdume, die nach 1. wund 2. erhalten werden, sind X-Tableaus fir
{Oéo,...,O[n}-

Definition 4.57
1. FEin Zweig P eines modallogischen Tableaus heif$t geschlossen genau dann, wenn fir ein p € W

(a) ein Knoten in P mit pl- L markiert ist, oder wenn

(b) es eine Aussage o € Fmyr (S (Ko)) und zwei Knoten in P gibt, von denen einer mit p IF «
und der andere mit plF —a markiert ist.

2. FEin ¥-Tableau heifit geschlossen genau dann, wenn jeder Zweig des Tableaus geschlossen ist.

3. Ein modallogischer ¥-Tableau-Beweis fir « ist ein geschlossenes L-Tableau fiir {—a}

(notiert als ¥ Fx_1 a).

4. Ein modallogischer Tableau-Beweis fiir « ist ein modallogischer \— Tableau-Beweis fir a (notiert
als l_KfT a).
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4.3.2 Erganzende Tableau-Regeln fiir die weiteren Modallogiken

Tableaus fiir die verschiedenen hier eingefiihrten Modallogiken erhalten wir nun leicht jeweils durch erginzende
Regeln. Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Definition 4.56.

Definition 4.58 (Spezielle modallogische Tableauregeln)

1. Modallogik T :
(3-Tableaus werden in diesem Fall als T-Tableaus (mit Pramissenmenge X) bezeichnet.)
Reflexive Tableau-Regel:

pRp

Ist im Zweig P des T-Tableaus 7 ein Knoten mit p It « fir ein a € Fmpp (S (Ko)) oder mit
pRq fiir p # q markiert, und resultiert 7" aus 7 dadurch, dass an das Blatt von P ein mit pRp
markierter Sohn angehdngt wird, dann ist 7' ebenfalls ein T-Tableau.

2. Modallogik S4 :

(X-Tableaus werden als S4-Tableaus (mit Pramissenmenge X) bezeichnet.)

(a) Reflexive Tableau-Regel und

(b) Transitive Tableau-Regel:
pRq
qRr
pRr
Ist im Zweig P des S4-Tableaus 7 ein Knoten mit pRq und ein weiterer Knoten mit qRr
markiert, und resultiert 7/ aus T dadurch, dass an das Blatt von P ein mit pRr markierter
Sohn angehdngt wird, dann ist 7' ebenfalls ein S4-Tableau.

8. Modallogik B :

(Tableaus werden als B-Tableaus (mit Pramissenmenge X) bezeichnet.)

(a) Reflexive Tableau-Regel und
(b) Symmetrische Tableau-Regel:
pRq
qRp
Ist im Zweig P des B-Tableaus T ein Knoten pRq markiert, und resultiert 7/ aus T dadurch,

dass an das Blatt von P ein mit ¢qRp markierter Sohn angehdngt wird, dann ist 7/ ebenfalls
ein B-Tableau.

4. Modallogik S5 :

(Tableaus werden als S5-Tableaus (mit Pramissenmenge X) bezeichnet.)

(a) Reflexive Tableau-Regel und

(b) Euklidische Tableau-Regel:
pRq
pRr
qRr
Ist im Zweig P des S5-Tableaus T ein Knoten mit pRq und ein weiterer Knoten pRr
markiert, und resultiert 7' aus T dadurch, dass an das Blatt von P ein mit gRr markierter
Sohn angehdngt wird, dann ist 7' ebenfalls ein S5-Tableau.

5. Modallogik G :

(Tableaus werden als G-Tableaus (mit Primissenmenge X) bezeichnet.)
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(a) Transitive Tableau-Regel und
(b) mw-Regel fiir G :
plF
pRq
q I ™o
qlF7

(¢ neu!)

(modifizierte w-Tableau-Regel)

Ist im Zweig P des G-Tableaus T ein Knoten mit p - ® markiert, und resultiert 7/ aus 7
dadurch, dass fir ein ¢ € W, das in T nicht vorkommt, an das Blatt von P ein Sohn, ein
Enkel und ein Groflenkel angehdngt werden, die mit qRr, q - wo und mit q - ® markiert
sind, dann ist 7' ebenfalls ein G-Tableau.

Es mag aufgefallen sein, dass wir fiir die Logik S4.3 keine Tableau-Regeln angegeben haben. Eine dem
Axiomenschema L entsprechende Tableau-Regel ldsst sich ohne Schwierigkeiten formulieren, da sie jedoch
von ihrer formalen Gestalt etwas aus dem Rahmen fallt, haben wir auf ihre Angabe verzichtet.

Beispiel 4.59

1. Wir zeigen zundchst an einem einfachen Beispiel, wie der Tableau-Kalkil genutzt werden kann,
um die Nicht-Allgemeingiltigkeit einer modallogischen Formel nachzuweisen.

Sei o= P (c).
Es gilt W Oa — «a. Dies kann man leicht durch die Angabe einer Kripke-Struktur zeigen, in

der diese Formel nicht allgemeingultig ist. Zu solch einer Kripke-Struktur wird man aber auch
durch den Versuch gefiihrt, einen Tableau-Beweis fir Oa — a aufzubauen:

polF = (0o — «) «a-Formel

po IF Do ai1-Komponente

po IF —« as-Komponente

Danach hat man keine weiteren Mdglichkeiten mehr, ohne schon durchgefiihrte Schritte zu
wiederholen. Wir erhalten also in keinem Fall ein geschlossenes Tableau. Eine Kripke-Struktur
M, in der Ooa — « nicht allgemeingiiltig ist, ist dann z.B. ({po}, R,J) mit R =0, wobei a’r0 = F.
Damit gilt dann M,py kg —a. Da auferdem M,py IFx Oa wegen R = (0 gilt, folgt sofort
¥ Ooa — a.

2. Es gilt kg (3z)O0-P (x) — =0 (V) P (z) :

1 po |H- = ((Fz)O-P (x) —» =0 (Vz) P (x)) «a-Formel

2 polk (32)O-P(x) ai-Komponente von 1
3 po |||— -0 (Vz) P () as-Komponente von 1
4 po |||— O (V) P (x) aus 3

5 po |||— O-P (c) aus 6-Formel 2; ¢ neu
6 P01|3P1 aus m-Formel 4

7T m |||— (Vx) P (x) aus w-Formel 4

8 m |||— P(c) aus y-Formel 7

9 1;1 ||F =P (c) aus v-Formel 5

geschlossen wegen 8 und 9
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3. In S5 ist die Barcan’sche Formel beweisbar, d.h. es gilt IFg5 (Vo) OP () — O (V) P () :

1 polF=((Vx)OP (z) - O(Vx) P(z)) «-Formel
|

2 polF (Vz)OP (z) aq-Komponente von 1
3 po ‘IF -0 (V) P (z) az-Komponente von 1
4 pol‘%pl aus m-Formel 3
5 pm ‘II— - (Vz) P () aus m-Formel 3
6 p ‘IF =P (c) aus 6-Formel 5; ¢ neu
7 pol‘?po refl. Tableau-Regel
8 pll‘?po eukl. Tableau-Regel aus 4 und 7
9 po ‘II— OP (c) aus y-Formel 2
10 p1 ‘II— P(c) aus v-Formel 9
* geschlossen wegen 6 und 10

4.3.3 Korrektheit der Tableau-Kalkile

Unser néchstes Ziel ist es, fiir die aufgefiihrten modallogischen Tableau-Kalkiile die Korrektheit und mit
Ausnahme von G auch die Vollstandigkeit fiir diese Beweiskalkiile zu zeigen. Wir beginnen zunéchst mit
dem einfacheren Teil, dem Nachweis der Korrektheit.

Im Falle der klassischen Aussagen- und Pradikatenlogik wurde gezeigt, dass die Anwendung einer Tableau-
Regel auf ein erfiillbares ¥-Tableau wieder zu einem erfiillbaren 3-Tableau fithrte. Im Falle der Modallogiken
besteht die Schwierigkeit, dass ein ,Modell” fiir eine Aussagenmenge nun durch eine Kripke-Struktur gegeben
ist. Unterstellen wir, dass Erfiillbarkeit eines modallogischen Tableaus gegeben ist, dann muss das Resul-
tat einer Tableau-Regel bzw. der Aufbau des Tableaus in gewissem Sinne konform zu einem vorhandenen
»Modell” sein. Hier ergibt sich aber eine Schwierigkeit mit den im Tableau neu eingefithrten Konstantensym-
bolen. Ahnlich wie im Falle der Pridikatenlogik, wo wir in diesem Fall Konstantenerweiterungen betrachtet
haben, werden wir auch hier entsprechende Konstantenerweiterungen benutzen.

Notation 4.60 Wir schreiben ¥ b7 o fir L € {K,T,S4,B,S5,G}, falls ein geschlossenes L-
Tableaw mit Pramissenmenge ¥ fir {—a} existiert.

Notation 4.61 Sei wie in der Definition der X-Tableaus S eine Signatur und IKC, eine abzdhlbar
unendliche Menge von Konstantensymbolen, die in der Signatur S nicht enthalten sind.

Sei weiter M = (W, R, J) eine S (K)-Kripke-Struktur, I C Ko, und J, fiir p € W eine pradikatenlogische
S (KCp)-Struktur mit I, C K.

1. Hat M die FEigenschaft, dass
Ko\ K

abzdhlbar unendlich viele Konstantensymbole enthdlt, so wird M als Ko-passend bezeichnet.
2. Fiir eine S (K U {c})-Kripke-Struktur M' = (W, R,J'), fiir die J;, eine prddikatenlogische S (K, U {c})-
Struktur ist, die wir aus der Kg-passenden Kripke-Struktur M dadurch erhalten, dass wir

zundchst die Signatur K, die M zugrundeliegt, um das neue Konstantensymbol ¢ € Ko er-
weitern und in der Welt p € M (und damit auch in allen von p aus erreichbaren Welten)
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dem Konstantensymbol ¢ eine Konstante A =a zuordnen, verwenden wir die Schreibweise
M' =M (3p{c/a}).

3; und damit auch alle 3; fiir Welten q, die von p aus erreichbar sind, sind also prddikatenlogische
S (K, U{c})-Strukturen bzw. S (K, U{c})-Strukturen. M’ werden wir auch als Strukturerweite-
rung von M bezeichnen. Generell werden wir den Begriff Strukturerweiterung in transitiver
Weise verwenden, d.h. ist M" Strukturerweiterung von M' und M’ Strukturerweiterung von
M, so ist M" auch Strukturerweiterung von M.

Fiir den Begriff der Strukturerweiterung ergibt sich die folgende, leicht zu beweisende Eigenschaft:

Lemma 4.62 Sei L € {K,T,S4,B,S5,G}. Sei ferner M eine S (K)-Kripke-Struktur und die S (IC U IC')—
Kripke-Struktur M’ eine Strukturerweiterung von M.
Fir pe M und Aussagen o € Fmprr, (S (K)) gilt dann:

M,plkp a & M plkp a.

Lemma 4.63 Sei L € {K,T,S4,B,S5,G}. Sei weiter M = (W, R,J) eine Ko-passende S (K)Kripke-
Struktur und p € M.
Es gilt dann:

1.

5.

Fir a-Formeln mit Komponenten a1 und ag sowie fir 3-Formeln mit Komponenten 3, und
By gilt:

M,plkp o = M,plFp a1 und M,plFp as

M,plkr, B8 = M,pltr By oder M,p k1, By

Fir v-Formeln mit der vv-Instanz v (c) fir ein ¢ € S (K,) gilt:

M,plkp v = M,plk v (c).

Fir §-Formeln haben wir:

Gilt M,plrL 8, so existiert eine Strukturerweiterung M (3, {c/a}), ¢ € Ko, mit M (3, {c/a}),p kL
d(c).

. Mplkpv = M,qlkp vy fir alle ¢ € M mit (p,q) € R.

M,plkpm = M,qlkp mo  fiir ein ¢ € M mit (p,q) € R.

Fem— O (mo AT)

Beweis. Wir wollen die Teilaussagen 3. und 5. beweisen. Fiir die restlichen Aussagen ist der Beweis sehr
einfach.

3. Wir betrachten der Einfachheit halber den Fall § = (3z) a. Sei w eine M-Belegung. Es gilt dann:

M,p,w kg (3z) «
< es existiert ein a € |J,| mit M, p,w{z/a} Ik, a.

Sei nun (W, R,J') = M (3, {c/a}) eine durch die Festlegung ¢ := a bestimmte Strukturerweiterung
von M zu einer S (K U {c})-Kripke-Struktur. Es gilt dann

M @y {e/a}) pw{a/c¥ } Iy a
und damit nach dem Substitutionstheorem

M (3p{c/a}),p,wlFL a{z/c}.

Da dies fiir beliebige Belegungen w gilt, folgt die Behauptung.
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5. Wegen IFy;;, -Oa < O—a geniigt es, den Fall 7 = =Oa zu betrachten.
Es gilt:
IFe O(0a — a) — Oa
= kg "Oa — -0 (0o — «)
= lFg Oa — ¢ (Oa A —a)
d.h. esgilt IFg m— O (T A mo)

Notation 4.64 Sei ¥ eine Menge von Markierungen der Form pl- 3 bzw. pRq. (Beachten Sie, dass
dies informelle Schreibweisen fir (p, ) bzw. fir (p,q) sind).

1. R sei die Menge aller Paare (p,q), so dass gilt:

(a) p=q und plk B €X fir eine Aussage 3 oder
(b) es gibt fir ein n € N po,...,p, mit po =p, pp =q und p;Rp;11 € X, 0 < i < n.

2. Ksp sei die Menge aller Konstantensymbole aus S (Ky), die in einer Formel § mit ¢l 3 € &
fiir ein ¢ mit (¢,p) € R vorkommen.

3. Wy :={p; | i €N, p; kommt in ¥ vor}

Definition 4.65 Sei L € {K,T,S4,B,S5,G} und M' = (W', R",J') eine S (K)-Kripke-Struktur.
Y sei eine Menge von Markierungen der Form pRq bzw. p Ik (8 fir € Fmyp (S (K)).

1. Eine Abbildung f: Wy — W' heifst L-Einbettung von ¥ in M’ genau dann, wenn gilt

pRgeXp = (f(p),f(q) e R'.

2. ¥ heifit L-erfillbar unter der L-Einbettung f von X in M’ genau dann, wenn fir jede Markierung
plF g e X gilt:
M, f(p) kL B.

3. X heifit L-erfiillbar (in M') genau dann, wenn eine L-FEinbettung f von ¥ in M’ existiert, so
dass ¥ L-erfillbar unter der L-Einbettung f ist.

Notation 4.66 Die Menge der beim Aufbau eines Tableaus T neu eingefihrten Konstantensymbole
aus Ko sei mit Kr notiert.

Definition 4.67 Sei T ein L-Tableau fir ein L € {K,T,S4,B,S5,G}.

Fiir einen Zweig P des L-Tableaus T sei Xp die Menge der im Zweig P vorkommenden Markierungen.
Das Tableau T heifit L-erfillbar (in M') genau dann, wenn fir einen Zweig P im L-Tableau T Yp
L-erfillbar (in M') ist.

Wir sind nun in der Lage, das fiir den Korrektheitsbeweis zentrale Lemma in kompakter Weise zu formulieren
und anschliefend zu beweisen.

Lemma 4.68 Sei L € {K,T,S4,B,S5,G} und T ein L-Tableau fir {a} C Fmpy (S). Sei ferner
M= (W' R,3) eine S (Kr)-Kripke-Struktur.

Es gilt dann:

Ist T L-erfillbar (in M) und resultiert das Tableauw T' aus T durch die Anwendung einer Tableau-Regel
fir die Logik L, so ist T' L-erfillbar (in einer S (Kp/)-Kripke-Struktur M').
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Beweis. Sei T L-erfiillbar (in M). Es gibt dann einen Zweig P in T, so dass X p L-erfiillbar (in M) ist.
Wir miissen nach der zuletzt angewandten Tableau-Expansionsregel unterscheiden. Wir werden exemplarisch
die Félle der §-Formeln und der w-Formeln betrachten. In den iibrigen Féllen ist die Argumentation sehr
einfach (entweder weitestgehend analog dem aussagenlogischen bzw. dem pridikatenlogischen Fall oder aber
trivial). )
Wir kénnen uns auf den Fall beschranken, dass beim Ubergang von T zu T” der Zweig P bearbeitet worden
ist, da im anderen Fall die Aussage sofort folgt (vgl. den Beweis im pradikatenlogischen Fall).
Sei f : Wy, — W’ eine Einbettung von Xp in M, die ¥p L-erfiillt.
-6
Fall 6-Formel: Der Zweig P ist dann aufgrund der Tableau-Expansionsregel iié() zu P’ erweitert
P c
worden.
Nach Voraussetzung gilt M, f (p) Ik 8. Nach Lemma 4.63 3. existiert dann eine Strukturerweiterung
M’ mit M1, f (p) k1 6 (c).

Da fiir alle Aussagen (3, in denen ¢ nicht vorkommt, und fur alle ¢ € W’ gilt
quu_L ﬂ <~ M/aqH_L ﬁ )
folgt, dass f eine Einbettung von X p/ in M’ ist, die X p, L-erfiillt.

Fall 7-Formel: In diesem Fall ist P aufgrund der Expansionsregel fiir eine m-Formel in einem Knoten s € P
zu P’ erweitert worden.

Sei die Markierung von s p IF 7 fiir eine m-Formel.

Wir betrachten hier den Fall der Logik G, da in diesem Fall der Zweig P aufler um pRgq (fiir ein neues
q) und ¢ IF g zuétzlich verlangert wird um die , Markierung” ¢ I+ 7.

Nach Voraussetzung gilt M, f (p) k¢ 7. In G gilt nach Lemma 4.63 5. k¢ m — O (7o AT). Es gibt
daher eine Welt » € W’ mit (f (p),r) € R’ und M,r IFg 7o A TT.

Wir definieren daher eine Fortsetzung f’ von f auf Wy, = Wy, U {¢q} folgendermafen:

, I falls s = ¢
() '_{ f(s) sonst.

/! ist dann eine Einbettung von Xp: in M (leicht zu verifizieren), die ¥ p/ L-erfiillt.

In jedem Fall ergibt sich somit, dass das resultierende Tableau T L-erfiillbar ist. m
Mit diesem Lemma erhalten wir nun leicht die Korrektheit der Tableau-Kalkiile.

Theorem 4.69 (Korrektheit der Tableau-Kalkile)
Fir L e {K,T,S4,B,585 G} und o € Fmp, (S) Aussage gilt:

Frra =k a.

Beweis. Es gelte b « fiir L € {T, S4,B,S5,G}. Es existiert dann ein geschlossenes L-Tableau T fiir
{—a}. Sei pg IF -« die Markierung des Startknotens von 7.

Angenommen « ist nicht allgemeingiiltig fiir L. Es existiert dann eine Kripke-Struktur M = (W, R,J) und
eine Welt ¢ € M mit M, q I —a. Damit ist die Abbildung f : {po} — W mit f (py) = ¢ eine L-Einbettung
von Y, des Starttableaus Ty, die ¥, und damit Ty L-erfiillt. (Man beachte, dass Ty in diesem Fall auch ein
Zweig ist.)

Analog zum aussagenlogischen und pradikatenlogischen Korrektheitsbeweis folgt durch Induktion und unter
Anwendung von Lemma 4.68, dass dann auch das Tableau T' L-erfiillbar in einer Strukturerweiterung M’
von M ist. Es gibt daher einen Zweig P in T sowie eine Einbettung fp von ¥p in M’, die ¥p L-erfiillt. Da
T ein geschlossenes Tableau ist, gibt es in dem Zweig P entweder einen Knoten mit einer Markierung r I L
oder aber zwei Knoten mit Markierungen r I- 8 und r IF =4 fiir ein r und eine Aussage (3.

Aufgrund der Einbettung von Xp in M’ gilt dann M, fp (r) kg, L bzw. M’ fp (r) IFp fund M, fp (r) I,
—6. Dies kann fiir keine Kripke-Struktur gelten. Die Annahme, dass « nicht allgemeingiiltig ist, ist somit
falsch. m
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4.3.4 Vollstandigkeit der Tableau-Kalkiile

Mit Ausnahme der Modallogik G kann fiir die hier vorgestellten Modallogiken die Vollsténdigkeit der ange-
gebenen Tableau-Kalkiile gezeigt werden. Wir kénnten dazu im Prinzip in dhnlicher Weise vorgehen wie im
Falle der Préadikaten- bzw. Aussagenlogik.

Hier soll eine weitere Methode, die auf der systematischen Erzeugung von Tableaus basiert, vorgestellt werden.
Diese Methode zur Erzeugung von Tableaus hat den Vorteil, dass sie fiir allgemeingiiltige Aussagen « in jedem
Fall ein geschlossenes Tableau fiir {—a} liefert, im Gegensatz zu dem bisher betrachteten Tableau-Verfahren.
In einem ersten Schritt modifizieren wir die Tableau-Regeln fiir die y-Formeln und fiir die v-Formeln:

e Die Expansionsregeln fiir y-Formeln und v-Formeln werden im Aufbau eines Tableaus im allgemeinen
mehrfach bendtigt. Um spéter eine leichtere Ubersicht dariiber zu erhalten, welche Formeln in einem
Tableau bereits bearbeitet worden sind, erweitern wir die Tableau-Regeln dahingehend, dass an einen

F . . v i
oder einer v-Expansionsregel erweitert

plFvy(c) qlF vy
wird, zusétzlich ein Knoten mit Markierung p |-~ bzw. p IF v angehéngt wird.

Zweig, der aufgrund einer ~y-Expansionsregel

Systematisches Tableau-Verfahren

Sei wie schon in der Definition des Tableau-Kalkiils W = {p; | i € N} ein Vorrat von ,,Welten” und Ky =
{¢; | i € N} eine Vorrat von Konstantensymbolen.

Wir wollen jetzt ein Tableau-Verfahren vorstellen, das zwar wenig intuitiv ist, aber den Vorteil hat, dass fiir
allgemeingiiltige Aussagen das Verfahren in jedem Fall zum Abschluss kommt und somit einen Beweis liefert.

Es soll Ik, « fiir eine Logik L € {K,T,S4, B, S5} gezeigt werden.

Notation 4.70 Fir eine atomare modallogische Aussage o heifle eine Markierung p |F o atomar.

Systematische Tableau-Methode:

Die Pramissenmenge ¥ liege in Form einer Aufzéhlung vor.

Schritt 1: Erzeuge das Starttableau fiir {—«a}. Der Startknoten ist dann mit pg IF -« markiert.

Seien nun bereits n Schritte ausgefithrt und das Tableau T,, aufgebaut worden.
Schritt n+1:

n + 1 gerade: Wéhle im Tableau T,, nichtdeterministisch einen noch nicht bearbeiteten Knoten
s geringster Tiefe aus. Sei p IF NV die Markierung von s.
Markiere s als bearbeitet.
In Abhéangigkeit von N wird T;, erweitert.
Fiir jeden nicht geschlossenen Zweig P mit s € P und Blatt u wird an u angefiigt:
o falls N =-T: pl- L
o falls N =—-1: plET
falls N = == : pl-p3
falls N a-Formel mit den Komponenten ay und o :

pH—ao

plF oy

falls N 8-Formel mit den Komponenten 3, und 3, :

/ N
pIF By plk B,
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o falls N y-Formel:
K sei die Menge der Konstantensymbole ¢, die der folgenden Bedingung geniigen:
¢ kommt in einer Markierung ¢ IF 5 € ¥p (5 Aussage) des Zweiges P vor, wobei gilt:

(¢,p) € R* und g #p oder

p=qund 8 #~(c).
Falls K = (), setze K := {c}, wobei ¢ das erste Konstantensymbol der Signatur S ist.
Sei somit K = {¢1,...,cp} mit k> 1.
An u wird dann angehéngt

p - (c1)
|

|
p Ik (er)
|
plEy
Anschaulich: Fiir jedes Konstantensymbol ¢, das in einem Pfad zur ,Welt” p auftritt,
bilden wir eine «-Instanz - (¢) und héngen die Markierung p Ik « (¢) an den Zweig P
an, sofern sie im Zweig noch nicht vorhanden ist. Kommt kein Konstantensymbol vor, so
héngen wir fiir ein Konstantensymbol ¢ aus der Signatur die Markierung p I 4 (¢) an den
Zweig P an.
e falls N §-Formel:
P 1) (Cj)
fiir das kleinste j € N, so dass ¢; € Ko nicht in 7}, vorkommt.

e falls N v-Formel:
Seien qy, . .., g, samtliche ,, Welten”, fiir die in P eine Markierung pRg; und eine Markie-
rung g; I+ B fur ein B vorhanden ist (i = 1,...,k) :

q1 I+ 1%

|
qr Ik v

|
plFv

e falls N m-Formel:

pRp;
Di I+ ™o

flir das kleinste ¢ € N, so dass p; € W nicht in T}, vorkommt.

n + 1 ungerade: In diesem Fall werden die Tableau-Erweiterungsregeln fiir die Pramissen sowie
fir die jeweilige Modallogik systematisch durchgefithrt. Z.B. fiir:
T : es wird an jeden Zweig von T}, in dem eine Markierung der Form p IF 8 vorkommt,ein
Knoten mit Markierung pRp angefiigt, sofern diese im Zweig noch nicht vorhanden ist.
S4 :Wie fiir T'. Zusétzlich wird an jeden Zweig, in dem Markierungen pRq und ¢Rr vorhanden
sind, eine Markierung pRr angehangt.
Fiir die Pramissenmenge ¥ : fiir die in der Aufzidhlung erste Aussage «, die in ¥ p nicht
vorkommt, wird pg IF a angehangt.
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Das Verfahren endet, wenn alle Knoten, die mit Formeln markiert sind, bearbeitet sind oder wenn
das Tableau geschlossen ist. In diesem Fall heifit das Tableau beendet (oder abgearbeitet). Ist das
Tableau noch nicht geschlossen und sind auch nicht alle Knoten als bearbeitet markiert, dann wird
Schritt n + 2 ausgefiihrt.

Es sollte klar sein, dass dieses so beschriebene systematische Verfahren wiederum ein korrektes Verfahren
ist. Wir wollen im folgenden den Nachweis erbringen, dass es auch ein vollstdndiges Beweisverfahren ist, und
dass es im Falle von allgemeingiiltigen Aussagen nach endlich vielen Schritten abbricht.

Modallogische Hintikka-Mengen

Hintikka-Mengen spielten eine grofle Rolle in den Vollstdndigkeitsbeweisen fiir die Aussagen- und Pradikatenlogik.
Im Beweis des jeweiligen Modellexistenztheorems wurde eine Aussagenmenge zu einer maximal widerspruchs-
freien Hintikka-Menge erweitert. Eine Hintikka-Menge war in diesen Féllen aber immer erfiillbar.

Definition 4.71 (Modallogische Hintikka-Mengen) Sei ¥ eine Menge von Markierungen der Form
pRq bzw p Ik B und B modallogische Aussage.

Y heifst modallogische L-Hintikka-Menge

(Le{K,T,S4,B,S5}) genau dann, wenn gilt:

1. Ist a eine atomare Aussage und ist plk a € 3, so gilt plk -~ ¢ 3.
2. Fiir alle p gilt: pl- =T ¢ %X, plk L ¢X.
3. plFE-—peX = plkpgei.

4. Fiir eine a-Formel mit den Komponenten ag und o :

pFae¥ = plFag, plFag € X.

5. Fir eine B-Formel mit den Komponenten B, und 3, :

plEBe¥ = plk-ByeX oderpl- 3, € X.

6. Fir eine y-Formel:

plFyeX = fir alle ce Ky, gilt plF~v(c) € L.

7. Fir eine 6-Formel:

plFd €X = es existiert ein c € S (Ko) mit pl-d(c) € .

8. Fur eine v-Formel:

plFv eX = fir alle ¢ mit pRqg e X gilt qlF vy € X.

9. Fir eine w-Formel:

plEm e X = es existiert ein ¢ mit pRq € X und ql-m5 € X

10. Die L zugrundeliegenden Rahmeneigenschaften bedingen Abschlusseigenschaften fir ,R" :
z.B. fur S4:
plEBe¥ = pRpeX
pRq, qRr € ¥ = pRre X
Notation 4.72 Eine Kripke-Struktur M = (W', R',J) wird als L-Kripke-Struktur bezeichnet, wenn der

Rahmen (W' R’) die fir die Logik L € {K,T,S4,B,S5} charakteristischen Rahmeneigenschaften
aufweist (z.B. Reflexivitdat fur L =T ).
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Theorem 4.73 Sei ¥ eine modallogische L-Hintikka-Menge, L € {K,T,S4,B,S5}.
Dann gilt:
Y ast L-erfillbar in einer L-Kripke-Struktur M = (W, R,3) mit W = Wy,

Beweis. Sei L € {K,T,S4, B, S5}.

Wir definieren eine L-Kripke-Struktur M = (W', R',J) wie folgt:
WI = WZ

R :={(p,q) | pRq € }

Offensichtlich gilt fiir die Relation R’ :

ohne Beschrankung
reflexiv

R’ ist { reflexiv, transitiv falls
reflexiv, symmetrisch
reflexiv, euklidisch

SESESESES
I
N oS R

Fiir jedes p € W' sei J, eine pradikatenlogische S (K p)-Herbrand-Struktur mit Grundbereich Ky, ,,, so dass
flir ein n-stelliges Pradikatensymbol @ € S gilt

Q7 (c1,...,c0) =T & plFQ(ci,...,cn) €.

Die Welteninterpretation J ist dann definiert durch J (p) := J, fir alle p € W'.
Es gilt fiur beliebige p € W’ und 8 € Fmyr, (S (Ko)) :

plFBEY = M,plr 8. (4.4)

Der Beweis wird durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau von Formeln gefiihrt.
Fiir den Induktionsschritt wollen wir exemplarisch einige Falle beweisen.

1. Fall: 3 ist eine y-Formel:
Nach Voraussetzung gilt p I- v € X. Da ¥ eine Hintikka-Menge ist, gilt p IF v (¢) € Z fiir alle ¢ € Ky .
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann fiir alle ¢ € Ky, M,p IF1 v (c), also aufgrund der Definition
der Semantik M, p IFy ~.

2. Fall: ( ist eine v-Formel:

Nach Voraussetzung gilt p IF v € ¥. Da X eine Hintikka-Menge ist, gilt fiir alle ¢ mit pRqg € X
pl-vo € X, also fiir alle g € W’ mit (p,q) € R’ p Ik vy € 3. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle
g€ W' mit (p,q) € R M,qltr vo und damit M,p - v.

3. Fall: ( ist eine w-Formel:

Nach Voraussetzung gilt p IF 7w € . Da X eine Hintikka-Menge ist, gibt es ein ¢ mit pRqg € ¥ und
q Ik my € 3. Also gibt es ein ¢ € W’ mit (p,q) € R’ und ¢ I my € X. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt fiir dieses ¢ M, q I, 7o. Somit gilt M, p Ik, 7.

Aus 4.4 folgt aber sofort die L-Erfiillbarkeit von >. m

Theorem 4.74 (Vollstéindigkeit der Tableau-Kalkiile) Sei a € Fmyp (S) eine modallogische Aus-
sage.

Es gilt dann:

Fra =Fr_ra firLe {K,T, S4,B,S5}.

Beweis. (Skizze)
Wir beweisen die Kontraposition
¥r.ra =¥«

Fr—7 « gelte nicht, d.h. es existiert kein geschlossenes L-Tableau fiir {—a}.
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Es existiert somit insbesondere kein geschlossenes systematisches L-Tableau.

Wir betrachten eine systematische Tableau-Konstruktion fiir {—«}. Diese bricht entweder nach endlich vielen
Schritten mit einem Tableau ab, in dem alle Knoten bearbeitet sind und das einen nicht geschlossenen Zweig P
enthit, oder aber die Konstruktion terminiert nicht. Im letzteren Fall fiihrt die Konstruktion zur Erzeugung
eines unendlich langen, nicht geschlossenen Pfades, der ebenfalls mit P bezeichnet sei. In beiden Fallen ist die
Menge der Markierungen von Knoten des Zweiges bzw. Pfades P in einer modallogischen L-Hintikka-Menge
Y enthalten (leicht zu beweisen unter Verwendung der Tatsache, dass die Tableau-Konstruktion systematisch
erfolgt, also jeder Knoten des Zweiges irgendwann bearbeitet wird). Nach Theorem 4.73 ist ¥ somit L-
erfiillbar in einer L-Kripke-Struktur M = (W, R,J). Da pg IF —a € X, gilt insbesondere dann M, pg -, —a.
Da in « keine Konstantensymbole aus Ky enthalten sind, gilt daher auch M’ py IFp —a fur die aus M
resultierende S-Kripke-Struktur M’ = (W, R,J’), die sich aus M dadurch ergibt, dass fiir jedes p € W J,, die
Beschrankung von J, auf die Signatur S ist. « ist folglich nicht allgemeingiiltig.

Damit ist die Kontraposition und also auch die Vollstandigkeit bewiesen. m

4.3.5 Ausblick auf eine Verallgemeinerung

Der Modallogik, so wie wir sie eingefiihrt haben, liegen sehr starke Voraussetzungen zugrunde. Wir hatten
gefordert, dass Konstantensymbole in allen Welten gleich interpretiert werden und dass bei einem Ubergang
von einer Welt p in eine Welt ¢ alle Objekte, die in der Welt p vorhanden sind, auch in ¢ enthalten sind,
also eine Monotonie-Bedingung erfiillt sein muss. Dariiberhinaus hatten wir auf die Verwendung von Funk-
tionssymbolen verzichtet. Dies ist im Falle der Préadikatenlogik vollig unproblematisch, da eine Funktion
imer durch ihren Graph repréasentiert werden kann. Im Falle der Modallogik ist die Sachlage jedoch etwas
komplizierter, vor allen Dingen dann, wenn ein allgemeinerer Aufbau der Modallogik angestrebt wird. Wir
wollen hier kurz auf einige Probleme und Moglichkeiten eingehen, die sich aus solch einem allgemeineren
Aufbau ergeben.

Neben Funktionssymbolen, die wir immer noch nicht in voller Allgemeinheit beriicksichtigen werden, und
dem Gleichheitssymbol werden wir noch Prédikatsabstraktionen als neue Elemente zum Aufbau der formalen
Sprache verwenden.

Wir wollen zunéchst \-Abstraktionen informell erlautern, wobei in dieser informellen Darstellung Objekt-
und Metasprache nicht streng auseinandergehalten werden. Betrachten wir den Ausdruck = + 3, wobei z
als Variable fiir eine natiirliche Zahl stehen soll. Mit (Ax.x + 3) bezeichnen wir dann dasjenige Objekt (in
diesem Fall eine Funktion), das angewandt auf eine natiirliche Zahl n das Ergebnis n + 3 liefert, d.h. es gilt
(Mx.x + 3) (n) = n+3. (Die spitzen Klammern verwenden wir nur zur besseren Lesbarkeit und sind eigentlich
nicht Bestandteil der A-Notation.) Z.B. ist also (Az.z + 3) (5) = 8. Entsprechend: haben wir einen Ausdruck
x> 2Ax < 16 gegeben und sind die natiirlichen Zahlen zugrundegelegt, so bezeichnet (Az.2? > 2 A 2? < 16)
dasjenige Pridikat 9B, das auf ein n genau dann zutrifft, wenn n? > 2 An? < 16 gilt. So trifft B also nur auf
die natiirlichen Zahlen 2 und 3 zu.

Haben wir einen Ausdruck x-y > 24 Az +y < 15 mit den Variablen z und y gegeben, so erhalten wir durch die
Bildung von (Az.x -y > 24 Az +y < 15) ein von dem ,Parameter y” abhingiges Priadikat, das angewandt
auf ein n das Resultat n-y > 24 An 4+ y < 15 hat, d.h. es gilt

Ar.z-y>2dhax+y<15)(n) © n-y>24An+y<15.
Zu (Ax.z -y > 24 ANx+y < 15) (n) kann man nun wiederum auch (Ay. (Az.z -y > 24 Az +y < 15) (n)) bil-
den. Dies ist dann das Pradikat, das angewandt auf die natiirliche Zahl m das Ergebnis (Ax.z - m > 24 Az +m < 15) (n)
hat. Es gilt daher

M. (Az.z-y>24N Nz +y <15)(n))(m) & (Az.z-m>24 Az +m < 15)(n)
S n-m>24An+m <15,

Statt (Ay. (Az.z-y > 24 Ax+y < 15) (n)) (m) wollen wir auch (Ay,x.x -y > 24 Az +y < 15) (m, n) schrei-
ben.
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Wir wollen nun die Verwendung der \-Abstraktion im Aufbau einer modallogischen Sprache formalisieren.
Wir lassen dabei zu, dass unsere Signatur Funktionssymbole enthélt. Ferner soll das Gleichheitssymbol in
der Signatur vorhanden sein.

Die Definition der modallogischen Formeln wird dann um die folgende Punkte ergénzt:

Definition 4.75 (Fortsetzung von Definition 4.1 2.)

)

1. Ist @ € Fmyp (S) eine modallogische Formel, in der x nicht gebunden vorkommt, und
x € Varyyg eine Variable, dann ist (Ax.a) ein Pradikats-Abstrakt.

Die freien Variablen von (Az.«a) sind fvar (o) \ {z}.

2. Ist (\x.«) ein Pradikats-Abstrakt und t € Tmp (S) ein Term, dann ist (Az.a)(t) €
Fm]uL (S)
Die freien Variablen von (Azx.a) (t) sind (fvar (a)\ {z}) Uvar (¢).

g) Sind s,t € Tmpr, (S), so ist s=t € Fmyp (S).

Beispiel 4.76 Folgende Zeichenreihen sind Formeln:

1. (Az. P (2,y) — (32) P (2,9)) (f (z,9))

2. (Vy) (2. Q (@) (f (z,9))
3. Az .z =y)(2)

Die Semantik fiir Formeln dieser Art wird dann in der folgenden Weise festgelegt.

Definition 4.77 (Erginzung zu Definition 4.5 2. und 4.9 2.)

1. Eine normale (S—)Kripke-Struktur ist ein Tripel (W, R,J), wobei

(W,R) ein Kripke-Rahmen und J eine Abbildung ist, die jeder Welt p € W eine normale
pradikatenlogische S-Struktur J, zuordnet.

2. Sei M = (W, R,3) eine S-Kripke-Struktur, p € M und w eine M-Belegung.

(a) M,p,wlFpr (Az. ) (t) genau dann, wenn M,p,w{x/ﬂp} IFasr a.

(b) M,p,wlFyr s ~t genau dann, wenn s3»% = ti»t,

Bemerkung 4.78

1. Wir lassen nun zu, dass fiir ein Konstantensymbol c und Welten p und q ¢ # cda gilt. (Im Eng-
lischen werden Konstantensymbole, die nur noch lokal fiir jede Welt als Konstanten anzusehen
sind, als flexible designators bezeichnet.)

2. Im Falle, dass in der Signatur Funktionssymbole vorhanden sind, legen wir zur Vereinfachung
der weiteren Darstellung constant domains zugrunde.

3. Die Identitat = ist unabhdngig von der aktuellen Welt als globale Relation gegeben.

Die Tatsache, dass wir nun lokale und nicht globale Konstanten haben, bringt nun aber Probleme fiir die
Semantik mit sich, die wir in der Definition der Semantik bisher nicht angesprochen haben. Wie ist z.B.
eine Formel QP (¢) fir ein Konstantensymbol ¢ zu interpretieren? Legen wir eine S-Kripke-Struktur M =
(W, R,J), eine Welt p € M und eine M-Belegung w zugrunde, dann gibt es zwei Alternativen:
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1. M,p,wlkyr OP(¢) & es existiert ¢ € W mit pRg und M, q,w IFpp P (c)
& es existiert ¢ € W mit pRq und ¢« € PJa

D.h. der {-Operator hat Prioritit. Wir nehmen erst den Ubergang in eine Welt ¢ vor und verwenden
dann die Interpretation von ¢ in der Welt gq. Wir sprechen dann von einer de dicto Interpretation, da
erst der Ubergan vorgenommen wird.

2. M,p,wlFyp OP(c) &  M,p,w{z/c%} lFyp OP (z)
& es existiert ¢ € W mit pRq und ¢%» € PJa
In diesem Fall wird vorrangig das Konstantensymbol ¢ in der aktuellen Welt p interpretiert und dann
erst der Ubergang in eine Welt ¢ vollzogen (de re Interpretation).

Da wir beide Alternativen ausdriicken konnen wollen, miissen diese Alternativen aber durch unterschiedli-
che Formeln wiedergegeben werden. Die Pradikats-Abstraktion bietet uns hier eine Moglichkeit. Mit ihrer
Hilfe konnen wir diese Mehrdeutigkeit umgehen. QP (¢) im Sinne von 1. kénnen wir ausdriicken durch
O {(Ax. P (2)) ().

Im Sinne von 2. wird es ausgedriickt durch (Az. OP (x)) (c).

Beispiel 4.79 (Umgangssprachlicher Art)
1. Notwendigerweise ist (in unserem Sonnensystem) 9 die Anzahl unserer Planeten.

(a) In der de dicto Lesweise: (c stehe fiir die Anzahl unserer Planeten)
O\z.x2 = 9) (c)
oder mit anderen Worten:
Notwendigerweise muss folgendes gelten: Die Anzahl unserer Planeten ist 9.

In diesem de dicto Sinn ist diese Aussage falsch, da eine andere ,,Welt” denkbar ist, in
der die Anzahl der Planeten nicht 9 betrdgt.

(b) de re Lesweise:
(Az.Oz = 9) (¢)
oder in Worten:

Fir die Anzahl der Planeten ist der Fall, dass sie notwendigerweise 9 betrigt. In diesem
Fall ist die Aussage wahr, da in unserer Welt die Zahl der Planeten 9 ist, und notwendi-
gerweise 9 =9 gilt.

2. Notwendigerweise ist der Bundeskanzler zuvor Ministerprdsident von Niedersachsen gewesen.

In der de dicto Lesweise ist diese Aussage wiederum falsch, hingegen wahr unter der de re
Interpretation.

Zum Abschlufl wollen wir noch ein Beispiel aus der Informatik behandeln, fiir das die Pradikats- Abstraktion
recht niitzlich ist.

Beispiel 4.80 (Dynamische Logik)

In der dynamischen Logik wird mit jedem , Programm” A einer gegebenen Programmiersprache ein
Modaloperator Oy verbunden (im allgemeinen als [A] notiert), so dass dann eine Formel [A] « zu lesen
ist als ,nach jeder terminierenden Ausfihrung des Programms A gilt a”. Fir den dualen Operator
Oa (notiert als (A)) ist (A)a zu lesen als ,es gibt eine Ausfihrung von A, die terminiert in einem
Zustand, in dem « gilt”.

Die dynamische Logik ist somit eine multimodale Logik, die wie eine modale Logik aber unter Ver-
wendung dieser Modaloperatoren (A) und [A] augebaut ist. In ihrer einfachsten Fassung werden in
der dynamischen Logik die Programme aufgrund der folgenden Regeln gebildet.

Ausgehend von einer Menge Ily von atomaren Programmen definiert man:
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1. Jedes atomare Programm a € Iy ist ein Programm.

2. Sind A und B Programme und a eine Formel, so sind Programme:

A; B Fiihre erst A und dann B aus (Komposition)

AUB Fiihre nichtdeterministisch A oder B aus (Alternation)
A* Wiederhole A endlich oft (Iteration)

a? Test auf a: falls « gilt, fahre fort, ansonsten ,Abbruch”

Hiermit sind dann z.B. auch Programme der folgenden Art definierbar:
if o then A else B definiert durch (a?; A) U (-a?; B)

while a do A " (a?; A)";—a?
repeat A until « " A; (ma?; A
skip " T?

abort " 17

Wir bezeichnen die Menge aller Programme mit 11.
Fine passende Kripke-Struktur hat dann die Form M = (W,{Ra | A € 1I},3).
Fir die Erreichbarkeitsrelationen R4 verlangen wir zusdtzlich die folgende Eigenschaft:

Ra,p=RaoRp
Raus = RaURp
Ra- = R,
Ry ={(p,p) |p € M und M,plFpyrp a}

Damit gilt dann z.B.
M,p,wlkpyyp [Ala < fir alle ¢ (wenn pRaq so M, q,w IFap @),

also genau das, was wir mit [A] a intendiert hatten.

Interpretieren wir die mdéglichen Belegungen der Speichervariablen des Programms als Welten (Zustande),
so kann jede einzelne Speichervariable als eine (nicht rigide) Konstante aufgefasst werden. Betrach-
ten wir z.B. die atomare Anweisung ¢ := c+ 1. Befinden wir uns in einem Zustand p und wird in
diesem Zustand p diese Anweisung ¢ := c+ 1 ausgefihrt, dann soll in allen Zustdnden, die wir nach
der Ausfiihrung erreichen kénnen, der Wert der Speichervariablen ¢ gegeniiber dem Wert in der Welt

p um eins erhoht worden sein. Wollen wir dies formal ausdriicken, sind wir vielleicht versucht, dies

in der folgenden Weise zu tun:

(Vz)((emz) = [ci=c+ 1] (c=z+1)).
Mit dem Leibniz-Prinzip (siehe Prdadikatenlogik mit Identitdt) folgt jedoch sofort, dass dann
c:=c+1](c=c+1)

gelten miisste, was natirlich widersinnig ist. Mit Hilfe der Prddikats-Abstraktion konnen wir den
gewtnschten Sachverhalt korrekt ausdricken:

(M. [e:=c+1](c=x))(c+1).

Das cin (c+ 1) bezieht sich noch auf den alten Zstand vor Ausfihrung der Anweisung [c:=c+1]. Das
¢ in (c = x) bezieht sich schon auf den neuen Zustand, so dass damit in korrekter Weise ausgedriickt
wird » Cneu = Calt T 1 7.

4.4 Temporallogik
Wir hatten bereits in Abschnitt 4.2.4 gesehen, dass den Modaloperatoren [J und ¢ in den Logiken S§4.3 und

S4 in kanonischer Weise eine zeitlogische Interpretation gegeben werden konnte, wobei S4.3 zu einer Linear-
zeitlogik fiihrt, da die in der Abfolge der Zeit erreichbaren Welten linear geordnet sind (linearer Zeitfluss),
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wahrend S4 zu einer verzweigenden Zeitlogik fithrt, da die in der Abfolge der Zeit erreichbaren Welten i.a. nur
partiell geordnet sind (verzweigender Zeitfluss). Nun ist es zwar moglich, weitergehende Aspekte des Zeit-
flusses (diskrete oder dichte ,Zeit”) iiber Rahmeneigenschaften bzw. Formelschemata zu charakterisieren,
fiir die Anwendungen insbesondere im Bereich der Spezifikation und Verifikation sind die Ausdrucksmittel
dieser Logiken dennoch nicht ganz ausreichend. Wir wollen hier im Rahmen eines modallogischen Ansatzes
eine Linearzeitlogik — wir sprechen im Folgenden auch von einer linearen Temporallogik — LT L einfiihren,
die fiir solche Anwendungen geeignet ist.

In der Definition der Semantik der Modallogik waren wir so verfahren, dass wir die Pradikatensymbole in
den einzelnen Welten unterschiedlich — also lokal — interpretieren konnten, hingegen erfolgte die Interpre-
tation der Konstantensymbole und die Belegung der Variablen global in allen Welten gleich. Dies war im
Grunde genommen bereits eine willkiirliche Festlegung, die mehr durch mogliche Anwendungen im Bereich
der Kiinstlichen Intelligenz motiviert war. Prinzipiell steht fiir die Definition der Semantik der beteiligten
Groflen (Pradikaten- und Funktionssymbole, Konstantensymbole und Variablen) das ganze Spektrum — lokale
Interpretation, globale Interpretation oder eine Kombination von beidem — zur Auswahl. Auch hinsichtlich
der Grundbereiche in den einzelnen Welten ist eine Einschrinkung nur aus pragmatischen Griinden oder aber
bei globaler Interpretation der Pradikaten- und Funktionssymbole erforderlich.

Mit der hier im Folgenden néher zu definierenden Temporallogik LT L wollen wir eine Logik vorstellen, die in
erster Linie fiir die Spezifikation und Verifikation von Programmen gedacht ist. Hierbei haben wir keineswegs
nur sequentielle Programme im Auge, sondern auch nichtdeterministische oder parallele Programme. Es liegt
somit nahe, fiir den Aufbau dieser Logik von dem folgenden Modellierungsansatz auszugehen:

1. Wir benutzen eine diskrete lineare Zeitstruktur mit einem nicht endenden Zeitfluss, der nur fiir die
Zukunft betrachtet wird (d.h. wir verwenden implizit einen Zeitrahmen (N; <)).

2. Fir die Objekt- oder Individuenbereiche wird vorausgesetzt, dass sie zu allen Zeitpunkten dieselben
sind (d.h. wir verwenden ,,constant domains”).

3. Pradikaten-, Funktionen- und Konstantensymbole werden global interpretiert.
4. Neben den globalen Variablen haben wir auch lokale Variablen.

5. Dariiber hinaus erweitern wir die Ausdruckskraft durch einen ,,zusétzlichen” Zeitoperator

4.4.1 Formalisierung der Temporallogik LT'L

Der formale Aufbau der Temporallogik LT L ist mit kleinen Anpassungen derselbe wie fiir die Pradikatenlogik
(mit Identitat).

Wir gehen aus von einer Signatur S. Das temporallogische Alphabet Xprp (S) zur Signatur S enthélt
gegeniiber dem pradikatenlogischen Alphabet zusatzlich den zweistelligen Temporaloperator until, den wir
in Infix-Schreibweise verwenden. Ferner wird die Variablenmenge Var aufgeteilt in zwei unendliche, disjunkte
Mengen Var; und Vary, die Menge der lokalen und der globalen Variablen. Fiir die globalen Variablen
behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, die lokalen Variablen notieren wir mit u, ug, 1, - . . .

Im Termaufbau werden die lokalen Variablen wie die bisher vorhandenen (globalen) Variablen behandelt.
Die Definition der temporallogischen Terme (T'mpry, (S)) erfolgt wie im Falle der Priadikatenlogik, wobei im
Termaufbau globale und lokale Variablen benutzt werden diirfen.

Fiir die Definition der temporallogischen Formeln (Fmpry (S)) sind die Bedingungen in der Definition
der pradikatenlogischen Formeln (mit Identitéit) zu tibernehmen und durch die folgenden Bedingungen zu
ergénzen:

e Falls o, 8 € Fmyprr (), auch so (a until 8) € FmprpS.

e Lokale Variablen werden nicht quantifiziert.

Beispiel 4.81
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1. Die folgenden Zeichenreihen sind temporallogische Formeln der Signatur (P, Q;c) mit ar (P) =1

und ar (Q) =2 :

(a) (Vo) (P (z) until (3y)Q (y,c))-
(b) (Vx) (P (z) until Q (x,c)) until (Jy) P (y)).A-(Fz) P(x).

2. Keine temporallogische Formel ist (Vx) (P (z) until (Fu) Q (u,c)) .

In Formeln (o until §) werden wir im Folgenden die &uleren Klammern weglassen.

4.4.2 Semantik

Definition 4.82 Sei S eine Signatur.
FEine lineare temporallogische S-Struktur ist ein Tupel M = (A, w, o) mit

1. A ist eine pradikatenlogische S-Struktur.

2. w ist eine A-Belegung der globalen Variablen.

3. o ist eine w-Folge o = nomna ... von Zustdnden 7;, wobei jeder Zustand n; : Var, — |A| eine

A-Belegung der lokalen Variablen ist.
o wird auch als (Zustands-) Pfad bezeichnet.

Notation 4.83 Seiic N.

1. Fiir o= ngmng ... bezeichne o' := nNiy1Miqa ... .
2. Fir M = (A,w,0) sei M := (.A,w,gi).

Definition 4.84 Sei S = (R;F;K) eine Signatur und M = (A,w,p) eine lineare temporallogische

S-Struktur mit o =nemnz... .

Der Wert t(A:0) eines Terms t € Tmrrr (S) in der Struktur A, unter der Belegung w im Pfad o ist

definiert durch:
1. AW .= A fir c e K.
2. gAw0) .= (z) fiir eine globale Variable x.

3. uAwe) .= no (u) fiir eine lokale Variable u.

4. [f (t1,. .. ,tn)](A’w’g) = fA (tgA’w’g), ... ,tSf"w"-’)) fiir f € F und Terme t1,...,t, € Tmprr (S).

Wir ordnen nun jeder LT L-Formel « in der LT L-Struktur M = (A, w, ¢) einen Wahrheitswert o™ zu, wobei

wir den Fall o™ = T durch
Aw,olFrrr o

bzw. auch durch
M ”_LTL «

notieren. (Sprechweise: M bzw. A, w, g erzwingt «.)
Entsprechend driickt
Aw, 0Wrrr @

bzw.
M HALTL «

aus, dass oM = F.
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Definition 4.85 Sei S eine Signatur und M = (A,w, g) eine lineare temporallogische S-Struktur mit
@ ="ommnz... .

1. Fir eine atomare Formel P (t1,...,tn):
Ayw,0lkprr P(ty,...,t,) genau dann, wenn (tgA’w’g), ... ,tﬁf"“”@)) € PA.
Aw,olbprp T.
A w,0Wprp L

2. Aussagenlogische Verknipfungen:

(a) A,w,polFrrr ~a genau dann, wenn A,w, o ¥t a.
(b) A,w,olFrrr a A B genau dann, wenn Ayjw,olrprp « und A,w, ok B.
(¢) A,w,olFrrr aV B genau dann, wenn A,w,olFprr a oder A,w, o lFrrr B.

(d) A,w,plFpr, o — B genau dann, wenn gilt: wenn A,w,olFrrr a, so Ajw,olFprr .
3. Quantifikationen:

(a) A,w,plkrrr (V2) @ genau dann, wenn fir alle z-Varianten w' von w gilt A,w’, o lFrrp a.

(b) A,w,olFrrr (3x) @ genau dann, wenn es eine x-Variante w' von w gibt mit A,w’, o lFrrr .

4. Temporallogische Bedingung:
A,w, 0 Frrn a until 8 genauw dann, wenn ein i > 0 existiert, so dass A,w, o' Frrr 3 und fir
alle k mit 0 < k < i gilt A,w, o IFrrr a.

« ist allgemeingiiltig (oder giiltig) in der LT L-Struktur M (in Zeichen: IF4.. «) genau dann, wenn fiir
alle i € N gilt M? “rrr o.

a ist allgemeingiiltig (oder giltig) (in Zeichen: \Frrp o) genau dann, wenn fir jede LT L-Struktur M
gilt IFY. a.

Definition 4.86 Wir fiihren als Abkirzungen ein:

1. Qa:=aV (T until «)
FEs gilt:
M Fprp Qo genau dann, wenn ein i € N existiert, so dass M lFprp a.

Die informelle Bedeutung von Qo ist somit ,irgendwann gilt a”.
2. Oa :==0-a oder gleichwertig Oa := a A= (T until -a).

Es gilt:

M Fprp Oa genau dann, wenn fir alle i € N gilt M Fprp o

Die informelle Bedeutung von O« ist daher ,« gilt immer”.
3. Qo := (L until a)

Es gilt:

M ki Qa genau dann, wenn M I-prr a.

Informelle Bedeutung von Qa : ,im ndchsten Zeitpunkt gilt o”.

Fiir den Umgang mit temporallogischen Formen ist die folgende informelle Deutung, die sich au der Definition
der Semantik ergibt, recht niitzlich:

e [00a : ,unendlich oft gilt o”
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e Ola: ,fast immer gilt o”.

Beispiel 4.87

1. Sei S = (P;c) eine Signatur, wobei P zweistellig ist.

Ferner sei die (pradikatenlogische) S-Struktur A= (N;PA;CA) mit PA =< und ¢* =4 gegeben.
w sei eine A-Belegung mit w(x) = 5. Wir legen auflerdem den Zustandspfad o = nomns ...
zugrunde mit

n; (u) :=1, fur alle i € N.

FEs gilt dann:

(a) A,w,o0lFprr P(e, ), da
A,w,0lFprr Ple,z) & A <w(x)
& 4<o.
(b) A,w,olkpr, OP (u,z), da
Aw,0lFprr OP (u,2) & Aw, o' Ik P(u, o)
S m(u) <w(x)
& 1<a.
(¢) A,w,oWrrr OP (u,x), da
A,w, 0 lFprr OP (u,2) & fir alle i >0: A,w, o' lFprr, P(u,x)
& firalle i >0:m; (u) < w(x)
& fiir alle1>0:4<5.
(d) A,jw,olrprr, O32) P (u,z), da
Aw,olkprr OP (u,x) & fir alle i >0: A,w, o' IFprp (3z) P (u, )
& firallei>0ex. a€|Al: Aw{z/a}, 0 Frrr P(u,x)
< firallei>0ex. ac|Al:n(u) <w{x/a}(x)
& firallei>0er. a€|Al:i<a.
(e) Wir verwenden hier, dass OO ,unendlich oft” bedeutet (siehe 4.4.2).
A, w, o Wrrr 3z)O0P (u,x), da

A, w, 0l (3z) OOP (u, x)
< ez a€ Al Aw{z/a},olkrr OOP (u,z)
& ex. a € |A|, so dass fiir unendlich viele i : A,w{x/a}, o' Frrr P (u,x)
& ex. a € |A|, so dass fir unendlich viele i :m; (u) < w{x/a} (x)
< ex. a € |A|, so dass fir unendlich viele i :i < a.

2. Sei die Signatur S = (P; f), wobei P und f zweistellig sind, gegeben.
Wir legen die (prddikatenlogische) S-Struktur A = (N;P““; f““) mit PA =< und f* =+ zugrun-
de. w sei eine beliebige A-Belegung, o0 = nomnz ... sei ein Zustandspfad mit no (u) = m (u) =
2 (u) =0 und n3 (u) = 3.
Es gilt dann

(a) A,w,0¥rrn (3x) O (Vy) P (2, f (y,u)), da

A w,elrrrr (3r) O (Vy) P (2, f (y,u))
ez a€ Al Aw{z/a},olbrrr O Vy) P (z, f (y,u))
e ac Al Aw{x/a}, o' IFrrr (Vy) P (z, f (y,u))
& ex. a€|Al|, so dass fir alle b€ |A|: A,w{z/a,y/b}, 0" Frrr P(z, f (y,u))
< ex. a € |A|, so dass fir alle be |A|:a<b+n (u)
& ex. a € |A|, so dass fir allebe |Al:a <b+0.



4.4. TEMPORALLOGIK 177

(b) Avwvgl IFrrr (333) O (vy) O P(th(yvu))) da

Aw, o' Irprr (32) O (Vy) O P (x, f (y, u))
ser. acl|Al: Aw{z/a},o' rrrr O Vy) O P (z, f (y,u))
e a€ Al Aw{x/a},o® Frrr (Vy) O P (z, f (y,u))
& ex. a€|Al, so dass fir alle b€ |A|: A,w{z/a,y/b}, 0 k7L OP (z, f (y,u))
& ex. a € |Al|, so dass fir alle be |A|: Aw{x/a,y/b}, 0 Frrr P(z, f (y,u))
< ex. a € |A|, so dass fir alle be |A]:a <b+n3(u)
& ex. a € |A|, so dass fir allebe |Al:a <b+3.

Bemerkung 4.88 Wie im Falle der Modallogik (siehe Bemerkung 4.12) erhalten wir fir die Tem-
porallogik einige wichtige Figenschaften, die sich leicht beweisen lassen:

1.

2.

Permanenz der Aussagenlogik in der Linearzeitlogik LTL.

Jede allgemeingiiltige Aussage o der Prddikatenlogik ist auch temporallogisch allgemeingiltig,
d.h. es gilt

':pL a =lFprp a.

(Im Falle von LTL fdllt gegentiber der Modallogik die Einschrankung hinsichtlich der Konstanten
weg, da wir hier ,constant domains” zugrunde legen.)

Fiir die Temporallogik gilt ebenfalls ein Koinzidenztheorem in der folgenden Form:

Seiaw € Fmrr (S) und A eine pradikatenlogische S-Struktur. w und w' seien zwei A-Belegungen,
die in der Belegung der in a vorkommenden freien globalen Variablen tbereinstimmen, und
0= Nomnz... sowie o = n\ninh ... seien zwei Zustandspfade, fir die gilt, dass fir alle i € Nn;
und 1} fir die in o vorkommenden lokalen Variablen tbereinstimmen.

Dann gilt:
A,w, 0 “_LTL o & A,w', g/ “_LTL Q.

. Analog zur Prddikatenlogik kénnen wir die Semantik fir die Formeln (V) a und (3x) o auch in

der folgenden Weise angeben:

A,w,olFrrr (Vz)a genau dann, wenn fir alle a € |A] gilt A,w{za},olFrrL o bzw.

A, w, 0 lkprr (3x) @ genau dann, wenn ein a € |A| existiert mit A,w{z,/a},olFrrL .

Wie schon fiir die Modallogik erginzen wir die Definition der Substitution fir die Temporallogik

durch die Festlegung
(a until §) 0 := af until 36.

Fir die Temporallogik steht uns dann das Substitutionslemma in der folgenden Form zur
Verfiigung:

Sind ti,...,t, Terme, die keine lokalen Variablen enthalten, dann gilt:

A,w{ml/tgA’w’g),...7mn/t,(;4’w’9)},g Frrr o & Aw,olbprp a{zy t1,. .. @20,/ ta}.

Wir geben zunichst einige Eigenschaften an, die den Gebrauch der Quantoren betreffen.

Lemma 4.89 Sei S eine Signatur, seien ferner a, 3 € Fmyp (5).
Es gilt dann
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1. Fur Terme t, die keine lokalen Variablen enthalten, gilt:
Frrr (Vo) o — a{z,t}
Frrr a{x/t} — Jza

2. Fprr (Vo) (o — B) — (Vo) o — (V) B)
3. lrprr O(Ve) a — (Vo) Do

4. lkprr (Vo)Oa — O (Va) o (Barcan’sche Formel)

Bemerkung 4.90 Die Formel (Vx)a — a{x/t} ist i.a. nicht mehr allgemeingiltig, wenn t lokale
Variablen enthalt:
Sei dazu S eine Signatur, die aufler dem Gleichheitssymbol = keine weiteren Symbole enthdlt. Sei
weiter A eine normale S-Struktur und w eine A-Belegung.
0="nommnz... sei ein Zustandspfad mit ng (u) =no (v) =m (u) #n (v) fir die lokalen Variablen u und
v.
Betrachte die Formel a:=x=u— O (z = u).
Es gilt:
A, w, ol (Vo) a, da
A,w,olbprr (Vo) (z = u— O (z = u))
& fiir alle a € |A|: A,w{z/a},olFrrr e =u— Oz =u)
& fir alle a € |A| : wenn A,w{z,/a},olrprr x =u, so A,w{z/a},olkrrr Oz = u)
& fiir alle a € |A| : wenn A,w{z/a},olFrrr v ~u, so A,w{z,/a},o" Frrr =~ u
< firallea€|Al:a=n(u) = a=m (u).
Hingegen erhalten wir fir die Formel a{z/v} :
Aw, oWrrpv=u— O (v=u), da
.A,w,QWLTL vRU— Q(vzu)
s wenn A,w,olFrrr v=u, so Aw, o' Frrr v = u
& wenn 1 (v) = 1o (1), 50 71 (¥) = (1).
Wir erhalten somit:
Aw, 0¥pr (Vo) (zmu— O@ru) - (vru—O=u).

Im folgenden wollen wir einige einfache, vielfach jedoch grundlegende Eigenschaften fiir den until-Operator
und die definierten Operatoren (), [J und ¢ angeben.

Aufgrund der Tatsache, dass der der Linearzeitlogik zugrundeliegende Rahmen (N; <) reflexiv, transitiv und
linear ist, der zusatzlich die Diskretheitsbedingung erfiillt, iibertragen sich alle Eigenschaften der Logik S4.3,
die sich aufgrund der Rahmeneigenschaften ergeben, auf die Linearzeitlogik LT L.

Lemma 4.91 Fir o, € Fmprr (S) gilt:
1. “_LTL D(a — ﬁ) — (DO& — Dﬂ)
”_LTL o « OO0«

Frrr Oa — O0a

”_LTL <>D<>a — |:|<>O[

AT BT

”_LTL D(}Da — <>|:|Oé
6. lFrrr D(Oé/\ﬂ)HDO[/\Dﬂ
7. ”—LTLO(Oz\/ﬁ)(—)OOé\/OB
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Lemma 4.92 (Kommutativgesetze)

Fir a € Fmpry, (S) gilt:
1. “_LTL_‘OO‘HO_‘O[
2. ”_LTLDOQ(_’ODQ

3. Ikprr O O a = O0a

Beweis. Exemplarisch beweisen wir 1.:
Sei A eine S-Struktur, w eine A-Belegung und p ein Zustandspfad.

Es gilt dann
A, w,0lkrrr ~ O«

teee

A, w, 0¥ Oa
A7 w, Ql HZLTL (67

A w, o' lFrrr —a
A,U}, % H_LTL O—‘CM.

Lemma 4.93 (Distributivgesetze fiir O)
Fir a,f € Fmprr (S) und o € {A,V,—,until} gilt:

Frrr O(aof) & QaoOp .

Beweis. Exemplarisch beweisen wir -7 O (o until 8) — (Oa until O f) :
Sei A eine S-Struktur, w eine A-Belegung und p ein Zustandspfad.

Es gilt dann

Aw,olbprr O(auntil 5) <
=

,A, w, Ql H_LTL (O( until ﬂ)

ex. i > 0 mit A, w, o IFprp B

und fiir alle k mit 0 < k < i gilt A, w, o**! k17
ex. i > 0 mitA, w, o' Frrr OB

und fiir alle k mit 0 < k < i gilt A, w, o* k1 Qo
A, w, 0 IFLTL OOé until O ﬂ

Lemma 4.94 (Rekursionsgleichungen) Fir o, € Fmprr (S) gilt:

1. lkprp (cuntil 8) < OBV O (aA (auntil 3))

2. lFprp Oa ()t/\ODOé

3.k Qo Oz\/OOOz

Beweis. (Ubungsaufgabe). m

Lemma 4.95 Fir o,8 € Fmprr (S) gilt:

1. W a = lFppp Oa

2. |FLTL [ |FLTL OOé

3. rprp a— B und lkprp a — Qa = lkprp a — 0O

Beweis. (Ubungsaufgabe). m

179
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4.4.3 Zur Anwendung von LTL

Wir wollen uns als nédchstes ein Beispiel ansehen, das zeigt, in welcher Weise die Temporallogik LT L zur
Spezifikation und Verifikation herangezogen werden kann. Um den Aufwand gering zu halten, verzichten wir
auf die Angabe der Signatur und auch auf die Angabe der semantischen Struktur, die hierbei zugrundegelegt
ist.

Beispiel 4.96 Betrachten wir das folgende nichtterminierende Programm, das samtliche Primzahlen

ausgibt:
Ao u:i=2
A1 print (u)
Ao : u:=u+1
A3 vi=2
Ag if (v)> > u then goto )\
As if (umodv) =0 then goto Ay
A6 : vi=v+1
A7 goto )\

Ein Programmzustand (X\;,7.,,7y) ist dann gegeben durch

1. die Marke \; der Anweisung, die als nachste auszufihren ist, und

2. durch die aktuellen Werte r, und r, von u und v.

Da mit der Ausfihrung des Programms sich die Programmzustinde permanent dndern, ist es nahe-
liegend, die aktuelle Marke A und die aktuellen Werte von u und v iber lokale Variablen zu erfassen.
Fir die temporallogische Beschreibung des Programms benutzen wir diese Symbole als lokale Varia-
blen.

Eine passende Signatur muss neben dem Gleichheitssymbol = u.a. das einstellige Prddikatensymbol

prime (fir ,ist Primzahl”) enthalten. Weiter verwenden wir die Konstantensymbole Ao, ..., A7.
Wir kénnen damit unser Programm in der folgenden Weise durch eine Formel a beschreiben:
o : (Vo) (vy)

A= AOA=AMAQu=2 (Startsituation)

N

0(

A=A — OX= A\9)
NA=oAzmuAy=v—>Qumz+1lAv=yAl=A;))
ANA=MAzmu—-QlumzAvm2AAR)N\,))
ANA=MuAwxv>uAhzxzu— QumzAA=)A))
ANA= I A(umodv=0)Azmu— OQlumzAA=\))
ANA=XdAhzrmruAy=v—QluxczAv=y+ 1A= A7)
ANA=MAzmuAy=ov—>QumzAhv=yAI=Ny))) ).

Mittels der globalen Variablen konnen wir die lokalen Werte von u und v von einem Zustand in den
Folgezustand ibertragen. Dort, wo fir u bzw. v der alte Wert nicht bendtigt wird, haben wir auf die
Ubertmgung dieser Werte verzichtet.

Damit konnen wir dann z.B. die folgenden , Korrektheits”-Aussagen formulieren:

e _Fs werden nur Primzahlen ausgegeben”

O\ = A — prime (u))

e _Jede Primzahl wird ausgegeben”

(Vz) (prime (z) = O (A= A Au = z))
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e . Die Primzahlen werden in der korrekten Reihenfolge ausgegeben”

Vz2) A= M Aumz—->0O0O0N= A\ —u>2)).

Fiir einen formalen Beweis, dass das Programm eine solche FEigenschaft 0 besitzt, wdre also in
einem geeigneten Beweiskalkil die Formel a Ao’ — [ zu herzuleiten, wobei o eine Formel ist, die
eine Aziomatisierung der zugrundeliegenden Struktur der natirlichen Zahlen darstellt.

4.4.4 Die Unvollstandigkeit der linearen Temporallogik LT'L

Im Falle der Aussagenlogik, der Pradikatenlogik und auch der verschiedenen Modallogiken (ausgenommen
G) hatten die angegeben Beweiskalkiile die Eigenschaft, vollstandige Beweiskalkiile zu ein, d.h. jede allge-
meingiiltige Aussage war mit diesen Beweiskalkiilen auch beweisbar. Im Falle der hier betrachteten linearen
Temporallogik werden wir sehen, dass es prinzipiell kein algorithmisches Beweisverfahren geben kann, mit
dem alle in LTL allgemeingiiltigen Aussagen beweisbar sind. Unser Beweis wird sich dabei auf das folgende
Theorem von Trakhtenbrot stiitzen.

Theorem 4.97 (Trakhtenbrot 1953) Sei S eine Signatur, die ein Pridikatensymbol P mit ar (P) > 2
enthalt.

Es gilt dann:

Die Menge der pridikatenlogischen Aussagen in Fmpr (S), die genau in den pradikatenlogischen
S-Strukturen mit endlichem Grundbereich allgemeingiltig sind, ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

(Fir einen Beweis des Theorems von Trakhtenbrot siehe z.B. C. Smoryriski: Logical Number Theory I,
Springer Verlag 1991.)

Bezeichne FINg die Menge der Aussagen in Fmpy, (S), die genau in den priadikatenlogischen S-Strukturen
mit endlichem Grundbereich allgemeingiiltig sind. Es gibt also keinen Algorithmus, der die Menge der
Aussagen in F'INg aufzdhlen kann.

Im folgenden sei S eine Signatur, wie sie im Theorem von Trakhtenbrot vorausgesetzt wird.

Lemma 4.98 Es gibt eine Formel ayy, € Fmprr (S), so dass fir jede pridikatenlogische S-Struktur
A, jede A-Belegung w und jeden Zustandspfad o gilt:

Aw,olFrrr agim = |A| ist endlich.

Beweis. Wir definieren zwei Formeln o (x) und g (z), in denen die Variable x frei vorkommt:
a(z):=00u==z (,in unendlich vielen Zustdnden nimmt « den Wert von z an”)
Bx)=0@w=z— Vy) (~u=zuntid u=y))
(, Wann immer in einem Zustand die lokale Variable v den Wert von z erhélt, nimmt u jeden anderen
moglichen Wert in einem spédteren Zustand an, ohne zwischenzeitlich den Wert von x wieder angenommen
zu haben”)
Es sei afin == (3z) (a () A S (2)). In af, kommt also an lokalen Variablen nur w vor.
Seien nun A, w und ¢ = 797 . .. beliebig gegeben und es gelte A, w, o IFrrr afin.
Dann gibt es ein a € |A], so dass

Aw{z/a},olrrrL a(z) (4.5)

und
A7 w {x/a} , 0 ”_LTL ﬂ ((E) . (46)
Wegen 4.5 folgt, dass ein ¢ € N existiert mit

Aw{z/a}, o' Frrp u = . (4.7
Wegen 4.6 gilt flir dieses i :

Aw{z/a}, o' Frrp u=z — (Vy) (~u = x until u = y)
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und damit wegen 4.7 ‘
A, w{z/a}, o' lFrrr (Vy) (—u =z until u = y).
Damit gilt dann fiir alle b € |A] :
Awiz/a,y/bYy, 0" Frrn ~u = x until u = y. (4.8)
Aufgrund von 4.8 gilt dann fiir alle b € | A| :
es existiert ein k > i mit A, w {x/a,y/b}, 0" Frrr u =y

und
fiir alle j mit i < j < k gilt A, w {z/a,y/b}, ¢’ FrrL ~u = z.

Mit anderen Worten:
fiir das angegebene a € |A| und fiir alle b € |A] gilt:

es existiert ein k > 4 mit n (v) = b und fiir alle j mit ¢ < j < k ist n; (v) # a (4.9)
Wegen 4.5 gilt aber weiter, dass ein m > i existiert mit

Auw {ZL’/G} ) Qm ”_LTL u=x,
also mit
Nm (u) = a. (4.10)

Aus 4.9 und 4.10 folgt nun, dass |A| endlich sein muss. Denn wére |.A| nicht endlich, so miisste zu jedem
b € |A] (und damit fiir unendlich viele Elemente b) ein Zeitpunkt kp, > ¢ existieren mit 7y, (v) = b und

zwischen dem Zeitpunkt ¢ und k; diirfte die lokale Variable u nie den Wert a annehmen. Damit kann es
keinen auf i folgenden endlichen Zeitabschnitt geben, in dem w den Wert a erhéilt. m

Wir zeigen als néchstes:

Lemma 4.99 Zu jeder pradikatenlogischen S-Struktur A mit endlichem Grundbereich gibt es einen
Zustandspfad o, so dass fir alle A-Belegungen w gilt:

A,w, 0lFLrL 0fin.

Beweis. Sei |A| = {ag,a1,...,an,—1}. Wir betrachten einen Zustandspfad ¢ = ngn172 ... mit der folgenden
Eigenschaft:
Mienti (W) = ai
firkeNundie{0,...,n—1}.
Eine einfache Auswertung der Semantikdefinition zeigt dann, dass fiir eine beliebige A-Belegung w gilt

Aa w, 0 lFLTL Qfin-

Lemma 4.100 Fir jede prdidikatenlogische (und damit insbesondere temporallogische) Aussage a €
FmLTL (S) gilt.’
lFrrr afin — a genau dann, wenn fir jede S-Struktur A mit endlichem Grundbereich |A| gilt A |=pr, o

Beweis.
»=": Wir zeigen die Kontraposition:

Gibt es eine S-Struktur A mit AF¥pr o, so ¥prp apin — o

Sei A eine S-Struktur mit endlichem Grundbereich, in der « nicht allgemeingiiltig ist. Es gibt dann eine
A-Belegung w, so dass A, w ¥pr, a. Nach Lemma 4.99 gibt es einen Zustandspfad ¢ mit A, w, o IFprr
ofin. Nach Bemerkung 4.88 2. gilt wegen A, w ¥pr o auch A, w, o ¥rrr . Damit folgt A, w, o ¥rrr
Qfin — QL
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»<": Sei A, w, o beliebig gewahlt mit A, w, o lFrrr ofin. Nach Lemma 4.98 ist |A| dann endlich. Nach
Voraussetzung gilt aber A Epr o und damit auch A, w, ¢ IFprr «. Damit gilt dann A, w, 0 Frrp
afin — a, und da A, w, ¢ beliebig gewéhlt waren, schlieflich IFr7p afim — .

Theorem 4.101 Die lineare Temporallogik LTL ist unvollstandig.
Genauer:
TAUTprr :={a € Fmprr (S) | @ Aussage, |Fprp a} ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis. Fiir die Abbildung F, die jeder Formel a € Fmpy, (S) die Formel F (o) := i, — o € Fmprr (S)
zuordnet, gilt, dass sie berechenbar ist und dass

a€ FINg & F(a) e TAUT L.

Es gilt also FINg < TAUTyry. Da FINg nicht rekursiv aufzdhlbar ist, ist somit auch die Menge der
allgemeingiiltigen temporallogischen Aussagen zur Signatur S nicht rekursiv aufzéhlbar. m



