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4 1 Vorwort

1 Vorwort

Dies sind tiberarbeitete Aufzeichnungen meines von 2012-2018 einmal jéhrlich angebotenen Logikkurses fiir Stu-
dierende des Bachelor-Studiengangs Informatik an der TU Dortmund.

free Der Kurs beginnt mit den mengentheoretischen Grundlagen abstrakter Datentypen. Mit Hilfe welcher mathe-
matischer Konstruktionen werden Datentypen aufgebaut? Wie lassen sich ihre jeweils gewiinschten Eigenschaf-
ten beweisen? Wie hingen die Beweismethoden mit der Art zusammen, wie sie aufgebaut wurden? Welche Da-
tenstrukturen lassen sich ineinander tiberfithren? Antworten auf die letzte Frage konnen beim Softwareentwurf
von entscheidender Bedeutung sein und werden deshalb im Abschnitt 3.3 tiber Isomorphien fiir die wichtigsten
Strukturschemata gegeben.

Da es sich hier um einen Einfiihrungskurs handelt, beschranken wir uns in Kapitel 3 und 4 und den in Kapitel
5-9 vorgestellen (aufeinander aufbauenden) Logiken auf einsortige Varianten. Prinzipiell leidet die Ausdrucksfa-
higkeit darunter nicht, weil mit Hilfe von Pridikaten mehrsortige auf einsortige Datentypen zuriickfiihrbar sind.
Allerdings mangelt es darauf basierenden — rein relationalen — Programmen oft an Effizienz, da deren Korrektheit
nicht statisch, d.h. wahrend ihrer Kompilation, tiberpriifbar ist. Das erlauben hingegen Sprachen mit Mehrsortig-
keit und einem starken Typkonzept. Wir versuchen es deshalb mit einem Kompromiss: Um die Logiken in dieser
Einfiihrung nicht zu tiberfrachten, lassen wir in ihren Formeln vorkommende Funktionen und Relationen nur auf
einer einzigen, unstrukturierten Datenmenge operieren. Auf der Metaebene, auf der die Semantik einer Logik de-
finiert wird, verwenden wir jedoch Funktionen mit z.T. stark strukturierten Argument- bzw. Wertebereichen. So
kann zumindest auf dieser Ebene der Umgang mit strukturierten Datenmengen getibt werden — und dabei gezeigt
werden, wie man mit addquaten Funktionen und Datentypen zur Implementierung einer Logik gelangt.

Der funktionsorientierte Zugang zu einzelnen Logiken legt es nahe, mit Gleichungslogik, also der Logik algebrai-
scher Modelle, zu beginnen (Kapitel 5). Tatsdchlich koénnen die in den darauffolgenden Kapiteln 6-8 behandel-
ten Logiken in weiten Teilen als “Spezialfélle” der Gleichungslogik betrachtet werden (siehe Abschnitt 5.8). So
sind die jeweiligen Formeln nichts anderes als Terme einer Signatur aussagenlogischer, modaler bzw. pradika-
tenlogischer Operatoren. Die Variablen in den Termen entsprechen atomaren Formeln. Deren Belegung durch Ele-
mente eines passenden semantischen Bereiches bestimmt den Wert einer Formel ¢, der stets durch (eine) Fal-
tung(sfunktion) berechnet werden kann. In der Aussagenlogik ist er 0 oder 1, in der Modal- und der Prédikaten-
logik besteht er, intuitiv gesprochen, aus den Zustinden, die ¢ erfiillen.

Auch was die semantische Aquivalenz von Formeln und darauf aufbauend die Berechnung von Normalformen an-
geht, so entstammen grundlegende Begriffe und Verfahren der Gleichungslogik. Besonders pradikatenlogische
Formeln miissen i.d.R. normalisiert werden, bevor effiziente Beweis- oder Losungsalgorithmen auf sie angesetzt
werden kénnen. AufSerdem lésst sich Gleichungslogik vollstindig in die Pradikatenlogik integrieren (siehe Ab-
schnitt 8.3).

Die hier in Aussagen- und Pradikatenlogik bevorzugten Normalformen sind Gentzenformeln
atomy A\ --- Natomy, = atomy1 V-V atompy .

Der Fall n = 1 bzw. m = 1 liefert Hornformeln bzw. Cohornformeln, aus denen logische Programme bestehen, die
wir in Kapitel 9 behandeln. Deren Semantik basiert auf Fixpunktsitzen, welche fiir die gesamte Informatik zentral
sind, da sie die mathematische Begriindung fiir alle rekursiv definierten Objekte, Funktionen und Relationen liefern
(siehe Kapitel 4). Auierdem basieren die der Ausfiihrung logischer Programme zugrundeliegenden Ableitungs-
regeln (Abschnitte 9.2 und 9.4) auf den Schnittkalkiilen der Aussagen- bzw. Pradikatenlogik (Abschnitte 6.2 bzw.
8.2).

Auch Modallogik fugt sich in Aussagen- und Préadikatenlogik ein: Einerseits erweitert sie die Aussagenlogik um die
modalen Operatoren O und <. Im tiblichen Fall endlicher verzweigter Kripke-Strukturen erlaubt die Bedeutung von
0 und < andererseits deren Ubersetzung in aussagenlogische Konjunktionen bzw. Disjunktionen (Abschnitt 7.1).
Betrachtet man die Komponenten einer Kripke-Struktur als Pradikate, dann lassen sich modallogische Formeln
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auch in pradikatenlogische tibersetzen, wobei O- und ¢-Formeln zu all- bzw. existenzquantifizierten Formeln
werden (Abschnitt 8.4).

Gleichungslogik wird fiir die Modallogik relevant, wenn Zustdndsdquivalenz prazisiert und gezeigt oder eine
Kripke-Struktur minimiert werden soll (siehe Abschnitte 7.3 und 7.4).

In Kapitel 2 weist Fettdruck auf die informelle Einfithrung eines Begriffs hin, in spateren Kapiteln auf die Textstel-
le, an der er mathematisch definiert wird. Begriffe sind historisch gewachsen und daher nicht immer so prézise
voneinander abgegrenzt wie Definitionen.

Ein mathematisches Symbol mit einer festgelegten Bedeutung ist an der Stelle, an der es zum ersten Mal benutzt
wird, rot gefarbt. Manchmal weist Rotfirbung allerdings nur auf entscheidende Teile einer Formel hin.

Die eingestreuten Aufgaben lassen sich ohne besondere Tricks 16sen, d.h. nur unter Verwendung hier behandelter
Definitionen und Sdtze. Auch wer sie nicht bearbeitet, sollte sie lesen und sich ihre jeweilige Aussage klarmachen.

Interne Links — einschlieflich der Seitenzahlen im Index — sind an ihrer braunen Farbung, externe Links (z.B. zu
Wikipedia) an ihrer magenta-Farbung erkennbar. Vor letzteren steht zusitzlich das Symbol = .

Online-Version dieses Reports: https:/ /fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/LogikPadR.pdf
Folienversion: https:/ /fldit-www.cs.tu-dortmund.de/ ~peter/LogikPad.pdf

Aufzeichnungen zu verwandten Themen sowie zu zwei in Haskell programmierter interaktiver Présentations-
und Verifikationswerkzeuge (die u.a. in diesem Report zur Darstellung logischer Ableitungen verwendet werden)
erreicht man durch Klicken auf entsprechende Titel an den Réandern des Pentagons von https:/ /fldit-www.cs.tu-
dortmund.de/~peter/SwingLinks.html.

Zu grofiem Dank verpflichtet bin ich gegeniiber meinen Mitarbeitern Pascal Hof, Jos Kusiek, Jens Lechner und
Hubert Wagner sowie den Tutoren Niklas Klocke, Felix Laarmann, Lukas Pfahler, Christoph Stahl, Richard Ste-
wing und Jakob Vogt, vor allem hinsichtlich ihrer leidenschaftlichen Unterstiitzung bei der Vermittlung der In-
halte dieser Lehrveranstaltung.

Peter Padawitz Dezember 2019

Neben kleinen Korrekturen wurde zwischenzeitlich das Hennessy-Milner-Theorem (Satz 7.6) verallgemeinert,
das tatsachlich nicht nur fiir endlich verzweigte, sondern auch fiir modal gesiittigte Kripke-Strukturen gilt (siehe
Kapitel 7).

Aufierdem wurde im Beweis von Satz 7.8 das in den Beweisen der urspriinglichen Fassung [13], Theorem 2.1,
sowie des dhnlichen Theorems 5.15 von [28] verwendete Unendlichkeits-Argument deutlicher herausgearbeitet,
das auf endlich verzweigte Kripke-Strukturen zugeschnitten ist. Ob es sich wie Satz 7.6 auch auf modal geséttigte
Kripke-Strukturen iibertragen lasst, scheint eine offene Frage zu sein.

Peter Padawitz April 2022


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/LogikPadR.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/LogikPad.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/SwingLinks.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/SwingLinks.html
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2 Grundbegriffe

reale Welt

modellieren interpretieren

formales formales
Modell Modell

Korrektheit

Kalkul
(rechnen)

Vollstandigkeit

Syntax interpretieren > Se‘mantik
(Beschreibung) P (Bedeutung)

Logik = Syntax+Semantik+Kalkiil

Syntax . . Semantik
(Beschreibung) Interpretieren (Bedeutung)

Typ Menge M
Term t Element(e) von M
Gleichung t=t’ Wabhrheitswert(e)
aussagenlogische Wahrheitswert
Formel ¢
modallogische Menge der Zustande,
Formel ¢ die o erflllen
pradikatenlogische Menge der Variablenbelegungen,
Formel ¢ die ¢ erflllen
[ I BN o 00

Was wird wie interpretiert?

Syntax: Formeln der jeweiligen Logik

Semantik:

Bedeutung der Formeln und ihrer Komponenten in einem semantischen Bereich (domain) D, d.i. eine Klasse
mathematischer Strukturen, in denen die Formeln als Wahrheitswerte oder von Zustinden abhangige Wahrheits-

werte interpretiert werden konnen.

Umgekehrt werden Elemente des semantischen Bereichs durch Formeln reprasentiert.
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Fiir eine Formel ¢ nennt man ein Element a von D ein Modell von ¢, wenn a ¢ erfiillt (oder ¢ in a giiltig ist),
geschrieben: @ = ¢. Was das bedeutet, hingt von der jeweiligen Logik ab. Die Menge aller Modelle von ¢ wird
oft mit ¢ bezeichnet.

Auf D und dem jeweiligen Modellbegriff bauen die folgenden Definitionen bzw. Notationen auf:

¢ ist erfiillbar, wenn ¢ ein Modell in D hat. ¢ ist widerspriichlich, wenn ¢ unerfiillbar ist. ¢ ist allgemeingiiltig
oder tautologisch, wenn alle Elemente von D Modelle von ¢ sind. Eine Formel ¢ folgt aus ¢, geschrieben: ¢ = ¢,
wenn jedes Modell von ¢ auch Modell von ¢ ist. Gilt P = ¢P, dann sind ¢ und ¢ dquivalent.

Werden diese Definitionen fiir Formelmengen & anstelle einzelner Formeln verwendet, dann ist mit ® stets die
logische Konjunktion der Elemente von ® gemeint.

Die Teilformeln ¢ und ¢ einer Implikation ¢ = i heifst Pramisse bzw. Konklusion der Implikation.

Im Gegensatz zum Implikationspfeil =, der zur Syntax vieler Logiken gehort, also in ihren jeweiligen Formeln
vorkommen kann, beschreibt |= stets eine semantische Beziehung zwischen Formeln, also niemals in diesen vor-
kommt.

Gilt ¢ = 1 bzgl. der jeweiligen Semantik, dann sagt man auch:
o ¢ impliziert (implies) y,
e ¢ ist hinreichend (sufficient) fuir ¢,

o 1 ist notwendig (necessary) fiir ¢.

Ein synthetischer Kalkiil ist eine Menge K von (Schluss-)Regeln der Form

CD] F(p], ey q)kF(/)k
(O ()

Ein analytischer Kalkiil ist eine Menge K von (Schluss-)Regeln der Form

(OR )
CD] F(p], ey q)kF(/)k

In beiden Féllen sind ® und ®;, 1 < i < k, Mengen von Formeln und ¢ und ¢;, 1 < i < k, einzelne Formeln der
jeweils zugrundeliegenden Logik sind. Rechts neben einer Regel stehen oft Anwendbarkeitsbedingungen.

Intuitiv beschreibt der — Urteil (= judgment) genannte — Ausdruck @ I~ ¢ die Giiltigkeit von ¢ in jedem Kontext,
in dem die Formeln von & gelten.

Die Urteile oberhalb bzw. unterhalb des Bruchstrichs nennt man Antezedenten bzw. Sukzedenten der Regel.
Rechts neben dem Bruchstrich stehen manchmal Eigenschaften der Antezedenten, die diese haben miissen, damit
die Regel anwendbar ist.

Der Sukzedent bzw. Antezedent einer Regel der Form

(O ()
m bzw. E—

eines synthetischen bzw. analytischen Kalkiils heifst Axiom.

Ein Urteil 4 heifit K-ableitbar, wenn wiederholte Anwendungen von Regeln von K von Axiomen hin zu a (falls K
synthetisch ist) bzw. von a hin zu Axiomen fiihren (falls K analytisch ist).

Die Folge der Ante- und Sukzedenten der jeweils angewendeten Regeln nennt man eine K-Ableitung von a.

Je nach Kalkiil und Semantik der Formeln, aus denen seine Regeln gebildet sind, kann man aus der K-Ableitbarkeit
von @ I~ ¢ verschiedene Schliisse ziehen, z.B.

o ¢ folgt aus P,


https://en.wikipedia.org/wiki/Judgment_(mathematical_logic)
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o @ ist widerspriichlich,
e ¢ représentiert eine Losung von @,

e ¢ reprisentiert eine Normalform von ®.

Beispiel Sei ® die Menge aller Gleichungen der Form

fo*(t1+"'+t”) = toxt1+ -+ tgxty, (1)
(it +t)xty = tyxto+ - +taxtg 2)
zwischen arithmetischen Ausdriicken und NF die Menge aller arithmetischen Ausdriicke, die aus +, * und Kon-

stanten bestehen, aber keinen Teilausdruck der Form der linken Seite von (1) oder (2) enthalten.

Mit der folgenden Regel ldsst sich jeder arithmetische Ausdruck in einen semantisch dquivalenten Ausdruck von
NF tiberfiihren:

L=R e & 3)

Hierbei bezeichnet der Ausdruck c[u/x] die Instanz des Ausdrucks c, der aus c entsteht, wenn (die Variable) x
durch den Ausdruck u ersetzt wird.

Da sich bei der Anwendung von (3) nur die Teilformel L von c[L/x] verdndert, nennt man diese den Redex und
die korrespondierende Teilformel R von c[R/x] das Redukt der Regelanwendung.

Die schrittweise Uberfithrung eines arithmetisches Ausdrucks t in eine Normalform lasst sich als K-Ableitung
beschreiben, wobei der analytische Kalkiil K aus (3) und folgender Regel besteht:

D+ u

u € NF 4)

Fir den Ausdruck 5 (6 % ((11 % (x +y +z)) * 14 + (c + g+ b) % 22) 4+ 44 * (gg + hh)) erhilt man z.B. die K-
Ableitung

D F S5x(6x((11*(x+y+z))*x14+(c+9g+Db)x22)+44x(gg+ hh))
D F 5x(6x((11xx+1lxy+11%z)x14+ (c+g+Db)*22)+ 44 (gg + hh))

O F 5%x6%11xx+14+5%6x11*xy*x144+5%x6+11xzx14 4
5x6%c*224+5+%6+%g*224+5x6xb*x224+5x44xgg+5%44xhh

Die komplette Ableitung steht #= hier. Die Ausdriicke sind dort als Baume dargestellt. Teilbdume, die Redexe
oder Redukte einer Regelanwendung darstellen, sind rot bzw. griin geférbt. (W

Ein Kalkiil K ist korrekt (sound), wenn aus ® Fg ¢ stets @ |= ¢ folgt.

Ein Kalkiil K ist vollstindig (adequate), wenn aus ® = ¢ stets O Fg ¢ folgt.

Eine Theorie Th ist eine Menge von Formeln.
Th ist vollstindig (complete), wenn jede Formel ¢ oder die Negation von ¢ zu Th gehort.

Th ist konsistent (widerspruchsfrei), wenn die Zugehorigkeit einer Formel zu Th ausschliefst, dass auch die Ne-
gation von ¢ zu Th gehort. Die Konsistenz von Th wird oft durch die Angabe eines aus Th konstruierten “kanoni-
schen” Modells von Th bewiesen.

Th ist entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der, auf eine Formel angewendet, feststellt, ob sie zu Th
gehort oder nicht, und stets terminiert.


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/exp4Reduction.html
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Th ist semi-entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der, auf eine Formel angewendet, feststellt, ob sie zu

Th gehort und in diesem Fall terminiert. Andernfalls terminiert er moglicherweise nicht.

Eine

Prisentation oder Spezifikation von Th ist eine — i.d.R. endliche - Menge von Formeln, aus denen alle

Formeln von Th mit einem gegebenen Kalkiil ableitbar sind.

2.1

Wo kommt mathematische Logik in der Informatik vor?

Uberall! In Hard- und Software gleichermafen:

Schaltnetze und Schaltwerke

Boolesche Ausdriicke (Darstellungen zweiwertiger Funktionen) kommen in jeder Programmier- oder Ent-
wurfssprache vor.

Programmverifikation besteht klassischerweise im Beweis von Zusicherungen, das sind Formeln, die Ei-
genschaften beschreiben, die Programmvariablen an bestimmten Positionen im Programm besitzen sollen.

Programmverifikation kann auch die komplette Ubersetzung der Programme in eine geeignete Logik be-
deuten, in der ihre gewtinschten Eigenschaften auf abstrakterer Ebene als bei der Zusicherungsmethode
tiberpriift werden konnen.

Programmtransformation dient der Effizienzsteigerung oder Anpassung an vorgegebene oder verdnderte
Datenstrukturen (= refactoring) oder gar zur Synthese von Programmen aus Formeln, die ihre gewtinschten
Eigenschaften beschreiben.

Logische Programme 16sen Formeln, d.h. (“das heifit”) berechnen Werte logischer Variablen, die die For-
meln erfiillen.

Datenbankprogramme operieren auf Relationen, kombinieren sie und stellen Anfragen (berechnen Teilre-
lationen). Im Gegensatz zu logischen Programmen sind die berechneten Werte hier i.d.R. selbst Relationen.

Automatisches Beweisen befasst sich mit der Implementierung von Inferenzsystemen und ist weniger eine
Anwendung der Logik in der Informatik als eine der Informatik in der Logik.


https://de.wikipedia.org/wiki/Refactoring
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3 Mengen und Funktionen

3.1 Mengen und Relationen

Eine Menge ist eine ungeordnete Kombination von Elementen ohne Wiederholungen, d.h. ohne mehrfache Vor-
kommen einzelner Elemente.

Die Elemente einer Menge konnen selbst Mengen sein, allerdings muss zur Vermeidung logischer Widerspriiche
fiir jede Menge M und jedes Element e gelten, dass e entweder zu M gehort (in M enthalten ist; geschrieben: ¢ € M)
oder nicht (e ¢ M). Das schliesst u.a. Mengen aus, die sich selbst enthalten:

Wiirde man z.B. die Kombination K aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten, als Menge betrachten und an-
nehmen, dass K zu K gehort, dann gilt K ¢ K nach Definition von K. Nehmen wir dagegen an, dass K nicht zu
K gehort, dann gilt, wieder nach Definition von K, K € K. Um solche Widerspriiche zu vermeiden, wird manche
Menge von Mengen als Klasse eingefiihrt. Eine Klasse enthilt sich per definitionem niemals selbst.

e (ist die leere Menge.

1 bezeichnet die einelementige Menge {x}.

e 2 bezeichnet die zweielementige Menge {0,1}.

e IN bezeichnet die Menge {0,1,2,3,... } der natiirlichen Zahlen.

e IN.( bezeichnet die Menge {1,2,3, ... } der positiven natiirlichen Zahlen.

e Z und R bezeichnen die Mengen der ganzen bzw. reellen Zahlen.

Die obige Konvention, dass sich Mengen niemals selbst enthalten, erlaubt uns das Overloading von Bezeichnungen
fur Elemente einerseits und Mengen andererseits — wie z.B. 1 und 2.

Eine Menge B heifit Teilmenge (subset) einer Menge A oder undre Relation auf A (geschrieben: B C A) und A
Obermenge von B, wenn alle Elemente von B Elemente von A sind. @ ist also eine Teilmenge jeder Menge. B C A
ist eine echte Teilmenge von A, wenn A aufler den Elementen von B weitere Elemente enthélt. A und B sind
gleich (geschrieben: A = B), wenn A C Bund B C A gilt.

Durch Komprehension oder die Anwendung von Mengenoperatoren werden aus Mengen neue Mengen gebildet:
e Komprehension: Sei A eine Menge und ¢ eine Eigenschaft von Elementen von A.
B =4 {e€ Aleerfilltp} und e€B <y e € Aund e erfiillt ¢

definieren B als Menge aller Elemente von A, die ¢ erfiillen.

e Vereinigung von Mengen Ay, ..., Au:
ee AyU---UA, @d(,f esgibtl <i< nmiteeA,-
e Durchschnitt von Mengen Ay, ..., Ay:

ec AiN---NA,y, <:>def fﬁrallelgigngilteeAi

Differenz zweier Mengen A und B:

e€ A\B ©4r ec Aunde ¢ B

(Kartesisches) n-stelliges Produkt von Mengen Ay, ..., A;:
Al X ... X Ay =def {(Lll,...,ﬂ”) |ﬂ,‘ €A, 1<i< I/l}

(a1,...,a) heilt n-Tupel mit den Komponentenay, . ..,a,.Sind 4;, ..., A, dieselben Mengen, dann schreibt
man Al anstelle von Ay x - -+ X Ay.
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Das nullstellige Produkt ist die einelementige Menge 1 (s.0.).

{1, ..., n} ist die Indexmenge des Produktes A; x --- X A,.

Fiir alle 1 < i < n besteht A; aus den moglichen Werten eines bestimmten Attributs der Elemente des Pro-
dukts, z.B. seiner Farbe. Man ersetzt dann den Index i hdufig durch das zugehorige Attribut. Im Rahmen
vieler Programmiersprachen werden derart attributierte Mengen als Records bezeichnet.

o n-stellige Summe oder disjunkte Vereinigung von Mengen Ay, ..., Ay:
Al +- 4 Ay =g AW WA, =g {(a,i)|a€ A, 1<i<n}

Die zweite Komponente eines Paares (a,1) von A; + - - - + A, informiert tiber die Herkunft von a.

Die nullstellige Summe ist die leere Menge ©.

Gibtesa € AjU---UA,und 1 <i,j <nmiti# junda € A; N Aj, dann gibt es mindestens zwei Kopien
vonain Ay + - - -+ Ay, namlich (a,i) und (a, j).

Gibt es kein solches 4, dann heilen A; ..., A, (paarweise) disjunkt, geschrieben: A || ... [|A;.

e Menge der Listen oder Worter iiber einer Menge A:

AT —def Unso A"
A* :dz?f A+U{€}.

Wie die Definition von A" zeigt, lassen sich die oben definierten n-stelligen Mengenoperationen auch auf
unendlich viele Mengen anwenden.

Elemente von A* werden oft ohne Klammern und Kommas geschrieben, z.B. abc anstatt (4, b, ¢). Bestehen
sie aus mehreren Zeichen, setzt man Punkte dazwischen, schreibt also z.B. ab - bz - de fiir (ab, bz, de). ¢ wird
als leeres Wort bezeichnet.

Listen bilden neben Biumen und Graphen die wichtigsten Datenstrukturen fast aller Programmiersprachen.
Sie werden dort u.a. zur Implementierung von Mengen benutzt. Da der Begriff der Menge sowohl von der
Anordnung als auch der Anzahl der Vorkommen ihrer jeweiligen Elemente abstrahiert, gibt es fiir jede
Menge M mit mindestens zwei Elementen mehrere Listen, die A reprédsentieren.

e Die Potenzmenge 7 (A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A:
e c P(A) <:>d(’f eCA

e 7, (A) bezeichnet die Menge aller endlichen Teilmengen von A. P, (A) ist also eine Teilmenge von P(A).

Satz 3.1 Seien A eine Menge und B, C Teilmengen von A. Dann gilt:
BCC & BN(A\C)=0.

Beweis. “=":Sei B C Cund a € BN (A \ C). Nach Definition der Mengendifferenz gehort a nicht zu C. Das geht
nicht, da nach Voraussetzung a € B C C gilt. 4 (Widerspruch zu B C C). Also sind B und A \ C disjunkt.

“«<": Seien B und A\ C disjunkt und @ € B. Dann gehort a nicht zu A\ C. Ausa € B C A folgt deshalb
ae A\ (A\C)=ANC C Cnach Definition der Mengendifferenz. Damit ist B eine Teilmenge von C. EI

Satz 3.2 Fiiralle C,D C Aund CS C P(A),

CCD & A\DCA\C, (1)

A\lJCs = ({A\C|cCecs}, )
A\(cs = J{A\cC|cecs}, 3)
(VCecCS:CcD) = |JCScD, (4)
(VCeCS:DCC) = DC[)CS. (5)
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Fortan werden gelegentlich die logischen Symbole A, V,V und 3 in ihrer tiblichen umgangssprachlichen Bedeu-
tung verwendet (“und”, “oder”, “fiir alle ... gilt” bzw. “es gibt ... mit”). Ihre formale Semantik wird in Kapitel 6
bzw. 8 definiert.

Eine n-stellige Relation R ist eine Teilmenge eines Produktes der Form A; x - -+ x A,. Ay,..., Ay sind die Kom-
ponenten des Produkts.

Ist n = 2, dann wird R bindre Relation genannt und binére Relation auf Ay, falls A; mit A; tibereinstimmt.
R =4 {(b,a) | (a,b) € R} heifit Inverse von R. R ist eine Relation auf Ay, falls A; mit A; tibereinstimmt.
Wegen AY = 1 gibt es genau zwei nullstellige Relationen, namlich 1 und @.

Eine Teilmenge Z von P(A) heifit Partition oder Zerlegung von A, wenn die leere Menge nicht zu Z gehort, je
zwei verschiedene Elemente von Z disjunkt sind und Z ganz A abdeckt, d.h. A mit |J Z {ibereinstimmt.

Partitionen liefern ein mathematisches Mittel zur Abstraktion: Elemente von A, die zur selben Teilmenge von Z
gehoren, werden als gleich angesehen. Z entspricht daher einer Aquivalenzrelation auf A (siehe Kapitel 5).

3.2 Funktionen

Seien n € IN und A und B Mengen. Eine n-stellige Funktion oder Abbildung (function, map) f : A — B von A
nach B ordnet jedem — Argument oder Stelle von f genannten — Element @ € A genau ein Element f(a) € B zu,
das Bild von a unter f genannt wird. Man sagt auch: f bildet 2 auf f(a) ab.

Fiir alle C C A nennt man die Menge f(C) = {f(c) | ¢ € C} ebenfalls das Bild von C unter f.
Seibe Bund D CB.f '(b)={ac Al f(a)=b}und f (D) ={a€ Al f(a) € D} heiflen Urbilder (pre-image)
von b bzw. D unter f.
e type(f) = A — Bistder Typ von f.
e arity(f) = nist die Stelligkeit von f, falls A ein n-stelliges Produkt ist,
o dom(f) = Aist der Definitionsbereich (domain) von f,
e ran(f) = Bist der Wertebereich (range) von f,
o imq(f) = f(A)={f(a)|a e A} ist das Bild (image) von f,
o ker(f) ={(a,a’) € A?| f(a) = f(a')} ist der Kern (= kernel) von f,
e Die Relation graph(f) = {(a, f(a)) | a € A} C A x B heifit Graph von f.
Nullstellige Funktionen haben den Definitionsbereich 1 und heifien auch Konstanten.
f : A — Bisteine Endofunktion, wenn A = B gilt.
f: A — Bistendlich, wenn A endlich ist.
f : A — Bistsurjektiv, falls img(f) = B.
Die Relation A4 =g {(a,a) | a € A} heifit Diagonale von AZ.
f: A — Bistinjektiv, falls ker(f) = A4.

Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn je zwei unterschiedliche Elemente von A verschiedene
Bilder unter f haben.


https://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_(algebra)
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Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle C C A und D C B folgende Implikationen gelten:

f©cb = ccf D),
ccf(b) = f(OCD,
fsurjektivund f~}(D)CC = D C f(C),
finjektivund D C f(C) = f}(D)CC.

Funktionen konnen auf mehrere Weisen definiert werden. Wir schreiben z.B.

f*NxN — R

1)
(m,n) — m=xn/2
oder
Fiir alle m,n € N, f(m, n) =g m+n/2. )
oder
f = AMm,n).(m*n/2). 3

(3) definiert f durch einen A-Ausdruck. Sie macht deutlich, dass jede Funktion f : A — B Element einer Menge
ist, namlich der Menge B* =4of (A — B) aller Funktionen von A nach B. Demnach bedeutet f € B4 dasselbe wie
f:A—B.

In klassischer Algebra und Analysis taucht A bei der Darstellung von Funktionen nicht auf, wenn Symbole wie
x,, z konventionsgemaf als Variablen betrachtet und daher z.B. fiir die Polynomfunktion Ax.2  x 4 55 x> 433 :
R — R einfach nur 2 * x> + 55 x x* + 33 oder sogar nur 2x° + 55x> + 33 geschrieben wird.

Da in allgemeiner Logik oder Algebra Symbole wie x, v, z, * unterschiedlich interpretiert werden, konnen solche
Kurzschreibweisen hier zu Missverstandnissen fithren und sollten deshalb vermieden werden.

Das Update von f : A — B an Stellen a3, ...,a, € A durch Werte by,...,b, € B ist eine neue Funktion, die wie

folgt definiert ist:

flb1/ay,...,by/ay] A — B “f mit b; fir a;”
b; fallsa = a; fireinl1 <i<mn
a
f(a) sonst

Fiir jede Menge A liefert jede binére Relation R C B x B eine Relation R’ C B4 x BA:

Furalle f,g: A — B,
(f,8) €R' &gy furallea € Agilt (f(a),g(a)) € R.

Die (sequentielle) Komposition g o f zweier Funktionen f : A — Bund g : B — C ist eine Funktion von A nach
C:
gof: A — C

a = g(f(a))
Offenbar ist o assoziativ, d.h. firralle f: A = B, ¢g: B— Cund h: C — D gilt

ho(gof)=(hog)of.

Die Klammern werden deshalb oft weggelassen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn je zwei Funktionen
g h: A’ — A mit f og = foh libereinstimmen.
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Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann surjektiv ist, wenn je zwei Funktionen
¢,h: B — B'mitgo f = ho f iibereinstimmen.

Zu jeder Menge A gibt es die Identitdt id, : A — A auf A, die jedem Argument dieses selbst zuordnet: Fiir alle
aeA, ZdA(IZ) =def 4-

Zu jeder Teilmenge B von A gibt es die Inklusion incp : B — A, die ebenfalls jedem Argument dieses selbst
zuordnet: Fiir alle b € B, incp(b) = b.

Eine Funktion g : B — A heifst Inverse (Umkehrfunktion) von f : A — B, falls gilt:
gof:idA, ng:idB.
Die Elemente eines Produktes A; x - - - x A, werden mit Projektionen

7T,'ZA1><---><A;, — A,‘ 1§l§l’l
(a1,...,an) — a;
auf ihre n Komponentenmengen Ay, ..., A, abgebildet.
Die Elemente von n Mengen A1, ..., Ay, werden mit Injektionen
LA — A+ +A, 1<i<n
a — (a,i)
in die Summe A + - - - + A, eingebettet.

Die Summenextension
[f]/"~/ﬂ1]:A—l—|—...+An_>B

von #n Funktionen f; : Ay — B,..., f, : A, — B ist folgendermaflen definiert:

Firalle (a,i) € A1+ -+ Ay,
i fal(ai) =g fi(a).
Die Produktextension
(91,---,8n):B—= A1 x -+ X Ay

von n Funktionen g1 : B — Ay,...,gu : B — A, ist folgendermafien definiert:

Firalleb € B,
(&1, 8n)(b) =gy (81(b),...,8n(b)).

[fi,---, fu) und (g1,...,4n) sind die eindeutigen (!) Funktionen, die fiir alle 1 < i < n folgende Gleichungen
erfiillen:

[fl,...,fn]oli:fi bzw. 7Ti0<g1,...,gn>:gi.
Funktionsgleichungen lassen sich als kommutative Funktionsdiagramme darstellen:

Li T

A; Al+---+ Ay Ay X -+ X Ay

. Y
4 N
e N
// N
—_ , A R

fi /’/[f/-u/fn} <g1/--~/gn>\\\ gi
P .
B B

Ein gestrichelter Pfeil deutet an, dass die Funktion, mit der er markiert ist, eindeutig ist.

Ebenso sind die Summe
f1+"'+fn5Al+‘“+An‘>B1+"'+Bn



3.3 Isomorphien 15

von f; : A; = B;, 1 <i < n, und das Produkt
g1 X XgpiAp X--- XAy = By X xXBy

von g; : B; = A;, 1 <i <n, als die eindeutigen Funktionen definiert, die fiir alle 1 <i < n folgende Gleichungen

erfiillen:

f1+"'+](11:[l]of]w--/lnofn] bzw. g]><"'Xgn:<g]O7T]r-~-rgnO7Tn>~

A i Al + -+ A, Al X x A, i A,

| A
fi = fit At far 181 X - X &y = &i
Li T | TTi

B; = By +---+ By By X -+ X By ~ B;

Im Fall g1 = - - - = gy = g schreibt man auch g" an Stelle von g7 x - - - X gy.

Vorsicht: Die Potenzschreibweise wird auch fiir die Iteration einer Endofunktion verwendet, d.h. /" : A — A
bezeichnet auch die n-fache Komposition f o - - - o f, wobei f° =def 1d 4 (s.0.).

Ahnlich wie die Mengenoperatoren Produkt und Summe oben auf Funktionen definiert werden, lasst sich auch
die Potenzmengenbildung zu einem Funktionsoperator erweitern:

Fiir alle Funktionen f : A — B bildet die Funktion P(f) : P(A) — P(B) ein Teilmenge C von A auf das Bild von
C unter f ab (s.0.).

3.3 Isomorphien
f : A — B ist bijektiv oder eine Bijektion, falls f eine Inverse g hat. In diesem Fall ist g eindeutig und wird
deshalb mit f ! bezeichnet.

Beweis. Seien g und & Inverse von f. Dann gilt:
h:hOZdB:hO(fog):(hOf)Og:ldAog:g 4

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Komposition zweier Bijektionen bijektiv ist.
Aufgabe Zeigen Sie, dass eine Funktion genau dann bijektiv ist, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir Funktionen zwischen endlichen Mengen die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv
zusammenfallen.

Zwei Mengen A und B sind isomorph, geschrieben: A = B, wenn es eine Bijektion von A nach B (oder B nach A)
gibt.

Da die Identititdt id 4 : A — A eine Bijektion ist, gilt trivialerweise:

A A, 0)

Produkt-, Summen- und Funktionsmengenbildung sind unter Isomorphie abgeschlossen, d.h. sind

ACAB=D = A+BX=C+D, (1)
A=ZCANB=D = AXB=CxD, (2)
A2¥CAB~D = BA~DC (3)

Sind A und B Mengen mit Operationen, dann verlangt Isomorphie zusatzlich, dass die Bijektion mit den Opera-
tionen von A und B vertréglich ist. Das wird in Kapitel 5 ndher ausgefiihrt.
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In diesem Fall folgt aus A = B, dass A und B elementar dquivalent sind, d.h. dieselben — in der jeweils zugrun-
deliegenden Logik formulierbaren — Eigenschaften haben. Die Umkehrung: Elementare Aquivalenz impliziert
Isomorphie, gilt jedoch nicht immer.

Mathematiker betrachten isomorphe Mengen A und B oft als gleich. Informatiker stofflen hingegen manchmal
auf grofle Unterschiede, wenn A und B (als Formate, Datentypen, Klassen o.a.) implementieren und den Auf-
wand eines bestimmten auf A operierenden Algorithmus mit dem seines Pendants auf B vergleichen. Umgekehrt
erleichtert die Kenntnis von Isomorphien die Auswahl geeigneter Datentypen fiir bestimmte Algorithmen.

Wichtige Isomorphien (jeweils mit der zugehorigen Bijektion und deren Inverser)

e Seien A und B disjunkt. Dann gilt: A + B = A U B. Die zugehorige Bijektion f : A+ B — AUB und
ihre Inverse f~! : AUB — A + B lauten wie folgt: Firallea € Aund b € B, f(a,1) = a, f(b,2) = b,

£71(a) = (a,1) und £~1(b) = (b,2).
e Kommutativitit von + und x: AXB=Bx A und A+ B = B+ A. 4)

Die zugehorige Bijektion f : A x B = B x Abzw. f : A+ B — B + A lautet wie folgt: Fiir allea € A und
be B, f(ab)=(ba)bzw. f(a,1) = (a,2) und f(b,2) = (b,1).

o P(A) =24, (5)
Die Funktionen x : P(A) — 2% und y ' : 24 — P(A) sind wie folgt definiert:

1 fall B,
FiiralleBgAundaeA/X(B)(u>:{ allsa €

0 sonst.

X(B) heiit charakteristische oder &= Indikatorfunktion von B.
Firalleg €24, x '(¢) = {a€ Al g(a) = 1}.

Ist A ein bindres Produkt, z.B. A = A; x Ay, dann wird x(B) auch als Boolesche Matrix oder Adjazenzma-
trix bezeichnet.

X ist bijektiv.

Beweis. Nach Definition von Bijektivitdt und Funktionsgleichheit ist zu zeigen:

(i) Fiir alle B C A gilt x ' (x(B)) = B.

(ii) Firalleg: A —2und a € A gilt x(x "1(g))(a) = g(a).

Beweis von (i). Sei B C A. Dann gilt nach Definition von x ! bzw. x:

X '(x(B)) ={a€ A|x(B)(a) =1} ={ac Ala€ B} =B.
Beweis von (ii). Seig: A — 2und a € A. Dann gilt nach Definition von x bzw. x b

1 fallsae x1(g) }_{ 1 falls g(a) =1 }

=¢(a). QO
0 sonst 0 sonst g(a)

X(xH(8))(a) = {

o CAXB & (CBYA, (6)
Die Funktionen
curry : CA*B cP' und uncurry : (CB)4 — cAXB

sind folgt definiert:
Fﬁralleg:AxB—>C,a€A,b€Bundh:A—>CB,

curry(g)(a)(b) = g(a,b) und wuncurry(h)(a,b) = h(a)(b).

curry(g) : A — CP heifit kaskadierte oder = curryfizierte Version von g.
curry ist bijektiv.

Wie die oben definierten Funktionssummen- und produkte, so sind auch curry und uncurry die eindeuti-
gen Funktionen derart, dass bestimmte Funktionsgleichungen gelten oder die entsprechenden Diagramme


https://en.wikipedia.org/wiki/Indicator_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Haskell_Curry
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kommutieren. Hier lauten letztere wie folgt:

. MEDS®) s g B NaAb(@,D) 4 s
~« .
8 /,’/)/L(a,b).(curry(g),b) h },///\f.uncurry(h) of
A X B CB
e A2B = P(A)=P(B). @)
e P(A x B) = P(B)A. 8)

Die Funktionen
mkfun : P(A x B) — P(B)? und mkrel : P(B)* — P(A x B)

sind wie folgt definiert: Fiiralle R C Ax B,a€ Aund g: A — P(B),
mkfun(R)(a) = {b € B| (a,b) € R} und mkrel(g) = {(a,b) € AxB|beg(a)}.

mkfun(R) wird auch nichtdeterministische oder mehrwertige Funktion oder Adjazenzliste genannt.

mkfun ist bijektiv.

(5) (6) (0),(3),(5)
Beweis. P(A x B) = 24xB = (pByA "= p(B)4, a

Aufgabe Folgern Sie aus den obigen Isomorphien die folgende:
P(A)P = P(B)".

Aufgabe Zeigen Sie die Assoziativitdt von Summe und Produkt:

A+ (B+C)=(A+B)+C, Ax (BxC)=(AxB)xC.

Aufgabe Zeigen Sie folgende Distributivitdtsgesetze:

AX(Bl+"'+Bn) = (AXBl)+"'+(A><Bn) (9)
BArt A o A1« BAn (10)
(By x---x By)4 = Bfx.. xBA (11)

Aufgabe Zeigen Sie furalle f : A — CBund g: C — D:

gouncurry(f) = uncurry((Ah.goh) o f). (12)

Aufgabe Zeigen Sie fiir alle R C A x B: curry(x(R)) = x o mkfun(R).

Aufgabe Zeigen Sie fiir alle f : A — B: mkfun(graph(f)) = single o f, wobei fiir alle b € B, single(b) =g, {b}.

Offenbar sind viele zusammengesetzte Mengen zu Funktionsmengen isomorph. Eine endliche Funktion kann
durch ein Feld oder = Array oder eine Liste (s.u.) der Elemente ihres Graphen implementiert werden.

Weitere als Funktionen darstellbare Datenstrukturen:

e Multimengen (bags) sind wie Mengen ungeordnete Kombinationen von Elementen. Im Gegensatz zu Men-
gen konnen sie jedoch Elemente mehrfach enthalten:
Eine Multimenge iiber einer Menge A, d.h. mit Elementen von A, ldsst sich daher als Funktion f : A —
IN darstellen: Fiir alle 2 € A gibt f(a) als Anzahl der Vorkommen von a in f an. Die Menge 5(A) aller
Multimengen iiber A ist daher definiert als die Funktionsmenge IN“.


https://en.wikipedia.org/wiki/Array_data_type
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e Die Menge Strome oder unendlichen Folgen von Elementen einer Menge A, kurz: Strome iiber A, ist um-
gekehrt definiert als die Funktionsmenge A™: Fiir alles € AN und n € N liefert s(n) das n-te Element von s.

Ist A eine endliche Menge, dann ist die Michtigkeit oder == Kardinalitit |A| von A durch die Anzahl der Elemente
von A gegeben. Die Michtigkeit endlicher Produkte, Summen bzw. Funktionsmengen Mengen ergibt sich wie
folgt aus den Kardinalitdten der jeweiligen Komponentenmengen:

|Ax Bl =|A|*|B|, |A+B|=|Al+|B|, |A®|=]4]P.

Hier sieht man, wo die Bezeichnungen dieser Mengenoperatoren herkommen.
Isomorphe Mengen nennt man auch gleichmichtig.

Die Méchtigkeit oder “Grofle” einer Menge A wird durch eine Kardinalzahl beschrieben. Die kleinste unendliche
Kardinalzahl wird mit w oder X (aleph, hebraischer Buchstabe) bezeichnet.

Demgegentiber gibt eine Ordinalzahl die “Position” von A innerhalb der totalen Ordnung aller Ordinalzahlen
an. Ist A endlich, dann stimmen die Kardinal- und die Ordinalzahl von A miteinander iiberein. Andernfalls lassen
sich A mehrere Ordinalzahlen zuordnen. Die Kardinalitit von A ist die kleinste davon.

Liasst sich A z.B. die Ordinalzahl w + 1 zuordnen, dann hat A dennoch die Kardinalitit w.

Mengen mit einer Kardinalitét, die kleiner oder gleich w ist, heifen abzdhlbar. Nicht abzédhlbare Mengen werden
auch iiberabzihlbar genannt. Eine abzidhlbare Menge A heifit aufzihlbar, wenn es einen — im Falle von |A| > w
moglicherweise nichtterminierenden — Algorithmus gibt, der die Abzdhlung der Elemente von A durchfiihrt.

A ist genau dann abzdhlbar, wenn es eine injektive Funktion f : A — IN oder eine surjektive Funktion g : IN — A
gibt. Die beiden Bedingungen sind dquivalent zueinander.

Z.B.ist A = IN x N abzihlbar, weil die folgende Funktion f : A — IN injektiv ist: Fiir alle m, n € IN,
f(m,n) =g (m+n)x(m+n+1)/2+m

(siehe [39], §3.2.2).

f basiert auf == Cantors erstem Diagonalargument. An der graphischen Darstellung erkennt man, dass sich Can-
tors erstes Diagonalargument wie folgt verallgemeinern lasst:

Sind zwei Mengen A und B abzihlbar, dann ist auch A x B abz&hlbar.

1 Cantors zweites Diagonalargument dient dem Nachweis der Uberabzihlbarkeit einer Menge A. Fiir A = oN

lautet es wie folgt: Ware A abzahlbar, dann gébe es eine Bijektion f : A — IN. Sei i € 2N wie folgt definiert: Fiir
allen € N, h(n) =1 — f~!(n)(n). Daraus folgt

h(f(h) =1~ 1 (f()(f(h) = 1= h(f(h)). %

Wieder erkennt man an der graphischen Darstellung, dass sich auch Cantors zweites Diagonalargument wie folgt
verallgemeinern lasst:

Ist eine Menge A abzéhlbar und hat eine Menge B mindestens zwei Elemente, dann ist B4 iiberabzihlbar.

Aufgabe Zeigen Sie unter Verwendung von Cantors erstem Diagonalargument, dass A* abzdhlbar ist, falls A
abzdhlbar ist.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cardinality
https://de.wikipedia.org/wiki/Cantors_erstes_Diagonalargument
https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor's_diagonal_argument
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BeP(A)
ec AiU---UA,
ecAiN---NAy,

ec A\B

Ai+---+ Ay
Al X ... X Ay
BA

Aa

ACB
AN(BUC)
AU(BNCQC)

A\ (BUCQC)

A\ (BNCQC)

graph(f : A — B)
img(f: A — B)
ker(f : A — B)

f A — Binjektiv
f A — B surjektiv
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A

A=B
A=ZBAB=C
A+B
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Ax (B+C)
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(Bx C)4
AZCANB=D
P(A)

P(A)
P(A x B)
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= def BCA

S J1<i<n:ie€ A
Spr V1<i<n:e€A
= def ec ANe ¢ B

=af {(ai)|ac A, 1<i<n}

=af {(ar,...,an) |a;€ Ay 1<i<n}
=4 Menge aller Funktionen von A nach B
=af {(a,a)]ac A}

& C\BCC\A

= (ANB)U(ANC)

= (AUB)Nn(AUC)
(A\B)N(A\C)

= (A\B)U(A\C)

=1 1(a,f(a)) € A*|a € A}

=ar {f(a)]ac A}

=ar {(a,0') € A% | f(a) = f(a')}
S def ker(f) = Aa

Sa img(f) =B

SU RN
12

+ R
>N o

Bx A

(AxB)+(AxCQC)

CcAxCB

BA x CA

A+B=C+D A AxB=CxD A BA=DC
A

24 (Funktionsdarstellung von Teilmengen)
P(B)A  (Funktionsdarstellung binirer Relationen)
P(A) = P(B)
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4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen

4.1 (Co)Induktiv definierte Mengen

Mit Mengenoperatoren lassen sich aus gegebenen Mengen neue bilden. Weiterhin haben wir gesehen, wie mit
Hilfe der Komprehension eine Teilmenge T einer gegebenen Menge S beschrieben wird, ndmlich indem man T als
Menge aller Elemente von S definiert, die eine logische Formel ¢ erfiillen. Damit ist ¢ eine endliche Beschreibung
von T —auch wenn T selbst unendlich ist.

Insbesondere unendliche Mengen erhilt man oft als Losungen von Gleichungen der Form F(X) = X in der
Mengenvariablen X, wobei F : P(S) — P(S) eine monotone Funktion ist, d.h. fiir alle Teilmengen T, T" von S
gilt:

TCT = F(T)CFT).

T C S heifit Fixpunkt von F, wenn F(T) mit T tibereinstimmt.

Hier ist also die monotone Funktion F (und keine Formel ¢ wie oben) eine endliche Beschreibung von T. Hat
F mehrere Fixpunkte, dann muss man noch dazusagen, welchem (dem kleinsten, dem grofiten, etc.; s.u.) T ent-
spricht.

Der Beweis, dass T ein Fixpunkt von F ist, besteht — wie immer bei Gleichungen zwischen Mengen — aus dem
Nachweis zweier Inklusionen, namlich

(1) F(T) CTund (2) T C F(T).
T heifst F-abgeschlossen bzw. F-dicht, wenn (1) bzw. (2) gilt.

Die Monotonie von F garantiert die Existenz eines kleinsten wie auch eines grofiten Fixpunkts von F:

Satz 4.1 Fixpunktsatz fiir (co)induktiv definierte Mengen
Sei F : P(S) — P(S) monoton und ¢ eine mogliche Eigenschaft von Elementen von S.

(i) Ifp(F) =4 N{T C S| T F-abgeschlossen} ist die kleinste F-abgeschlossene Teilmenge von S und der kleinste
Fixpunkt von F.

(i) gfp(F) =4 U{T C S| T F-dicht} ist die groite F-dichte Teilmenge von S und der grofite Fixpunkt von F.

(iii) F-Induktion: Alle Elemente von Ifp(F) haben eine gegebene Eigenschaft ¢, wenn die Menge T, aller Elemente
von S, die g erfiillen, F-abgeschlossen ist; als Beweisregel:

Ifo(F) € T,

F(T,) C T,

(iv) F-Coinduktion: Alle Elemente von S, die eine gegebene Eigenschaft ¢ erfiillen, gehdren zu gfp(F), wenn die
Menge T, aller Elemente von §, die ¢ erfiillen, F-dicht ist; als Beweisregel:

Ty C gfp(F)

T, C F(Ty)
Beweis von (i). Sei T eine F-abgeschlossene Teilmenge von S. Dann gilt:
Ifp(F)=({UCS|FU)Ccu}CT. (1)
Da F monoton und T F-abgeschlossen ist, folgt
F(fp(F)) C F(T) C T @

aus (1). Da T beliebig gewahlt wurde, ist F(Ifp(F)) eine Teilmenge jeder F-abgeschlossenen Teilmenge von S, also
auch des Durchschnittes aller F-abgeschlossenen Teilmengen von S, d.h.

F(Ifp(F)) € (U S S| F(U) € U} = Ifp(F), (3)



4.1 (Co)Induktiv definierte Mengen 21

m.a.W.: Ifp(F) ist selbst F-abgeschlossen, zusammen mit (1) also die kleinste F-abgeschlossene Teilmenge von S.

Da F monoton ist, folgt

F(F(ifp(F))) < F(Ifp(F)) )
aus (3), d.h. auch F(Ifp(F)) ist F-abgeschlossen. Also gilt
Ifo(F) = (U €S| F(U) € U} € F(Ifp(F)). ®)

Aus (3) und (5) folgt F(Ifp(F)) = Ifp(F), d.h. Ifp(F) ist ein Fixpunkt von F.

Sei T ein beliebiger Fixpunkt von F. Dann ist T F-abgeschlossen. Also gilt Ifp(F) C T, d.h. Ifp(F) ist der kleinste
Fixpunkt von F.

Aufgabe Zeigen Sie (ii) analog zu (i).
Beweis von (iii). Sei T,, F-abgeschlossen. Aus (i) folgt dann

fp(F) = (U C S| F(U) C Uy C T,

Beweis von (iv). Sei T, F-dicht. Aus (ii) folgt dann
T, CJ{U Cs|UucCFU}=gfn(F).
a

Falls sich beim Versuch, F(T,) € Ty bzw. T, € F(T,) zu beweisen, herausstellt, dass die Inklusion nicht gilt,
muss man ¢ verallgemeinern, indem man ¢ mit einer weiteren Eigenschaft ¢ konjunktiv bzw. disjunktiv verkntipft
und versucht, die F-Abgeschlossenheit von T,y bzw. die F-Dichtheit von T,y zu zeigen. Gelingt auch das nicht,
klappt es vielleicht bei Hinzunahme einer dritten Eigenschaft; usw.

Abbrechen kann man dieses — inkrementelle (Co)Induktion genannte — Verfahren, sobald Ty, ... eine echte Teil-
menge von Ifp(F) bzw. gfp(F) eine echte Teilmenge von Ty .. ist. Da jedoch T, \ Ifp(F) bzw. gfp(F) \ Ty i.d.R.
unendlich ist, liefern (iii) und (iv) keine vollstindigen Verfahren zum Beweis von Ifp(F) C T, bzw. T, C gfp(F).
Falls diese Inklusion gilt, existiert aber zumindest eine Eigenschaft i derart, dass Ty,y F-abgeschlossen bzw. Ty
F-dicht ist, d.h. die obigen Beweisregeln konnen wie folgt verscharft werden:

fo(F) C Ty Ty € gfp(F)
3 l/] 3 F(T(pAll’) Q T(PNIJ = l/] : T([)\/lp Q F(T(p\/lp)
Rein mengentheoretisch, ohne Bezug auf Eigenschaften ¢, ¢:
fo(F) € T 0 T C gfp(F) 0
3T CT:FT)CT ITDOT:T CE(T)

Aufgabe Folgern Sie die Giiltigkeit dieser beiden Aquivalenzen aus der Giiltigkeit der Implikationen in (iii) bzw.
@iv). a

T C S heifit induktiv definiert, wenn es eine monotone Funktion F : P(S) — P(S) mit Ifp(F) = T gibt, wenn
also T die kleinste F-abgeschlossene Teilmenge von S ist.

T C S heif8t coinduktiv definiert, wenn es eine monotone Funktion F : P(S) — P(S) mit gfp(F) = T gibt, wenn
also T die grofite F-dichte Teilmenge von S ist.

In beiden Fillen nennen wir F die Schrittfunktion fiir T.

Satz 4.2 N ist induktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir IN lautet wie folgt:

Foat : P(N) — P(N)
T — {0ju{n+1|neT}
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Beweis. Offenbar ist F;;s monoton. IN ist Fy4t-abgeschlossen:
Fir(IN) ={0}U{n+1|neN} CN.

Sei T C IN Fy-abgeschlossen, aber IN keine Teilmenge von T. Dann ist IN \ T nach Satz 3.2 (1) eine nichtleere
Teilmenge von IN \ Fyat(T).

Sei n das (bzgl. der iiblichen kleiner-Relation auf IN) kleinste Element von IN \ T. Dann gilt
ne€N\TCIN\ Fx(T),

alson #0und n # m+1,alson —1 # m fir alle m € T. Daraus folgt n —1 € IN \ T. Das widerspricht der
Voraussetzung, dass n das kleinste Element von IN \ T ist. Daher gilt N C T.

Demnach ist die Fy;t-abgeschlossene Menge IN in jeder F,:-abgeschlossenen Teilmenge von IN enthalten. IN ist
also die kleinste F;4;t-abgeschlossene Teilmenge von IN und stimmt daher nach Satz 4.1 (i) mit lfp(Fmt) tberein.

Beispiel 4.3 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Menge evens der geraden Zahlen induktiv
definiert und
Feoen : P(IN) — P(N)
T — {0ju{n+2|neT}

eine Schrittfunktion fiir evens ist. a

Satz 4.4 Sei A eine Menge. A* ist induktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir A* (siehe Kapitel 3) lautet wie folgt:
Fig : P(A*) — P(A")
T — {elUAU{(a,ay,...,an)|a€ A, (ar,...,ay) € T}
Beweis. Offenbar ist F;;; monoton. A* ist Fj;i;-abgeschlossen:
Fist(A*) ={e} UAU{(a,aq,...,an) |a € A, (a1,...,an) € A*, n € N} C A™.

Sei T C A* Fji-abgeschlossen, aber A* keine Teilmenge von T. Dann ist A* \ T nach Satz 3.2 (1) eine nichtleere
Teilmenge von A* \ Fji;(T).

Sei w ein Tupel von A* \ T derart, dass kein Tupel von A* \ T kiirzer als w ist. Dann gilt
we A \T C A"\ Fuu(T),

alsow # ¢, w #aund w # (a,ay,...,a,) firallea € Aund (ay,...,a,) € T, also tail(w) € A*\ T, wobei tail (w)
des Tupel w ohne dessen erste Komponente ist. Das widerspricht der Voraussetzung, dass kein Tupel von A* \ T
kiirzer als w ist. Daher gilt A* C T.

Demnach ist die Fy;5;-abgeschlossene Menge A* in jeder Fj;5;-abgeschlossenen Teilmenge von A* enthalten. A* ist
also kleinste Fj;s-abgeschlossene Teilmenge von A* und stimmt daher nach Satz 4.1 (i) mit Ifp(Fj;;) tiberein. 0

Beispiel 4.5 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Menge sorted aufsteigend sortierter Listen reeller
Zahlen induktiv definiert und

Fsort : P(R*) — P(R*)
T — {efURU{(a,ay,...,an)|a €R, a<ay, (ar,...,an) € T, n >0}

eine Schrittfunktion fiir sorted ist. a

Beispiel 4.6 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.4, dass die Menge

n .
R[x] = {Ax.) aj*x' |n €N, a, # 0}
i=0
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reellwertiger Polynome induktiv definiert und

Fpol}/ : P(R]R) - ,P(IRIR)

T — {AxalaceR}U{Ax.(a+xxp(x))|aeR, peT}

eine Schrittfunktion fiir R[x] ist. Q

Satz 4.7 T C S ist genau dann induktiv definiert, wenn S \ T coinduktiv definiert ist.

Beweis. “=-": Sei F eine Schrittfunktion fiir T und G : P(S) — P(S) wie folgt definiert: Fiiralle U C S, G(U) =
S\ F(S\U).

Ist F ist monoton, dann auch G: Sei T C U. Aus Satz 3.2 (1) folgt S\ U C S\ T, also F(S\U) C F(S\T) und
daher

Satz 3.2 (1)
G(T)=S\F(S\T) < S\F(S\U)=GU).
G ist eine Schrittfunktion fiir S\ T:

Q) E P yrr s T o) PEO T C s | TCS\F(S\T)}

MR UUIT S| E\T) S5\ T}
—U{S\(S\T)CS|TCs, F(S\T)C s\ T}
—us\TITcs, Kn)y ey E P s\n(r s | F(T) < T)
SatziZ (1) S \ lfp(F) lfp(P:):T S \ T

“<«": analog. Q

4.2 Induktion iibern € N

Gezeigt werden mit dieser Beweismethode Eigenschaften ¢ aller natiirlichen Zahlen. Sie besteht darin, ¢ zunachst
fur die Null zu zeigen (Induktionsanfang) und dann aus der — Induktionshypothese (oder Induktionsvoraussetzung)
genannten — Giiltigkeit von ¢ fiir n die Giiltigkeit von ¢ fiir n 4 1 zu folgern (Induktionsschritt).

Sei Fyiyt wie in Satz 4.2 definiert. Wie man leicht sieht, entsprechen Induktionsanfang und Induktionsschritt einem
Beweis, dass die Menge M (¢) aller natiirlichen Zahlen, die ¢ erfiillen, F,;-abgeschlossen ist.

Die Korrektheit der Induktion tiber # folgt demnach aus der Monotonie von F,, Satz 4.1 (iii) und Satz 4.2:
Fuat(M(¢@)) € M(¢) impliziert N = Ifp(Fnat) € M(¢), d.h. alle natiirlichen Zahlen erfiillen ¢.

Induktion tiber n € N ist also F,;:-Induktion. Q
Aufgabe Zeigen Sie durch Induktion tiber n, dass jede natiirliche Zahl gerade oder ungerade ist. D

Induktion tiber n € IN ldsst sich verallgemeinern zur Noetherschen Induktion (s.u.), die anstelle von IN eine beliebige
Menge mit wohlfundierter Relation voraussetzt:

Sei A eine Menge. Eine Relation R C A? heifit wohlfundiert, wenn jede nichtleere Teilmenge M von A ein bzgl.
R minimales Element a enthilt, d.h. fiir alle b € M gilt (b,a) € R.

Z.B. ist die kleiner-Relation < auf IN wohlfundiert. Jede nichtleere Teilmenge M enthilt hier sogar ein kleinstes
Element bzgl. <. Die echte-Teilmengen-Relation C auf der Potenzmenge P (A) einer endlichen Menge A ist auch
wohlfundiert. Die meisten Elemente von P(A) (= Teilmengen von A) haben bzgl. C mehrere minimale Elemente.

Satz 4.8 Sei R C A? eine wohlfundierte Relation. Dann ist A induktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir A lautet
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wie folgt:
T — {acA|VbeA:(bja)eR=beT}

Beweis. Offenbar ist Fg monoton. A ist Fr-abgeschlossen:
Fr(A)={acA|Vbe A:(bja) eR=be A} C A.

Sei T C A Fr-abgeschlossen.

Wir nehmen an, dass A keine Teilmenge von T ist. Dann wére A \ T nichtleer. Da R wohlfundiert ist, enthélt
A\ T ein bzgl. R minimales Element a. Wegen Fg(T) C T folgta ¢ Fr(T), alsob € A\ T fiir ein (b,a) € R. Das
widerspricht der Definition von a als minimalem Element von A \ T. Also gilt A C T.

Demnach ist A die kleinste Fg-abgeschlossene Teilmenge von A und stimmt daher nach Satz 4.1 (i) mit Ifp(Fgr)
tiberein. a

4.3 Noethersche Induktion bzgl. R C A2
Gezeigt werden mit dieser Beweismethode Eigenschaften ¢ einer Menge A, fiir die es eine wohlfundierte Relation
R C A? gibt.

Ein Beweis von ¢ durch Noethersche Induktion bzgl. R besteht im Nachweis von ¢ fiir alle a € A unter der
Voraussetzung, dass ¢ fiir alle b € A mit (b,a) € R gilt. Das entspricht einem Beweis, dass die Menge M(¢) aller
Elemente von A, die ¢ erfiillen, Fr-abgeschlossen ist.

Die Korrektheit Noetherscher Induktion bzgl. R folgt demnach aus der Monotonie von Fg, Satz 4.1 (iii) und Satz
4.8: FR(M(¢)) € M(¢) impliziert A = Ifp(Fr) € M(¢), d.h. alle Elemente von A erfiillen ¢.

Noethersche Induktion bzgl. R ist also Fr-Induktion.

Induktion tiber n € N ist Noethersche Induktion bzgl. R = {(n,n +1) | n € N}. Q

Da F monoton ist, bilden die Iterationen
FY(@), FY (@), F?(®),... bzw. FY(S),FL(S),F(S),...
von F® bzw. F eine auf- bzw. absteigende Kette, d.h. fiir alle n € IN gilt
F'(®) C F""Y(®) bzw. F"(S) D F'"1(S).

Aus der Ketteneigenschaft folgt sofort, dass im Fall einer endlichen Obermenge S der obere bzw. untere Kleene-
Abschluss von F mit einer seiner Iterationen iibereinstimmt und damit F-abgeschlossen bzw. F-dicht ist.

F® =g |J F' (@) bzw. Fo =4 (] F'(S)
nelN nelN

heifst oberer bzw. unterer Kleene-Abschluss von F.

Satz 4.9 Sei F : P(S) — P(S) monoton.
G F> C ().

(i) F(F®)CF® = F®=Ifp(F).

Gii) gfp(F) C Feo.

(iv) Fo C F(Fo) = Feo = gfp(F).
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Beweis von (i). Wir zeigen
F'(@) C Ifp(F) ey
fir alle n € IN durch Induktion iiber n: Induktionsanfang: F(®) = @ C Ifp(F).

Induktionsschritt: Da F monoton ist und Ifp(F) ein Fixpunkt von F, gilt
(1
F'*{(@) = F(F"(2)) € F(Ifp(F)) = Ifp(F).

Also gilt F* = J,en F* (@) C Ifp(F).
Beweis von (ii). Sei F® F-abgeschlossen. Also gilt Ifp(F) C F* nach Satz 4.1 (iii). Aus (i) folgt daher F® = Ifp(F).
Beweis von (iii). Wir zeigen

&fp(F) € F'(S) )
fiir alle n € IN durch Induktion iiber n: Induktionsanfang: ¢fp(F) C S = F%(S).
Induktionsschritt: Da F monoton ist und gfp(F) ein Fixpunkt von F, gilt

(2)
ofp(F) = E(gfo(F)) © F(F'(S)) = F™*().

Also gilt ¢fp(F) € Npen F'(S) = Feo.
Beweis von (iv). Sei Fe F-dicht. Also gilt Fo C gfp(F) nach Satz 4.1 (iv). Aus (iii) folgt daher Fx = gfp(F). a

ER’ (siehe Satz 4.8) wire nicht Fg-abgeschlossen, wenn ein Element a € Fr(Fy’) unendlich viele Vorgéanger bzgl. R
hitte, die in verschiedenen Approximationen von Fy’ vorkommen. Dann gébe es zwar fiir alle (b,a) € Rn, € N
mit b € Fp!(@), aber kein n € N mit b € F2(Q) fiir alle (b,a) € R, also auch kein n € N mita € Fr(Fi(®)) =
Fit1(@), d.h. a wiirde nicht zu FY gehoren. Die Wohlfundiertheit von R schlieft diesen Fall jedoch aus.

4.4 Logische Ableitungen

Formeln bilden induktive Mengen. Fiir deren Schrittfunktionen verweisen wir auf spatere Kapitel.

In diesem Abschnitt geht es um die aus einer beliebigen Formelmenge Fo fiir einen Kalkiil K gebildeten K-
ableitbaren Ausdriicke der Form & F ¢ (siehe Kapitel 2), die, falls K synthetisch ist, eine induktiv definierte
und, falls K analytisch ist, eine coinduktiv definierte Menge bilden:

Laut Kapitel 2 besteht K aus Regeln der Form

D1 @, ..., Do
Pk !

falls K synthetisch ist, oder aus Regeln der Form

Do
q)] }7(,)]/ "'rqu}iq)k’

falls K analytisch ist, mit ®1,..., P, P C Found ¢, ..., ¢k, ¢ € Fo.

Mengentheoretisch betrachtet, ist jedes Urteil ® i ¢ ein Paar (®, ¢) aus der Menge

R(Fo) =4 P(Fo) x Fo.

Der Begiff der K-Ableitung basiert auf folgender Schrittfunktion:

Fx : P(R(Fo)) — P(R(Fo))
R { {a| Bt € K, ay,...,a, € R} falls K synthetisch ist,

a

{a| —— €K, ay,...,a, € R} falls K analytisch ist.

ai,---An
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Fk =aef FZ heifit K-Ableitungsrelation.

Die Elemente von Fg heiflen K-ableitbar. Man benutzt die Infixschreibweise, schreibt also ® g ¢ anstelle von
(CD, gI)) Q ~ K-

Sei K synthetisch. (a3, ...,a,) € R(Fo)* heiit K-Ableitung von a,, falls firalle1 <i <mn,a; € Fx({ay,...,4i_1}).

Sei K analytisch. (a1, ...,a,) € R(Fo)* heilt K-Ableitung von a1, falls fiiralle 1 <i <wn,a; € Fx({a;_1,...,an}).

Satz 4.10 Fir alle Kalkiile K gilt Fx = Ifp(Fk).
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass -x = Fg° Fx-abgeschlossen ist.

Sei K synthetisch. Dann gilt

Fg(FY) ={a| =2 € K, ay,...,a, € FY}
= Uien{a | 2= € K, ay,...,a, € FL(D)} = Ujen Fi (@) = .

Sei K analytisch. Dann gilt

Fx(FP) ={a| " €K, ay,...,ay € F{’}

ai,...,An
=Uien{a | 772 €K, a1, a5 € F(@)} = Unen F (@) = FY
Also folgt -x = Ifp(Fk) in beiden Féllen aus Satz 4.9 (i) und (ii), weil Fx monoton ist. a

4.5 Weitere (co)induktiv definierte Mengen

Beispiele 4.11 (Induktive Definitionen von Eigenschaften einer Komponente eines unendlichen Objekts)
Strome iiber einer Menge A (siehe Kapitel 3) entsprechen Funktionen von IN nach A.

Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Mengen /as0 und unsorted der Strome reeller Zahlen mit
mindestens einer Null bzw. der unsortierten Strome reeller Zahlen mit den Schrittfunktionen

F:P(RN) — PRN)
T — {seRN|s(0)=0VAis(i+1)eT}
G:PRN) — P[RN)
T — {seRN|s5(0)>s(1)VAis(i+1) €T}
induktiv definiert sind.

Anschaulich gesprochen ist s(0) das erste Element von s und Ai.s(i + 1) der Strom, der aus s entsteht, wenn s(0)
entfernt wird. Q

Beispiele 4.12 (Coinduktive Definition von Eigenschaften aller Komponenten eines unendlichen Objekts)
(i) Sei sorted die Menge der sortierten Stréme reeller Zahlen, also

sorted = {s e RN |VneN:s(n) <s(n+1)}.
sorted ist coinduktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir sorted lautet wie folgt:

Fsorted : /P(]RIN) — P(RN)
T +— {se€RN|s(0) <s(1)AAis(i+1) €T}

(ii) Die Menge /1500 der Strome reeller Zahlen mit unendlich vielen Nullen ist coinduktiv definiert. Eine Schritt-
funktion fiir hasco( lautet wie folgt:
Fhaseon - P(]R]N) - PGR]N)
T +— {s€hasO|Ais(i+1) € T}.
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Beweis von (i). Offenbar ist F =, Foyteq monoton. sorted ist F-dicht:

sorted C {s € RN | 5(0) < s(1), Ais(i +1) € sorted} = F(sorted).
Sei T C RN F-dichtund s € T.
Wir zeigen durch Induktion tiber 1, dass fiir alle n € IN Folgendes gilt:

s(n) <s(n+1)und Ais(i+n+1)€T. 1)

Induktionsanfang: Auss € T C F(T) folgts(0) < s(1) und Ai.s(i+1) € T. Also gilt (1) fiir n = 0.
Induktionsschritt: Es gelte (1) fiir n. Daraus folgt Ai.s(i+n+1) € T C F(T), also

s(n+1) = (Ais(i+n+1))(0) < (Ms(i+n+1))(1) =s(n+2)
sowie Ais(i+n+2) = Ai.(Ais(i+n+1))(i+1) € T und damit (1) fir n + 1.

(1) impliziert s € sorted. Also gilt T C sorted. Demnach ist sorted die grofite F-dichte Teilmenge von RN und
stimmt daher nach Satz 4.1 (ii) mit ¢fp(F) tiberein.

Beweis von (ii). Offenbar ist F =, Fjs000 monoton. hasoo0 ist F-dicht:
hasco0 C {s € has0 | Ai.s(i + 1) € hasco0} = F(hasoo0).
Sei T C RN F-dichtund s € T.
Wir zeigen durch Induktion tiber 1, dass fiir alle n € IN Folgendes gilt:
Ais(i+n) € hasOund Ais(i+n+1) € T. ()
Induktionsanfang: Auss € T C F(T) folgts € hasO und Ai.s(i 4+ 1) € T. Also gilt (2) fiir n = 0.
Induktionsschritt: Es gelte (2) fiir n. Daraus folgt Ai.s(i +n+1) € T C F(T), also Ai.s(i+n+ 1) € has0 sowie
Ais(i+n+2) =Ai.(Ais(i+n+1))(i+1) €T
und damit (2) fiir n + 1.

(2) impliziert s € hasco0. Also gilt T C hasco0. Demnach ist hasooQ die grofite F-dichte Teilmenge von RN und
stimmt daher nach Satz 4.1 (ii) mit gfp(F) tiberein. Q

Beispiel 4.13 (Beweis durch Fj,;4.0-Coinduktion)
Seien blink, blink’ € has0 wie folgt definiert: Fiir alle n € IN,
blink(2xn) = blink'(2+«n+1) =0 und blink(2*n+1) = blink' (2 n) = 1.
Die Menge BB = {blink, blink'} ist Fj;s000-dicht:
BB C {s € has0 | Ai.s(i +1) € BB} = Fyus000(BB).

Also gehoren blink und blink’ nach Satz 4.1 (iv) zu gfp(Fuasec0), Was wegen gfp(Fusen) = hasco0 (siehe 4.12 (ii))
bedeutet, dass blink und blink’ unendlich viele Nullen enthalten.

Manchmal kénnen n > 1 Teilmengen von S nur wechselseitig (co)induktiv definiert werden. Die zugehorige
Schrittfunktion hat dann den Definitions- und Wertebereich P(S)", wobei Inklusion und Vereinigung von Teil-
mengen von S wie folgt auf n-Tupel (T4, ..., T;) von Teilmengen von S fortgesetzt werden:

(Th,...,Ty) C(T4,...,T)) g furallel <i<mn, T; C T/,
(T, T)U(TL . T =4 (LUTL,..., Ty UT)).
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Aufgabe Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass das Paar (evens, odds) der Mengen aller geraden bzw.
ungeraden Zahlen induktiv definiert und

F:P(N)> — P(N)>
(Tl,Tz) — ({0}U{i’l+1|l’l€T2},{Tl+l|7’ZET1})

eine Schrittfunktion fiir (evens, odds) ist. Q

Bei (co)logischen Programmen (siehe Kapitel 9) geht man noch einen Schritt weiter und interpretiert diese als in-
duktiv definierte Tupel mehrstelliger Relationen. Tatsdchlich stimmen die in Kapitel 9 definierten Modelle solcher
Programme iiberein mit dem kleinsten bzw. grofiten Fixpunkt einer Schrittfunktion des Typs

PAR) x . x P(AF) — P(AR) x .. x P (AR,

die n Relationen R; C Akl, ..., R, C Akn gimultan schrittweise vergrofiert bzw. verkleinert.

4.6 Konstruktoren und Destruktoren

Sei C eine endliche Menge von Funktionen mit Wertebereich S und Definitionsbereichen der Form A x S”. Im Fall
A =1und n > 0 oder n = 0 entfdllt die erste bzw. zweite Komponente von A x S". Im Fall A = 1undn =0
wird A x §" zu 1.

C induziert folgende Schrittfunktion, deren kleinster Fixpunkt aus den mittels Anwendungen von C konstruierten
Elementen von S bestehen soll:

FctP(S) — P(S)
T — {c(w)|c:AxS"—=SeC, weAxT"}

Fe-Induktion (siehe Satz 4.1 (iii)) wird auch strukturelle Induktion iiber C genannt.
Fc-abgeschlossene Mengen heifsen auch C-Invarianten von S.

C ={c;i: A; — S| 1<i<k} heifit Konstruktormenge fiir S, falls die Summenextension
[Cl,...,Ck} 2A1 X ... XAk—>S

bijektiv ist (siehe Abschnitt 3.2).

Satz CONSTR C ist genau dann eine Konstruktormenge fiir S, wenn jedes Element von S genau eine eindeu-
tige C-Reprasentation hat, d.h. eindeutig als Ausdruck, der aus Funktionen von C und Elementen von J.cc A¢
besteht, dargestellt werden kann.

Beweis. Siehe [34], Kapitel 2. Man benoétigt hier die aus der = Kategorientheorie bekannte axiomatische Definition
einer Summe, die impliziert, dass auch alle zu einer disjunkten Vereinigung isomorphen Mengen Summen sind.
Danach ist C genau dann eine Konstruktormenge fiir S, wenn [ [.c¢ dom(c) eine Summe ist (mit den Funktionen
von C als Injektionen; siehe Abschnitt 3.3). Qa

Satz 4.14 Sei S = Ifp(F¢) und firrallec: AxS" — S, ¢/ :BxS§" - Se(C,t€ AxS"undt € B x S" gelte
folgende Implikation:
cty=Cd{t) = c=dnt=t. (1)

Dann ist C eine Konstruktormenge fiir S.

Beweis durch Fe-Induktion. Sei T die Menge aller Elemente von S mit eindeutiger C-Reprasentation. Nach Satz 4.1
(iif) und Satz CONSTR ist zu zeigen, dass T F¢-abgeschlossen ist.
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Seis € F¢(T). Dann gibtesc: Ax S" - Se€C,a€ Aundsy,...,s, € Tmits =c(a,s1,...,5m)-51,...,5, haben
also eindeutige C-Représentationen. Sei ¢’ : Bx S$" — S € C,b € Bunds),...,s;, € Smits = c/(b,s],...,s)).
Da T eine Teilmenge von S ist, folgt c = ¢/, a = bund s; = s/ furalle1 < i < m = n aus (1). Daher ist auch die
C-Représentation von s eindeutig, d.h. s gehort zu T. (W

Beispiel 415 Sei S = NundC = {0:1 — S, (4+1) : S — S}. Offenbar stimmt F¢ mit der Schrittfunktion Fy,
tiberein. Deshalb folgt Ifp(Fz) = IN aus Satz 4.2. (1) ist in diesem Fall dquivalent zum 3. und 4. ¥ Peano-Axiom,
gilt also trivialerweise. Daher ist C nach Satz 4.14 eine Konstruktormenge fiir S. Q

Beispiel 4.16 Sei A eine Menge, S = A*undC ={e:1— S, cons: A x S — S} mit

cons(a,e) =g 4,
cons(a,b) =4 (a,b),
cons(a,ay,...,a,) =def (a,a1,...,a4)

fur alle a,b,a4,...,a, € A. Offenbar stimmt F; mit der Schrittfunktion F;s; von Satz 4.4 tiberein. Deshalb folgt
Ifp(Fe) = A* aus Satz 4.4. Auch hier gilt (1) trivialerweise. Daher ist C nach Satz 4.14 eine Konstruktormenge fiir
S. a

Beispiel 4.17 Sei S = R[x| und C = {const : R — S, add : R x S — S} mit

const(a) =g Ax.a,
add(a, \x. Y1y a; x x') =gf Axa+Yioa;x ¥t

furallea,ag, a4, ...,a, € R. Nach Beispiel 4.6 und Satz 4.14 ist C eine Konstruktormenge fiir S. Die Giiltigkeit von
(1) folgt hier aus der Eindeutigkeit der Darstellung einer Polynomfunktion als Ausdruck der Form Y ;a; * x!
(siehe z.B. [19], Abschnitt 2.1). a

Wihrend Konstruktoren fiir S den Aufbau der Elemente von S beschreiben, werden diese von Destruktoren “zer-
legt”:

Sei D eine endliche Menge von Funktionen mit Definitionsbereich S. Diejenigen mit einem Wertebereich der Form
S nennen wir Transitionsfunktionen. Die anderen Elemente von D heilen Attribute. In der objektorientierten
Programmierung (OOP) bezeichnet S die Menge der moglichen Zustinde eines Objekts. Transitionsfunktionen
werden dort auch Methoden genannt. Attribute bezeichnen zustandsabhingigen, aber kontextunabhéngige Ei-
genschaften eines Objekts wie seine Farbe, Grofse, etc., und konnen durch die Anwendung einer Methode verén-
dert werden. Die Giiltigkeit in Kapitel 7 behandelter modallogischer Formeln hdngt von einer gegebenen Kripke-
Struktur ab, die aus einer (nichtdeterministischen) Transitionsfunktion und einer Attributfunktion besteht, die
Zustanden keine Attributwerte, sondern Aussagen wie “Die Farbe ist griin” zuordnet.

D induziert folgende Schrittfunktion, deren grofiter Fixpunkt die Diagonale von S liefern soll: Fiir alle R C S?,
Gp:P(S%) — P(S?)

R > {(s,8) e8| { Vd:S—steD, 0 € A: (d(s)(@),A()(@) € R, }}'

fiir alle Attributed : S — B € D : d(s) = d(s")
D ={d;: S — B; |1 <i <k} heiit Destruktormenge fiir S, falls die Produktextension
<d1,...,dk> S — By x... X By

bijektiv ist (siehe Abschnitt 3.2).
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Destruktoren tauchen in der objektorientierten Programmierung (OOP) auf. S bezeichnet dort die Menge der
moglichen Zustinde eines Objekts. Destruktoren mit Wertebereich S nennt man Methoden oder Transitions-
funktionen, Demgegentiiber werden Destruktoren mit einem Wertebereich C # S als Objekt-Attribute bezeichnet.

Satz DESTR D ist genau dann eine Destruktormenge fiir S, wenn fiir alle s, s’ € S Folgendes gilt:
Vd:S—CeD:d(s)=d(s) = s=5. ()

Beweis. Siehe [34], Kapitel 2. Man benotigt hier die aus der == Kategorientheorie bekannte axiomatische Definition
eines Produkts, aus der folgt, dass auch alle zu einem kartesischen Produkt isomorphen Mengen Produkte sind.
Danach ist D genau dann eine Destruktormenge fiir S, wenn [;<p ran(d) ein Produkt ist — mit den Destruktoren
als Projektionen (siehe Abschnitt 3.3). a

(2) gilt offenbar genau dann, wenn die Diagonale von S ein Fixpunkt von Gp ist.

Der strukturellen oder Fe-Induktion als Beweismethode fiir Eigenschaften von S = Ifp(F¢) entspricht die Gp-
Coinduktion, die im Fall As = gfp(Gp) dem Beweis der Giiltigkeit von Gleichungen zwischen Elementen von
S dient. Die Diagonale von S wird dann auch Verhaltensiquivalenz genannt, weil aus Ag = gfp(Gp) (2) folgt,
also die Gleichheit zweier “Zustinde” s und s’ allein von deren ”Verhalten” unter D bestimmt wird. Verhaltens-
dquivalenzen spielen deshalb in der (mit Zustandsédnderungen befassten) Modallogik eine wichtige Rolle (siehe
Abschnitt 7.3).

Beispiel 4.18 (Strome; siehe Abschnitt 4.5) Sei S = RN und D = {head : S — R, tail : S — RN} mit

head(s) =g s(0),
tail(s) =g Ans(n+1).

Wir zeigen (2) durch Kontraposition: Sei s, s’ € S mits # s’. Dann gibt es n € N mit s(n) # s'(n). Ist n = 0, dann
erhalten wir
head(s) = s(0) = s(n) # s'(n) = s'(0) = head(s").

Istn > 0, dann gilt
tail(s)(n —1) = (Ams(m+1))(n—1) =s(n) #s'(n) = (Ams'(m+1))(n —1) = tail(s')(n — 1),

also tail(s) # tail(s’). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S. Q

Beispiel 4.19 (unendliche binire Baume) Sei S = R? und D = {root : S — R, left, right : S — S} mit

root(t) =g t(e),
left(t) =g Aw.t(0w),
right(t) =g Aw.t(lw).

Wir zeigen (2) durch Kontraposition: Sei t,t' € S mit t # #'. Dann gibt es w € 2* mit t(w) # ' (w). Ist w = €, dann
erhalten wir
root(t) = t(e) # t'(€) = root(t).

Ist w = 0w’ fiir ein w’ € 2%, dann gilt
left(t)(w') = (Av.t(00))(w') = s(w) # t'(w) = (Av.t (00))(w) = left(t') (w'),
also left(t) # left(t'). Ist w = 1w’ fiir ein w’ € 2*, dann gilt

right(t)(w') = (Av.t(10))(w') = t(w) # t'(w) = (Av.t (10))(w) = right(t')(w'),
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also right(t) # right(t'). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S. Q

Beispiel 4.20 Sei S = CB" und D = {f:S — C, §: S — SB} mit

/3(5) def 5(6)/
6(s) =ay Ab.Aws(bw).

Wir zeigen (1) durch Kontraposition: Sei s, s’ € S mits # s'. Dann gibt es w € B* mit s(w) # s'(w). Istw = ¢,
dann erhalten wir
B(s) =s(e) #5'(e) = B(s).
Istw = bw' fiirein b € Bund ein w’ € 2%, dann gilt
8(s)(b)(w') = (Av.s(bv))(w') = s(w) # s'(w) = (Av.s'(bv)) (w) = 6(s") (b) (w'),
also left(s) # left(s"). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S.

D représentiert tibrigens den finalen Moore-Automaten mit Eingabemenge B und Ausgabemenge C (siehe Ab-
schnitt 7.6). O

4.7 (Co)Induktiv definierte Funktionen

Induktiv definierte Funktionen
Sei C eine Konstruktormenge fiir S.

Eine Funktion f : S x B — C heifit induktiv definiert bzgl. C, wenn fiir allec : A x S* — S € C eine Funktion
he: A x S" x Bx C" — C existiert derart, dass fur allea € A,s1,...,5, € Sund b € B

flc(a,s1,...,5n),b) =he(a,s1,...,5u,b, f(s1,b),..., f(sn,D)) (1)
genau eine Losung in der Funktionsvariablen f hat.

Im Fall C = {0, (+1)} (siehe Beispiel 4.15) nennt man eine bzgl. C induktiv definierte Funktion auch primitiv-
rekursiv.

Satz 4.21 Sei lfp(Fz) = S (siehe Abschnitt 4.6). Es gibt hochstens eine Losung f : S x B — C von (1).

Beweis durch Fc-Induktion. Seien f,g : S x B — C zwei Losungen von (1) und T die Menge aller s € S mit
f(s,b) = g(s,b) fiir alle b € B. Nach Satz 4.1 (iii) ist zu zeigen, dass T Fg-abgeschlossen ist.

Seialsos € Fo(T). Dann gibtesc: AxS" - SeC,a€ Aundsy,..., s, € Tunds = c(a,sy,...,s,). Demnach
gilt f(s;,b) = g(s;,b) furalle1 <i <nund b € B. Daraus folgt
f(s,b) = f(c(a,s1,...,81),b) = he(a,s1,...,50,b, f(51,b),..., f(5n,D))
=he(a,s1,...,50,b,8(s1,b),...,8(sn,b),51,...,50) = g(c(a,s1,...,52),b) = g(s,b),
alsos € T, d.h. f und g sind gleich. (W

Es gibt zahlreiche Verallgemeinerungen von Gleichung (1), die ebenfalls eindeutig l6sbar sind. Dazu gehoren ins-
besondere Schemata zur gleichzeitigen, wechselseitig-rekursiven Definition mehrerer Funktionen auf Produkten
mit mehreren induktiv definierten Faktoren.

Beispiel 4.22 Sei S = A*. Nach Satz 4.21 bilden die Gleichungen

length(e) = 0,
length(cons(a,w)) = length(w)+1,
conc(e,w) = w,

conc(cons(a,v),w) = cons(a,conc(v,w))
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eine induktive Definition der Funktionen
length: A* — IN
e — 0
(a1,...,aq0) — n

und
conc: A* x A* A*

-
(e,w) — w
(w,e) — w

((a1,...,am), (b1, ..., b)) — (a1,...,am b1,..., by)

bzgl. der Konstruktormenge C von Beispiel 4.16. length ordnet einer Liste ihre Lange zu, conc konkateniert zwei
Listen , d.h. fiigt sie zu einer Liste zusammen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass length und conc die obigen Gleichungen erfiillen. Qa

Beispiel 4.23 Sei S = R[x]. Nach Satz 4.21 bilden die Gleichungen

scalar(const(a),b) = const(a,b),
scalar(add(a,p),b) = add(axDb,scalar(p,b))

eine induktive Definition der Funktion

scalar : R[x] x R — R[x]
(Ax. il a;* xL,b) o Ax Y& aixbxxt!

bzgl. der Konstruktormenge C von Beispiel 4.17. scalar multipliziert ein Polynom mit einer reellen Zahl.

Aufgabe Zeigen Sie, dass scalar die obigen Gleichungen erfiillt. Qa

Beispiel 4.24 (siehe Beispiel 4.22) Wir zeigen durch strukturelle Induktion, dass fiir alle v, w € A*
length(conc(v,w)) = length(v) + length(w)

gilt. Wegen A* = Ifp(F;s;) (siehe Beispiel 4.16) gilt diese Gleichung nach Satz 4.1 (iii), falls die Menge der Listen
tiber A, die sie erfiillen, eine Cj;s;-Invariante (= F¢,  -abgeschlossene Teilmenge) von A* ist, falls also fiir allea € A
und v, w € A* (1) und (2) gilt:

length(conc(e,w)) = length(e) + length(w), 1)
length(conc(v, w)) = length(v) + length(w) )
= length(conc(cons(a,v),w)) = length(cons(a,v)) + length(w).
Beweis von (2).
length(conc(e,w)) = length(w) = 0+ length(w) = length(e) + length(w).
Beweis von (3). Es gelte die “Induktionshypothese”
length(conc(v, w)) = length(v) + length(w). 4)

Wir erhalten

length(conc(cons(a,v),w)) = length(cons(a, conc(v, w))) = length(conc(v,w)) + 1

@ length(v) + length(w) + 1 = length(v) + 1 + length(w) = length(cons(a,v)) + length(w). 1
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Eine weitere Verallgemeinerung von (1) betrifft den Fall von wechselseitig induktiv definierten Komponenten
eines Funktionstupels (f; : S — A;)1<j<,,. Dann benétigt man fiir alle 1 < i < m eine Funktion
hic :AxS"xBxC" — C

derart, dass furallea € A,b € Bund t4,...,t; € S folgende Gleichung gilt:

f,'(C(ﬂ, tl,...,t”),b) = h,-,c(a, i’],.. .,tn,b,f1<t1,b>,. . .,fl(tn,b>,. . .,fm(fl,b),. . -/fm(tn/ b)) (5)

Beispiel 4.25 (Hilbertkurven)

Sei D = {east, west, north,south}. Das folgende Funktionsquadrupel
(gOi :IN — D*)1§j§4

berechnet Folgen von Himmelsrichtungen, die w& Hilbertkurven reprasentieren:

Wird jedes Element d der Folge go;(n) als Befehl interpretiert, in Richtung d eine Linie zu ziehen, dann liefert die
Ausfiihrung der Befehlsfolge eine Hilbertkurve n-ter Ordnung.

Im Fall i = 1 und n = 5 entsteht z.B. folgende Kurve:

(g01,...,804) ist wie folgt induktiv definiert: Fiir alle0 <i <3 und n € N,

0q
2
=
(]
S~—
I
m

g04(n)-east-goy(n)-south-goy(n)-west-gos(n),
gos3(n)-west-gop(n)-north-goy(n)-east-gog(n),

Q0o (n)-north-goz(n)-west-gos(n)-south-go1(n),
gog(n+1) = goi(n)-south-goy(

oqQ
=}

iy
=
—+
—_
I

—~

oQ
=)
N
~—~ o~~~
S =
+ +
—_ =
~— ~—
i

n)-east-gog(n)-north-gon(n).
Die Funktion
coords : D* — (R? — (R?)*)

soll jede Richtungsfolge s € D* und jeden Punkt (x, y) in der Ebene in die Folge der Ecken des durch s reprasen-
tierten Linienzuges tiberfiihrten, wobei jede einzelne Linie die Lange 1 hat.
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coords ist wie folgt induktiv definiert: Fiir alle s € D* und (x,y) € R?,

coords(e) = A(x,y).(x,y),
coords(consest(s)) = Alx,y).(x,y)-coords(s)(x +1,y),
coords(consyest(s)) = Alx,y).(x,y)-coords(s)(x —1,y),
coords(cons ., (s)) Ax,y).(x,y)-coords(s)(x,y + 1),
coords(conse,,(s)) = Alx,y).(x,y)-coords(s)(x,y —1). 1
Aufgabe Zeigen Sie, dass jede induktiv definierte Funktion einen induktiv definierten Graphen hat. 0

Es gibt allgemeinere Schemata fiir induktive Funktionsdefinitionen als das hier behandelte bis hin zu mehrstelli-
gen Funktionen auf Produkten verschiedener (induktiv definierter) Mengen.

Coinduktiv definierte Funktionen
Sei D eine Destruktormenge fiir S (siehe Abschnitt 4.6).

Eine Funktion f : A x §" — S heifit coinduktiv definiert bzgl. D, wenn

e fiir alle Transitionsfunktionen d : S — S € D eine Funktion /1, : A x B x §" — A x S" existiert derart, dass
furallea € Aundsy,...,s, €S

d(f(a,s1,...,5n)) = Ab.f(hg(a,b,s1,...,5,)) (6)
genau eine Losung in (der Funktionsvariablen) f hat,

e fiir alle Attribute d : S — C € D eine Funktion /7; : A x §" — C existiert derart, dass fiir allea € A und
S$1,...,51 € S
d(f(a,s1,...,50)) =hg(a,s1,...,54) (7)

genau eine Losung in f hat.

Ebenso wie (1) kann auch (6) verallgemeinert werden, z.B. um die simultane, wechselseitig coinduktive Definitio-
nen mehrerer Funktionen zu erlauben.

Satz 4.26 Sei gfp(Gp) = As (siehe Abschnitt 4.6). Es gibt hochstens eine Losung f : A x S" — S von (6) und (7).

Beweis durch Gp-Coinduktion. Seien f,g: A x §" — S zwei Losungen von (6) und (7) und R die Menge aller Paare
(f(w), g(w)) mitw € A x S". Wir zeigen, dass R Gp-dicht und damit nach Satz 4.1 (ii) in gfp(Gp) enthalten ist.
Nach Voraussetzung sind daher f und g gleich.

Seialsoa € A,sq,...,5,€5,d:5 — SB € Dund b € B. Dann gilt

(d(f(a,s1,...,52))(b),d(g(a,s1,...,52)) (b)) = (f(hy(a,b,s1,...,50)),8(hg(a,b,s1,...,5,))) € R.

Seid : S — C eine Attribut von D. Dann erhalten wir

d(f(a,s1,...,5n)) =hg(a,s1,...,sn) =d(g(a,s1,...,51)),

Folglich ist R Gp-dicht. D
Analog zu (1) gibt es zahlreiche Verallgemeinerungen von (6) und (7), die ebenfalls eindeutig losbar sind.

Beispiel 4.27 Sei S = RN und D die Destruktormenge fiir von Beispiel 4.18. Nach Satz DESTR gilt daher (2), d.h.
die Diagonale von S ist ein Fixpunkt von Gp. Um Satz 4.26 anwenden zu konnen, miissen wir zunéchst zeigen,
dass sie der grifite Fixpunkt von Gp ist. Da Ag Gp-dicht ist und nach Satz 4.1 (ii) gfp(Gp) die Vereinigung aller
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Gp-dichten Teilmengen von S? ist, gilt As C ¢fp(Gp). Es bleibt also zu zeigen, dass alle Gp-dichten Teilmengen
von S? Teilmengen von gfp(Gp) sind.

Seialso R C Gp(R), (s,s') € Rund fiir alle n € N gelte

(tail"(s), tail"(s")) € R. (8)
Daraus folgt (tail"(s), tail"(s')) € Gp(R), also

s(n) = tail" (s)(0) = head(tail"(s)) = head(tail" (s")) = tail"(s')(0) = s'(n)

fiirallen € N,d.h.s =5'.
(8) erhélt man durch Induktion tiber n: Im Fall n = 0 gilt (8) wegen tail’(s) = s, tail?(s') = s’ und (s,s’) € R.Im
Fall n > 0 gilt (tail"~(s), tail"~1(s")) € R C Gp(R) nach Induktionsvoraussetzung, also auch (8) nach Definition
von Gp(R):

(tail"(s), tail™ (s")) = (tail(tail" =1 (s)), tail (tail"~1(s"))) € R.

Damit ist As = gfp(Gp) gezeigt, so dass nach Satz 4.26 die Gleichungen

head(nats(n)) = mn,
tail(nats(n)) nats(n + 1),
head(cons(x,s)) X,
tail (cons(x,s)) s,
head(s®s’) = head(s) + head(s’),
tail(ss’) = tail(s)®tail(s'),
head(zip(s,s')) = head(s),
tail (zip(s,s') = zip(s', tail(s))
eine coinduktive Definition der Funktionen
nats : N — RN
n o— An+i
cons :RxRN — RN
(rs) = An { T fallsn =0
s(n—1) fallsn >0
o: RN xRN — RN
(s,8') +— Ans(n)+s'(n)
zip: RN xRN — RN
(5,5) = An { /(n/Z) falls n gerade
s'(n/2+41) falls n ungerade

bzgl. D bilden. nats(n) erzeugt den Strom aller natiirlicher Zahlen ab n. & addiert zwei Strome reeller Zahlen
elementweise, zip mischt zwei Strome s und s’ zu einem Strom, an dessen geraden Positionen die Elemente von s
und an dessen ungeraden Positionen die Elemente von s’ stehen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass nats, cons, @ und zip die obigen Gleichungen erfiillen.

@ ist kommutativ: Wegen Ag = gfp(Gp) gentigt es nach Satz 4.1 (iv) zu zeigen, dass die Relation
R=4f {(s®5,s @s)|s,s € RN}

Gp-dicht ist. Sei also s,s' € RN. Dann gilt

head(s ®s') = head(s) + head(s') = head(s') + head(s) = head(s' @s),
(tail(s ®s'), tail(s' ©s)) = (tail(s) @ tail(s"), tail(s") & tail(s)) € R,
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dh. (s@s', s ®s) € Gp(R). a

Beispiel 4.28 Sei S = R? und D die Destruktormenge fiir von Beispiel 4.19. Nach Satz DESTR gilt daher (2), d.h.
die Diagonale von S ist ein Fixpunkt von Gp. Um Satz 4.26 anwenden zu konnen, miissen wir zunédchst zeigen,
dass sie der grifite Fixpunkt von Gp ist. Analog zu Beispiel 4.17 bleibt zu zeigen, dass alle Gp-dichten Teilmengen
von $? Teilmengen von gfp(Gp) sind.

Seialso R C Gp(R), (t,#') € R und fiir alle w € 2* gelte

(f(tw), f(f,w)) €R, €)
wobei f : 2* x S — S wie folgt induktiv definiert ist: f(e,t) = t und fiir alle w € 2*, f(t,w0) = left(f(t,w)) und
f(t,wl) = right(f(t,w)). Aus (9) folgt (f(t,w), f(t',w)) € Gp(R), also

Hw) = f(t,w)(e) = root(f(t,w)) = root(f(t',w,)) = f(t,w)(e) = ' (w)
fiir allew € 2%, d.h. t = ¢.

(9) erhidlt man durch Induktion iiber die Lange von w: Im Fall w = € gilt (9) wegen f(e,t) = ¢, f(e,t') = ' und
(t,t') € R.Im Fall der Existenz von v € 2* und b € 2 mit w = ovb gilt (f(t,v), f(t',v)) € R C Gp(R) nach
Induktionsvoraussetzung, also auch (9) nach Definition von Gp(R):

(f(t,w), f(t',w)) = (f(t,00), f(',00)) = (left(f(t,v)), left(f(t',0))) € R
bzw.

(f(t,w), f(H',w)) = (f(t,01), f(¥,01)) = (left(f(t,0)), right(f(',v))) € R.

Damit ist As = gfp(Gp) gezeigt, so dass nach Satz 4.26 die Gleichungen

root(bnats(n)) = n,
left(bnats(n)) = nats(2xn),
right(bnats(n)) = nats(2*n+1),
root(fork(x,t,t')) = «x,
left(fork(x,t,t')) = t,
right(fork(x,t,t')) = t,
root(t®t') = root(t) + root(t'),
left(tdt’) = left(t)Dleft(t'),
right(t®t) = right(t)@right(t')
eine coinduktive Definition der Funktionen
bnats: N — R*
n fallsw =€
n o= Aw.{ 2xn falls v € R? : 0v = w

2%n+1 fallsIveR* :lo=w

fork: R x R¥ x R¥ — R%

r fallsw =€

(r,tt') — Aw.{ to) fallsFveR? :0v=w
t'(v) falls 3o € R* : 1o = w

&:R¥ xR¥ — R¥
(tt) — Awt(w)+t (w)
bzgl. D bilden. bnats(n) erzeugt einen bindren Baum mit allen natiirlichen Zahlen ab n. Durchlduft man seine

Knoten in == Heapordnung, dann erhilt man den Strom nats(n) (siehe Beispiel 4.27). & addiert zwei bindre Biume
mit reellwertigen Knoten knotenweise.


https://de.wikipedia.org/wiki/Bin�rer_Heap
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Aufgabe Zeigen Sie, dass bnats, fork und @ die obigen Gleichungen erfiillen.

Analog zur Kommutativitdt der Addition von Stromen (siehe Beispiel 4.27) zeigen wir die folgenden Gleichungen
durch inkrementelle Gp-Coinduktion geméf Satz 4.1 (iv) und der darauffolgenden Bemerkung: Fiir alle n € IN,

bnats(n) = fork(n, bnats(2 x n),bnats(2xn +1)). (10)
Firaller,s € Rund t,t,u,u’ € R?,
fork(r,t,t') @ fork(s,u,u’) = fork(r +s,t Du,t' Su'). (11)
Beweis von (10). Wegen Ag = gfp(Gp) gentigt es zu zeigen, dass die Relation
R =4 {(bnats(n), fork(n, bnats(2+ n),bnats(2+n+1))) [ n € N}
in einer Gp-dichten Teilmenge von S? enthalten ist. Sei also n € IN. Dann gilt

root(bnats(n)) = n = root(fork(n, bnats(2  n), bnats(2 xn+1))),
(left(bnats(n)), left(fork(n, bnats(2 « n), bnats(2x n +1))))
= (Aw.bnats(n)(0w), Aw.fork(n, bnats(2 * n), bnats(2 x n+ 1)) (0w))
= (Aw.bnats(2 x n)(w), Aw.bnats(2 «n)(w)) € Asg,
(right(bnats(n)), right (fork(n, bnats(2 x n), bnats(2 xn+1))))
= (Aw.bnats(n)(1w), Aw.fork(n, bnats(2 x n), bnats(2 «* n + 1)) (1w))
= (Aw.bnats(2xn+1)(w), Aw.bnats(2«n+1)(w)) € Asg,
d.h. (bnats(n), fork(n, bnats(2xn), bnats(2xn+1))) € Gp(RUAg). Daher und wegen Ag C Gp(RUAg) ist RUAg
Gp-dicht.

Beweis von (11). Wegen As = ¢fp(Gp) gentigt es zu zeigen, dass die Relation
R =g {(fork(r,t, t") @ fork(s,u,u'), fork(r +s,t du,t' du')) |r,s €eR, t,t ,u,u’ € R?"}
in einer Gp-dichten Teilmenge von $2 enthalten ist. Sei also r,s € Rund t,, u, 1’ € R? . Dann gilt

root(fork(r, t,t') @ fork(s,u,u’)) = root(Aw.fork(r,t,t')(w) + fork(s,u,u’)(w)) = fork(r,t,t')(e) + fork(s, u, u")(e)
=r+s =root(fork(r +s,t @ u,t' ®u')),
(left(fork(r, t, ') @ fork(s,u, u’)), left(fork(r +s,t Du, ¥’ ®u'))) = (left(Aw.fork(r, t, ') (w) + fork(s, u, u")(w)), t © u)
= (Av.(Aw fork(r, t,t") (w) + fork(s, u,u’) (w))(00), t & u) = (Av.fork(r,t, ') (0v) + fork(s, u, u")(0v), t & u)
= (Av.left(fork(r, t,t'))(v) + left(fork(s, u, u')) (v), t D u) = (Av.t(v) + u(v),t du) = (t®u, t du) € Ag,
(right(fork(r, t,t') @ fork(s,u,u")), right(fork(r +s,t ® u,t' du')))
= (right(Aw.fork(r, t, ') (w) + fork(s, u, u")(w)), t ® u) = (Av.(Aw.fork(r,t,t')(w) + fork(s,u,u’)(w))(10),t S u')
= (Ao fork(r, t,t') (1) + fork(s,u,u’")(10), t ® u) = (Av.right(fork(r,t,t'))(v) + right(fork(s, u, u"))(v), ¥ ®u’)
= (Aot (v)+u'(v),f ®u')={Fou ' du) e A,
d.h. (fork(r,t,t') @ fork(s,u,u’), fork(r +s,t @ u,t' ®u')) € Gp(RU Ag). Daher und wegen Ag C Gp(RU Ag) ist
RU As Gp-dicht.

(11) ist tibrigens auch Teil einer induktiven Definition von & auf endlichen Bindrbdumen. In diesem Kontext wére
fork ein Konstruktor analog dem Konstruktor cons fiir endliche Listen (siehe Beispiel 4.16). Anstelle von nil gébe
es einen Konstruktor empty — als Reprédsentation des “leeren” Baums. Die Definition von ¢ enthielte neben (11)
die Gleichungen t @ empty = t und empty Gt = t. a

4.8 Highlights

F:P(S) — P(S) monoton: Firalle T,T" C Sgilt: T C T = F(T) C F(T').
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T C S F-abgeschlossen: F(T) C T.

T C S F-dicht: T C F(T).
fp(F) =4 M{TCSS|F(T)CT}
gp(F) =4y UTCSS|TCFT)}

Ist F: P(S) — P(S) monoton, dann ist Ifp(F) der kleinste und gfp(F) der groBte Fixpunkt von F.

F-Induktion
fp(F) T,

F(Ty) C T,
Alle Elemente von Ifp(F) haben eine gegebene Eigenschaft ¢, wenn die Menge T, aller Elemente von S, die ¢
erfiillen, F-abgeschlossen ist. Begriindung: Jede F-abgeschlossene Teilmenge von S enthilt Ifp(F).

Inkrementelle F-Induktion
wECT
AT CT:F(T')CT

F-Coinduktion
Ty C gfp(F)

Ty C F(Ty) f

Alle Elemente einer gegebenen F-dichten Teilmenge von S haben eine gegebene Eigenschaft ¢, wenn gfp(F) mit
der Menge T, aller Elemente von S, die ¢ erfiillen, {ibereinstimmt. Begrtindung: ¢fp(F) enthilt jede F-dichte
Teilmenge von S.

Inkrementelle F-Coinduktion
T C gfp(F) 0
AT OT: T CF(T)

Oberer Kleene-Abschluss von F: F® =g,r Upen F*(D).
Unterer Kleene-Abschluss von F: Foo =gef Npen F"(S)-
F(F®) CF® = Ifp(F) = F*.

Fo C F(Fw) = gfp(F) = Fu.

Schrittfunktion fiir IN:

Fut : P(IN) — P(N)
T — {0}u{a+1]aecT}

Induktion tiber n € IN = F,;;-Induktion.

Schrittfunktion fiir A bzgl. wohlfundierter Relation R C A2

FR:P(A) — P(A)
T — {acA|VbeA:(bja)eR=beT}

Noethersche Induktion bzgl. R = Fr-Induktion.

Schrittfunktion fiir F:

Fx : P(P(Fo) x Fo) — P(P(Fo) x Fo)
T = {(®¢) | PPl € K, (D1, 1), (Ppgp) € T}
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Eine Funktionsmenge C = {¢; : A; — S |1 < i < k} heifit Konstruktormenge fiir S, falls die Summenextension
€1, .., ¢t Ay + -+ Ap — S bijektiv ist.

Eine Funktionsmenge D = {d; : S — B; | 1 < i < k} heifit Destruktormenge fiir S, falls die Produktextension
<d1,...,dk> :S— By x...X BkbijekﬁViSt.

Schrittfunktion Fo : P(S) — P(S):

FiralleT C S,
Fo(T)={c(w) |c: AxS"eC, we AxT"}.

Strukturelle Induktion tiber C = Fg-Induktion

C-Invariante = Fg-abgeschlossene Menge

Schrittfunktion Gp : P(S5?) — P(S?):
Fiir alle R C S?,

Gp(R) = {(s,5') € 5| { Vd:S—>SAeD, ac A:(ds)(a),d(s)(a)) €R, }}.

fiir alle Attributed : S — B € D : d(s) = d(s')

Bzgl. C induktiv definierte Funktion f : S x B — C:

Furallec: A x S" — S € C existiert h; derart, dass fiirallea € Aund t4,...,t, € S

fle(a,s1,...,8n),b) =he(a,s1,...,5n,b, f(s1,b),...,f(sn, D))

genau eine Losung in f hat.

Bzgl. D coinduktiv definierte Funktion f : A x §" — &:
e Fiir alle Transitionsfunktionen d : S — SB € D existiert h; derart, dass flirallea € Aund s1,...,5, € S
d(f(a,s1,...,5n)) = Ab.f(hg(a,b,s1,...,5,))

genau eine Losung in f hat.

e Fir alle Attributed : S — C € D existiert h; derart, dass fiirallea € Aund s1,...,5, € S

d(f(a,s1,...,50)) =hg(a,s1,...,54)

genau eine Losung in f hat.
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5 Gleichungslogik (equational logic)

Im vorangegangenen Kapitel war hdufig von Ausdriicken im Sinne zusammengesetzter Funktionsaufrufe die Re-
de. Da diese Sprechweise den Unterschied zwischen Syntax und Semantik (siehe Kapitel 2) verschwimmen ldsst,
fithren wir in diesem Kapitel mathematische Begriffe ein, die eine klare Trennlinie ziehen zwischen syntaktischen
Ausdriticken (Termen), die nichts anderes als Symbolfolgen sind, und deren variierender Bedeutung als Elemente
strukturierter Mengen (Algebren).

5.1 Signaturen, Terme und Algebren

Eine Signatur X ist eine Menge von — Operationen genannten — Funktionssymbolen f mit Stelligkeit n € IN. Wir
schreiben f : n — 1 fiir eine Operation mit Stelligkeit 7.

Sei X eine Menge von Variablen und S die Menge aller Folgen von runden Klammern, Kommas und Elementen
der Menge X U X.

Die Menge Ty (X) der X-Terme iiber X ist induktiv definiert. Ihre Schrittfunktion lautet wie folgt:

F:P(S) — P(S)
T — XU{ft|f:n—1€X teT"}

Jedes Funktionssymbol f : n — 1 € ¥ induziert eine Funktion f™>(X) : 5" — S:Furalle t € S, f=(X) (t) =, ft.

Zusammen mit den (als nullstellige Funktionen betrachteten) Variablen von X bilden diese Funktionen eine Kon-
struktormenge fiir Tx, (X):

C=XU{f=X|f:ns1ex}.

Deren induzierte Schrittfunktion Fe (siehe Abschnitt 4.6) stimmt offenbar mit Fy, tiberein.

Die Elemente von T, =4, Tx(©), also die Terme ohne Variablen, heiflen Grundterme.

2-Terme werden in X-Algebren ausgewertet:

Eine X-Algebra besteht aus

e einer — Daten-, Grund- oder Trigermenge — genannten Menge A und

e eciner Menge {f" : A” — A | f :n — 1 € £} von Funktionen, den Interpretationen von % in A.

Falls keine Verwechslungen moglich sind, dann werden eine Algebra und ihre Trégermenge gleich bezeichnet.

Da ein nullstelliges Produkt mit der Menge 1 = {x} gleichgesetzt wird (siehe Abschnitt 3.1), wird eine Konstante
f:0—1(s.0.) als Element f4 € A interpretiert.

Algys bezeichnet die Klasse aller X-Algebren.

Ty (X) ist die Trigermenge der gleichnamigen Z-Algebra, die f € ¥ durch (die Einschrinkung von) f7=(X) (auf
Tx(X); s.0.) interpretiert. Da Ty (X) aus Termen besteht, wird sie als Termalgebra bezeichnet.

Sei h : A — B eine Funktion zwischen zwei X-Algebren A und B und /" : A" — B" das n-fache Produkt von &
(siehe Abschnitt Funktionen in Kapitel 3). Man schreibt oft nur / anstelle von h".

h heifst >-Homomorphismus, >-homomorph oder mit X vertraglich, wenn fiiralle f : n —+ 1 € &

ho f4 = fBon"
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gilt, m.a.W., wenn das folgende Funktionsdiagramm kommutiert:

h" (1) h

(1) veranschaulicht die Orthogonalitdt zwischen Operationen und Homomorphismen: Erstere transformieren Ele-
mente einer Algebra, letztere stellen Beziige zwischen mehreren Algebren her.

Bijektive Z-Homomorphismen heifien X-Isomorphismen.

Lemma HOM Seien A, B, C X-Algebren, ¢ : A — B ein surjektiver -Homomorphismus und # : B — C derart,
dass h o ¢ X-homomorph ist. Dann ist auch /& X-homomorph. a

Lemma HOM ergibt sich aus folgender Charakterisierung surjektiver Funktionen:

¢ : A — B ist genau dann surjektiv, wenn ¢ rechtskiirzbar ist, d.h. fiir alle i,i’ : B — C folgt h = I’ aus
hog=Hog.

Die hier behandelten Signaturen X sind einsortig, d.h. jede X-Algebra hat genau eine Tragermenge. In realistischen
Anwendungen kommen héufig Operationen vor, deren Definitionsbereich aus verschiedenen Mengen zusammen-
gesetzt ist. Fast alle hier behandelten Begriffe und Resultate lassen sich problemlos auf mehrsortige Signaturen
tibertragen.

Die zugrundeliegende Signatur hat dann fiir jede dieser Mengen einen Namen, den man Sorte nennt. Z.B. kann
der Konstruktor cons bzw. poly (siehe Beispiel 4.16 bzw. 4.17) nur als Interpretation einer Operation einer Signatur
betrachtet werden, die fiir A und A* bzw. R und R[x] jeweils eine eigene Sorte hat.

Dementsprechend ist die Tragermenge einer Algebra einer n-sortigen Signatur ein n-Tupel von Mengen: Jeder
Sorte wird eine eigene Menge zugeordnet. Die Menge der Terme setzt sich aus n wechselseitig induktiv definierten
Termmengen zusammen (siehe Abschnitt Induktiv definierte Mengen in Kapitel 4).

In der Pradikatenlogik kann man jede Sorte als einstelliges Pradikat realisieren und so mehrsortige Modelle durch
einsortige simulieren (siehe Beispiel 9.1).

Im Ubersetzerbau [32] werden die Terme einer (aus einer kontextfreien Grammatik gebildeten) mehrsortigen Si-
gnatur Syntaxbiume genannt. Sie liefern abstrakte Beschreibungen von Quellprogrammen, auf deren Basis sie ein
Compiler in Zielprogramme iibersetzt.

Auch logische Formeln sind Terme geeigneter Signaturen. Wahrend die Syntax der aussagen- und modallogi-
scher Formeln durch eine feste Signatur gegeben ist, baut dort die Signatur pradikatenlogischer Formeln auf einer
beliebigen Signatur X von Operationen auf einem Datenbereich auf, dessen Eigenschaften durch die Formeln be-
schrieben werden. Sollen Beziige zwischen n > 1 Datenbereichen beschrieben werden, dann muss X n-sortig sein.

Beispiel 5.1 Die Bitalgebra

Die in Kapitel 6 behandelte Aussagenlogik ist auf folgender Signatur aufgebaut:

AL = {L,T:0—=1, =:1—=1, V,A,=:2—1}.
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Die AL-Algebra mit Tragermenge 2 = {0, 1} und folgender Interpretation von AL nennen wir Bitalgebra:

12 =0,

T2 =1,

-2 = Abl-b,

A2 = min,

vZo= max,

=2 = A(b,c)max(1—b,c) = x(<).

L (bottom) und T (top) werden also durch die Wahrheitswerte 0 bzw. 1 interpretiert.
Wir bezeichnen die Bitalgebra wie ihre Tragermenge mit 2.

AL-Terme nennt man iiblicherweise Boolesche Ausdriicke. a

Aufgabe Zeigen Sie: Sind zwei Mengen A und B isomorph und ist A (die Tragermenge) eine(r) X-Algebra, dann
ist auch B eine X-Algebra. a

Sei A eine £-Algebra und C eine Menge. A lasst sich wie folgt zu einer £-Algebra mit Tragermenge A liften:
o Firallef:n—-1€%,41,...,9n € ACundceC,

FAg1 8 (©) = FA(g1(0), -, 8n(0)):

Aufgabe Seih : A — B ein X-Homomorphismus und C eine Menge. Zeigen Sie, dass dann auch Ag.(ho g) :
AC — B® X-homomorph ist, wobei die £-Algebren A und B wie oben zu X-Algebren A bzw. BC geliftet wurden.
o

5.2 Termauswertung und -substitution

Die induktiv definierte Funktion var : Ty (X) — P(X) liefert die Menge der Variablen von X, die in  vorkommen:

e Fiiralle x € X, var(x) = {x}.
e Firalle f:n —»1€Xundty,... t, € Tx(X),
n
var(f(ty, ..., ta)) =ag |Jvar(t;).
i=1

Wie in Kapitel 3 bei der Einfiihrung von Funktionsprodukten bemerkt wurde, kann jede Funktion f : A — B (wie
z.B. var) auch auf Tupel von Elementen von A angewendet werden: Fiir allen > 0und ay,...,4, € A,

fla,...,an) = (f(a1),..., f(an)).

Funktionen von X in eine X-Algebra A heiffen Belegungen (valuations) von X in A.

Gibt man eine Belegung ¢ : X — A vor, dann ist der Wert eines Terms f unter g definiert als das Bild von ¢ unter
der induktiv definierten Extension oder Fortsetzung von g auf Tx(X),

gy : Tz(X) — A.

e Firallex € X, g (x) =ur g(x).
e Firalle f:n —»1€Xundty,... t, € Tn(X),

g (ft - tn) =ag FA(8" (1), -, 8" (tn)).
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Aus dem ersten Teil der Definition von g* folgt die Gleichung ¢* o incx = g, die folgendem Funktionsdiagramm
entspricht:

incy
Tx(X)

Anschaulich gesprochen, wertet g* einen Term ¢ unter ¢ aus, d.h. nachdem g die Variablen von ¢ mit Werten aus
A belegt hat. Wir nennen ¢*(t) deshalb den Wert von f unter g.

Aufgabe SeiC = XU {f=(X) | f € £}. Zeigen Sie durch strukturelle Induktion, dass ¢* der einzige Z-Homomor-
phismus von Ty, (X) nach A mit g* oincx = g ist. Q

In Termen oder Funktionsanwendungen wird eine zweistellige Operation wie A : 2 — 1bzw. A? : 2 — 2 (siehe
Beispiel 5.1) hiufig zwischen ihre beiden Argumente geschrieben (Infixschreibweise), d.h. man schreibt t A ' anstelle
von A(t,#') und 0 A? 1 anstelle von A?(0,1).

Beispiel 5.2
Sei X ={a,b,c,d}und={-:1—->1,V,=+,%:2 =1}
1 Schrittweise Auswertung des Terms
(ax(b+c+d)=axb+axc+axd) V -(ax(b+c+d)=axb+axc+axd)
in einer X-Algebra mit Tragermenge IN unter der Belegung
g = (Ax.0)[5/a,23/b,45/¢,111/d] : X - N

Man sieht in der Animation, wie die Funktion ¢g* (hier auch mit ¢ bezeichnet) zunachst top-down den Term traver-
siert, bis sie Variablen erreicht und durch Werte ersetzt. Danach fiihren bottom-up Anwendungen der Interpreta-
tionen von X-Operationen zur schrittweisen Auswertung des Terms. Qa

Da Grundterme keine Variablen enthalten, hidngt die Einschrankung von g* auf Ty, nicht von g ab. Sie wird auch
Termfaltung genannt und mit fold”' bezeichnet.

Eine Y-Algebra A heifit erreichbar, wenn fold” surjektiv ist, wenn also fiir alle @ € A ein X-Grundterm t mit
fold? (t) = a existiert.

Gemaifs obiger Aufgabe ist fold® der einzige X-Homomorphismus von Ty, nach A. Man nennt T5, deshalb die in-
itiale X-Algebra.

Aufgabe Sei f : Ty, = A eine induktiv definierte Funktion, wobei die Interpretationen der Operationen von %
in der Termalgebra Ty, als Konstruktoren von T, (siehe Kapitel 4) dienen. Erweitern Sie A so zu einer X-Algebra,
dass f mit fold” iibereinstimmt. Q

Belegungen durch Terme heifsen Substitutionen. Belegungen durch Grundterme heifien Grundsubstitutionen.

Aufgabe Seio : X — Ty(X) eine Substitution. Zeigen Sie, dass ihre Extension
ot Tz(X) — T):,(X)

die folgende induktive Definition hat:


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/eval1Reduction.html
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e Firallex € X, 0*(x) = o(x).
e Firalle f:n —»1€Xundty,... t, € Tx(X),

F(f(t, . t)) = F(@(B),...,0%(tn)). Q@

Das Bild eines Terms t unter ¢* heif3t c-Instanz von t.

Lemma 5.3 (Substitutionslemma fiir Terme)

(i) Fur alle X-Algebren A, g : X — A und X-Homomorphismen & : A — B gilt

(hog)* =hog"

incy

(ii) Fiir alle 2-Algebren A, ¢ : X - Aund o : X — Ty (X) gilt (¢"o0)* = g" oo™

(iii) Fiir alle erreichbaren -Algebren A und g : X — A gibtes ¢ : X — Ty mit fold” o o = g, also ¢* = fold”* o o*
wegen (i).

Beweis.

(i) Wegen (ho g)*oincx = hogund ho g* oincx = hogsind (hog)* und h o g* zwei Z-Homomorphismen
W' : Tz (X) — B, die h'* o incx = h o g erfiillen und deshalb miteinander iibereinstimmen.

(ii) folgt aus (i), weil o* ein -Homomorphismus ist.

(iii) Da fold” surjektiv ist, gibt es eine Auswahlfunktion f : A — Ty mit fold* o f = id 4. Daraus folgt
fold? oo = fold* o fog =g

firc=fog. Qa

o(x) o(y)

- =l
zZ Z

g*(a(x))  g*(a(y))
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Seixy,...,xy € X, t,...,. [t € Tx(X)und o,0q,...,04 : X = Tx(X).
Fortan schreiben wir auch

{t/x1,...,t;/xc} anstellevon incx[t1/x1,..., b/ Xk, (siehe Abschnitt 3.2)
0y...0, anstellevon o,;0---005 007,

to anstellevon o*(t).

01 . .. 0y bezeichnet man auch als Kleisli-Komposition der Substitutionen o7, . . ., 0;,. Wie die Funktionskomposi-
tion o, so ist auch die Kleisli-Komposition assoziativ:

Aufgabe

Folgern Sie aus Lemma 5.3 (ii), dass fiir alle p, 0, 7 : X — Ty (X) (po)T = p(07) gilt.
Aufgabe Bezeichnen o{t/x} und o[t/ x] dieselben Substitutionen?
u € Ty (X) ist ein Teilterm von t € Ty (X), wenn es einen Term v und x € var(v) gibt mit v{u/x} = t.

5.3 Termgleichungen

Sein e Nundty,... ty,t},..., bttt € Ts(X). Die Formel
e = h=HAAty=t, = t=¢
heifit 2-Gleichung iiber X.

Im Fall n = 0 ist e unbedingt, andernfalls bedingt.

Sei e eine X-Gleichung.

Eine X-Algebra A erfiillt e und e ist giiltig in A, geschrieben: A = ¢, wenn fiir alle Belegungen ¢ : X — A
Folgendes gilt:

g () =g () A Ag (tn) = 87(ty) = &7(t) =g"(F). M
In e sind A und = lediglich Symbole, in (1) werden sie in ihrer umgangssprachlichen Bedeutung (“und” bzw.

“impliziert”) verwendet! Nur bei der Gleichheit unterscheiden wir zwischen dem Symbol (=) und der Bedeutung
als Diagonale (=; siehe Kapitel 3).

Eine Klasse K von X-Algebren erfiillt e und e ist giiltig in /C, geschrieben: = ¢, wenn ¢ in allen Elementen von
KC giiltig ist.

A bzw. K erfiillen eine Menge E von X-Gleichungen, geschrieben: A = E bzw. K |= E, wenn fiirallee € EA = e
bzw. K = e gilt.

Die A-Aquivalenz =" ist die Menge aller Termpaare (f,t') und aller Substitutionspaare (¢, 7) mit A = t = #/
bzw. A = o(x) = t(x) fiir alle x € X.

Lemma 5.4 (Aquivalenzlemma fiir Terme)
Seit € Ty (X),0,7: X = Tx(X) und A eine X-Algebra.

c="1 = te="t1.
Beweis. Seig: X — A und ¢ =4 7. Daraus folgt

(g o0)(x) =g*(0(x)) = g"(t(x)) = (§" o T)(x). @
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Aus zweimaliger Anwendung von Lemma 5.3 (ii) folgt daher

—
~—

g (" (1) = (&7 00)"(t) = (g5 o 1)"(t) = g"(T" (1)),

also to = o*(t) =4 t*(t) = t1. a

5.4 Normalformen

Eine Teilmenge NF von Ty (X) mit X C NF ist eine Menge von Normalformen bzgl. einer 2-Algebra A, wenn NF
fiir jeden X-Term t einen Term u mit t =4 u enthalt. Man nennt u dann eine Normalform von ¢ bzgl. A.

Idealerweise sind Normalformen eindeutig, m.a.W.: 4quivalente Normalformen sind gleich. In diesem Fall lie-
fert jeder Algorithmus, der Terme in dquivalente Normalformen tiberfiihrt, ein Entscheidungsverfahren fiir die
Aquivalenz zweier Terme t und ¢

e Berechne Normalformen u und u’ von t bzw. t'.

e Sind u und u’ gleich, dann gilt t =4 u = u’ =4 . Also sind t und t’ dquivalent. Sind u und u’ verschieden,
dann erhilt man t #4 ' durch Kontraposition: Wéren t und #' dquivalent, dann wiéren auch u und o’
dquivalent. Also wiren nach Voraussetzung 1 und u’ gleich. 4

Die Eindeutigkeit von Normalformen ist oft weit schwieriger nachzuweisen als ihre Existenz und erfordert Be-
griffe aus der Termersetzungstheorie (siehe z.B. [18], Kapitel 5). Hier interessiert uns vor allem, wie dquivalente
Normalformen berechnet werden kénnen.

Beispiel 5.5
SeiX={+,%:2—=>1}, X={xy,z7},

E={xx(y+z)=(xxy)+ (xxz), (x+y)*xz=(xxz)+(y*2)}

und NF die Menge aller X-Terme tiber X, deren Teilterme der Form ¢ * u keine Teilterme der Form ¢ 4 u haben.

Sei A eine X-Algebra mit Tragermenge IN und der tiblichen Interpretation von £ in IN. Dann gibt es fiir jeden
Z-Term t einen Term u, der bzgl. A zu ¢ dquivalent ist. Unten werden zwei Verfahren beschrieben, mit deren Hilfe
das gezeigt werden kann (siehe Beispiel 5.8 bzw. 5.10).

Aufgabe Zeigen Sie, dass der Z-Term (x + y) * (z + z') mehrere Normalformen bzgl. A hat. Q

Normalisierungen logischer Formeln sind erforderlich, weil logische Ableitungsregeln oft nur auf Normalformen
anwendbar sind. Das verkleinert den Suchraum (die Menge moglicher Regelanwendungen auf eine einzelne
Formel), fiihrt aber vielfach zu Ableitungen, die fiir Menschen nur schwer nachvollziehbar sind, weil Normali-
sierungen die intuitive Verstandlichkeit logischer Formeln i.a. verschlechtern.

Das spielt keine Rolle, wenn Ableitungen vollautomatisch erzeugt werden. Sind jedoch Eingriffe in den Ablei-
tungsprozess notwendig — weil der Suchraum zu grof$ oder der verwendete Kalkiil unvollstandig ist (siehe Ka-
pitel 2) —, dann miissen die am Eingriffspunkt vorliegenden Zwischenergebnisse schnell verstehbar sein, damit
entscheiden werden kann, wie die Ableitung fortgesetzt werden soll.

Im Gegensatz zur rekursiven Auswertung eines Terms t (siehe oben) werden Normalformen von t iiblicherweise
durch iterative — d.h. wiederholte - Anwendung von Gleichungen auf ¢ berechnet.

5.5 Aquivalenzrelationen und Quotienten

Um die Korrektheit solcher Ableitungen beweisen zu kénnen, widmen wir uns zundchst den wichtigen Eigen-
schaften von =4 (die z.T. schon im o0.g. Entscheidungsverfahren fiir Terméquivalenz verwendet wurden).
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Sei A eine Menge. Eine Relation R C A? heifit

e reflexiv, wenn die Diagonale von A? eine Teilmenge von R ist; (1)
e transitiv: Fir alle (a,b), (b,c) € Rauch (a,c) zu R gehort; ()
e symmetrisch, wenn fiir alle (4,b) € R auch (b,a) zu R gehort; 3)
e antisymmetrisch, wenn alle a,b € A mit (a,b), (b,a) € R gleich sind; 4)

Eine reflexive und transitive Relation heifst Prd- oder Quasiordnung.
Eine antisymmetrische Praordnung heifst Halbordnung oder partielle Ordnung.
Eine Halbordnung R heif3t totale Ordnung, wenn fiir alle a,b € A (a,b) oder (b, a) zu R gehort.
Eine wohlfundierte (siehe Kapitel 4) und totale Ordnung heifst Wohlordnung.
R heifst Aquivalenzrelation auf A, wenn (1)-(3) gelten.
Eine Aquivalenzrelation R liefert folgende Zerlegung von A:
A/R =4 {lalr|a € A}.
[a]r =aer {b € A (a,b) € R} heifst Aquivalenzklasse von a und A/R der nach R faktorisierte Quotient von A.
Die natiirliche Abbildung natr : A — A/R bildeta € A auf [a]r ab.

Umgekehrt liefert jede Zerlegung Z = {A1, ..., Ay} von A die Aquivalenzrelation

Rz ={(ab) € A*|esgibt1<i<nmitab e Aj}.

Aufgabe Zeigen Sie A/R; = Z. a

Sei A eine £-Algebra. Eine Aquivalenzrelation R auf A heifit *-Kongruenz, wenn R mitallen f : n — 1 € £
vertrdglich ist, d.h. wenn fur alle aq, ..., a4, b1,...,b, € A" Folgendes gilt:

(a1,b1),...,(an,by) €R = (fA(ay,...,an), fA(by,...,by)) €R. (5)

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle £-Algebren B =5 eine Z-Kongruenz auf Ty (X) ist, also (1)-(3) und (5) fiir
A = Ty (X) erfiillt. a

Sei R eine X-Kongruenz. Die Quotientenmenge A /R ist die Tragermenge der gleichnamigen Quotientenalgebra,
diealle f : n = 1 € X wie folgt interpretiert: Flir allea € A",

fAR([a]R) = natr(f4(a)).

Aufgabe Zeigen Sie, dass f4/R wohldefiniert ist, dass also aus [a]g = [b]r

FAR(lalr) = FAR([B]r)
folgt. Q

Aufgabe Zeigen Sie, dass die nattirliche Abbildung (s.0) £-homomorph ist. a

5.6 Gleichungskalkiil

Sei E eine Menge von X-Gleichungen.
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Der Gleichungskalkiil GK ist synthetisch und besteht aus fiinf Regeln:

Reflexivititsregel
—_— teTls(X
E-t=t € Te(X)
Symmetrieregel
ErFt=? ,
—_—— Lt eTx(X
EFt =t € Te(X)
Transitivititsregel
E-t=t, EFt =t ;o
t,t,t Ty (X
Ebt=t" A E T (X)
Kongruenzregel

E-ty=t, ..., Ebt,=t, fin—1€%,
Ebf(ty,oootn) = f(H, ) b, b b, € Te(X)

Modus ponens

EFtio=to, ..., EFtyo=to (h=tN---ANty=t,=t=1)€E,
Erto=to c: X = Tx(X)

Algy ¢ bezeichnet die Klasse aller -Algebren, die E erfiillen:
Algs e =45 {A € Algs | A E}

Y-Algebren, die E erfiillen, heilen (¥, E)-Algebren.

Satz 5.6 Korrektheit des Gleichungskalkiils

Fiir alle Mengen E von X-Gleichungen und unbedingten X-Gleichungen e gilt:

E FGK e = Algz/g |: e.

Beweis. Nach Satz 4.1 (iii) gilt die Behauptung, wenn die Menge P aller Paare (E,¢) € P(Tx(X)?) x Tg(X)? mit
Algs r [= e Fgg-abgeschlossen ist (siehe Abschnitt 4.4).

Sei (E,f = t,) S FGK(P)-
Fall 1 (Reflexivitiitsregel): + = t'. Dann gilt Algy p =t =1,
Fall 2 (Symmetrieregel): (E,t' =t) € P.Dann gilt Algs p =t =t,alsoauch Algs g =t = 1.

Fall 3 (Transitivititsregel): Es gibt einen X-Term ¢ mit (E,t =t"), (E,t" =t') € P. Dann gilt Algs.r =t =" und
Algsp =t =V, alsoauch Algs g =t =t

Fall 4 (Kongruenzregel): Es gibt f : n — 1 € X und X-Terme ty,... bty 1), ...ty mit t = f(ty,...,ty), t' =
f(ty,...,ty) und (E, t; = t) € P firalle1 < i < n. Dann gilt g*(t;) = ¢*(t/) fiir alle (X, E)-Algebren A und
g€ AX also auch

8 () =g (f(tr,.. tn)) = FA(g (1), -, 8" (tn)) = fA(S* (1), 8" (1))
=g (f(#,- -, 80) = & ().

Daher gilt t = #’ in allen (%, E)-Algebren.

Fall 5 (Modus ponens): Es gibt (t = t) A--- ANty =t, => u =u') € E, Z-Terme t1,...,ty,t),..., tpund o : X —
Ts(X) mit t = uo, t' = w'ocund (E, tjc = tio) € P fiiralle1 < i < n. Dann gilt g*(t;c) = ¢*(to) fiir alle
(X, E)-Algebren A und g € A%, also auch

Lemma 5.3 (ii)

(8" 0 0)*(£) g (1) = g* (the) M2 ) (g o oy (). (1)
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Da A E erfiillt, folgt

% % Lemma 5.3 (ii) , “ « " Lemma 5.3 (ii) “
g () =g"(uo) " ="""(8"00) (u) = (g"00) () = (') =g"()
aus (1). Daher gilt t = t' in allen (%, E)-Algebren.
Demnach gehort (E,t = t') in allen fiinf Féllen zu P. a

Die Menge aller Paare (t,t') von -Termen mit E gk t = ' heiflt E-Aquivalenz und wird mit = bezeichnet.

Aus Satz 5.6 folgt, dass fiir alle (X, E)-Algebren A =g in =4 enthalten ist. ()

5.7 Berechnung dquivalenter Normalformen

Erstes Normalisierungsverfahren
Die E-Reduktionsrelation —  besteht aus allen Paaren
(u{to/x},u{t'c/x})
von X-Termen mitu € Ty (X),t =+ € Eund o : X — Tx(X).
Ein ¥-Term t heifit E-irreduzibel, wenn kein ' mit t — ' existiert.
Die kleinste transitive Relation auf Ty (X), die — enthilt, wird mit & £ bezeichnet.
Aufgabe Zeigen sie, dass ¢ die kleinste transitive und mit & vertragliche Relation ist, die

Inst(E) =g {(to,t'o) | (t,t') € E, 0: X = Tx(X)}

enthdlt. Folgern Sie daraus, dass 5 £ eine Teilmenge von = ist. a

Satz 5.7 Sei NF C Tx(X)? und A eine (%, E)-Algebra.

Ist — ist wohlfundiert und gehort jeder E-irreduzible Term zu NF, dann hat jeder £-Term t eine Normalform u
in NF, d.h. es gilt t =4 u.

Beweis. Aus der Wohlfundiertheit von — folgt die Existenz eines E-irreduziblen X-Terms u mit ¢ BE u. Also

. + @) A A
gehort u zu NF. Aus —pC=gC=" folgtt =" u. a

Ein Kriterium fiir Wohlfundiertheit von — ist die Existenz einer Gewichtsfunktion
weight : Ty (X) — W,

die Termen Elemente einer Menge W zuordnet, auf der es eine wohlfundierte Halbordnung < mit folgender
Eigenschaft gibt:

e Firallet,t' € Ty (X) mitt — t' gilt weight(t) > weight(t'). 3)
Gaébe es eine unendliche Reduktion t; —g tp —f t3 =g ..., dann gélte
weight(t1) > weight(ty) > weight(tz) > ...,
was der Wohlfundiertheit von < widerspricht.

Die einfachste Gewichtsfunktion ordnet einem Term die Anzahl seiner Symbole zu. Sie erfiillt aber selten Bedin-
gung (3).

Héufig gentigt es, natiirliche Zahlen als Gewichte und < als die tibliche Ordnung auf IN zu wéhlen. Manchmal
wird aber eine komplexere Ordnung benétigt, die z.B. auf Tupeln oder Multimengen nattirlicher Zahlen basiert.
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Hierzu zéhlen die lexikographische bzw. Multimengen-Erweiterung einer wohlfundierten Ordnung < auf einer
Menge A:

Firallen >1,a=(ay,...,a,),b=(by,...,by) € A" und f,g € B(A) =IN4,

0 <jexb <<gy esgibtl <i<mnmita; <bjunda; <bfirallel <j<i

Fiir alle f,g € B(A) = IN4 (siehe Isomorphien),
f<mur 8§ ©ag f#Fgundfiralleac Ar\ Aggibtesb € Ag\ Afmita <b,

wobei Ay = f71(Nsg) und Ag = g1 (IN>).

Beispiel 5.8 Seien X, X, E und NF wie in Beispiel 5.5. Man sieht sofort, dass E-irreduzible Terme zu NF gehoren.
1 Schrittweise E-Reduktion des Terms

dist = 5% (6 (11* (x+y+2z)«14+ (c+g+Db)*22)+44 % (¢g + hh))

zu einer Normalform. 4+ und * treten hier auch als dreistellige Funktionssymbole auf.

Ein Termgewicht, das Bedingung (3) erfiillt, ist die Multimenge der Langen aller Pfade von einem mit * markierten
Knoten zu einem Blatt, wobei sich die Begriffe Pfad, Knoten und Blatt auf die Baumdarstellung des gewichteten
Terms beziehen. Q

Zweites Normalisierungsverfahren

Eine andere Methode, dquivalente Normalformen bzgl. einer Algebra zu berechnen, erfordert die Erweiterung
von NF zur X-Algebra: Eine Normalform von t erhilt man dann als Bild unter incy, : Tx(X) — NF:

Satz 5.9 Sei NF C Ty (X) (die Tragermenge) eine(r) X-Algebra, incy surjektiv, A eine X-Algebraund g : X — A.

In folgendem Diagramm kommutiert (4) genau dann, wenn /1 = def 9 |nr, dd. die Einschrankung von g* : Ty (X) —
A auf NF, X-homomorph ist.

T
inc
X X Tx(X)
*
| = /. @
incx inck
NF . A
h = g*|nr

Beweis. Fiir alle x € X gilt h(incx(x)) = h(x) = ¢*(x) = g(x), also
hoincy = g. ©)
Ist 1 homomorph, dann ist auch h o incy, homomorph und ko incy = ¢* folgt wegen

. . Lemma 5.3 . . 5 .
hoincy oinck "= 77 (hoincx)* oinck 5 g% oinck

aus der Eindeutigkeit von g*. Ist umgekehrt (4) kommutativ, dann folgt aus der Surjektivitiat von incy und Lemma
HOM (siehe Abschnitt 5.1), dass / X-homomorph ist. a

Ist (4) kommutativ, dann sind ein Term t und seine Normalform inc (t) dquivalent bzgl. A:

8" (t) = hoincx(t) = &" (incx(t)).


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/dist2Reduction.html
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Die in Satz 5.9 verlangte Surjektivitat von inc gilt z.B. dann, wenn fiir alle t € NF inc}(t) = t ist.

Um einen Term zu normalisieren, muss man ihn also nur in NF auswerten.

Beispiel 5.10

Seien ¥, NF und A wie in Beispiel 5.5. 4+ und * werden in NF als induktiv definierte Funktionen interpretiert: Fiir
alle t,t’ € NF,

t+NEY = 4t
txt falls t, t e T{*}(X),
LN (usNFH) + (vNF ) falls es u,v € NF gibt mit t = u + v,

(t+NFu) 4+ (£5NF o) falls t € Ty,p(X) und es u,v € NF gibt
mit ' = u +v.

Die Definition von *MF basiert auf folgender induktiver Defintion des Produktes NF2:
o tt' €Ty (X) = (4t) € NP,
e (u,t"),(v,t') ENF* = (u+o,t') € NF?,
o te Ty (X)A(tu), (o) € NF* = (tu+v) € NF.

Man kiirzt deshalb die Definition von N wie folgt ab:
Fir allet, t' € T{*}(X) und u, v € NF,
tkNEY = pxf,
(u+o)«Nt = (usNFt) 4+ (v NF ),
tANE(u o) = ("N u) 4 (t£NF o).

hin Satz 5.9 ist 2-homomorph.

Beweis durch strukturelle Induktion iiber NF? (siehe Abschnitt 4.6). Sei t,t' € NF. Dann gilt
BN = h(t+ ) = h(t+=XF) = 1(t) +4 h(t).

Bei der Multiplikation miissen wir zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: t,t' € T(,y(X). Dann gilt

B(tsNEEY = p(es ) = (=2 ) = h(t) =2 ().

Fall 2: Es gibt u,v € NF mit t = u + v. Dann gilt
(ENE ) = RN ) + (0 NE 1)) = h((u N 1) +TX) (0 £NF 1)
— h(u#NE ) +4 (o 5N 1) TP ) A () 14 (h(0) $A R(H))
— (h(u) +4 h(0)) %A (E) "L B £NF 0) xA B(E) = h(u + o) %A R(E) = h(F) +A h(t).
Fall 3: Es gibtu,v € NFmitt = u +v.
Analog zu Fall 2 erhilt man h(t *NF /) = h(t) *A h(t). a

Sei X = {x,y,z,¢, 30,89 hh}. In der == schrittweisen Auswertung des Terms dist steht nf fiir incB“( und add bzw.
mul fiir die Interpretation von + bzw. * in NF. + bzw. * kommen in der Auswertung auch als dreistellige Opera-
tionen vor.
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Beispiel 5.11 (siehe Beispiel 5.1)

Sei nand = A(x,y).~(x Ay) : Tar(X)? — Tar(X) und NF C Tar(X) die folgendermaflen induktiv definierte
Menge von Normalformen:

o XU{T} CNF,
e t,u € NF = mnand(t,u) € NF.

Die Operationen von AL werden in NF wie folgt interpretiert: Fiir alle ¢, u € NF,

TN = T,
ANE = nand(T,T),
-NE(t) = nand(t,t),
tANFy = nand(nand(t,u),nand(t,u)),
tVNFy = nand(nand(t,t), nand(u,u)),
t =Ny = nand(t,nand(u,u)).

Aufgabe

Sei A die Bitalgebra. Zeigen Sie, dass & in Satz 5.9 AL-homomorph ist. Im Gegensatz zu Beispiel 5.10 wird hier
keine strukturelle Induktion benétigt, weil die Interpretation der Operationen von AL nicht induktiv definiert ist.
a

Satz 5.12 Vollstindigkeit des Gleichungskalkiils

Fiir jede unbedingte >-Gleichung e gilt:

E l_GK e < Ang,E |: e <= Tz/E(X) = GT(X)/EE‘: e.

Beweis. Sei E gk e. Aus Satz 5.6 folgt Algs r |= e.

Sei Algy r |= e. Da =f eine X-Kongruenz ist, lasst sich die Quotientenmenge Ty, £ (X) wie oben beschrieben zur
2-Algebra erweitern.

Seipg=(t=t)N---Aty=t, =t=t)e€Eundg: X — Ty g(X) mit g*(t;) = ¢g*(¢}) fiir alle 1 < i < n. Dann
gibtes 0 : X — Tx(X) mit nat=, oo = g. Daraus folgt
Lemma 5.3 (i)
nat=p (tir) ~ =" (nat=p 0 0)* () = g* () = g* () = (nat=, o 0)*(t;)
Lemma 5.3 (i) ,
= nat—, (o),
also tjc = tio, d.h. es gibt eine GK-Ableitung von E | t;c = t/¢. Eine Anwendung des Modus ponens auf die
Gleichungen tjo = t{0,...,t,0 = t;0 und ¢ liefert die Gleichung t¢ = t'¢. Demnach gilt t¢ =g t'c und wir
erhalten

g (t) = (nat—, 0 o)* () “""° D nat_ (t) = nat_, (¥'o)

Lemma:5.3 (7) (TlthEE o 0’)*(1‘/) _ g* (tl).

Also gilt ¢ in Ty, £(X). Wegen Algs  |= e folgt Ty £ (X) |=e.

incx

incy incy =id
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Sei Ty £ (X) = e und (t,¢') = e. Daraus folgt

nat, (t) = nat=, (id(t)) ¥ nat, (inc (1)) “""=° D (nat=, o incx)* (¢)
Ty (X)/=E e:I'fLIHt =t (natEE . incx)*(t/) Lemma:5.3 (@) TlthEE (inc}‘((t’)) (l_) TllZl‘EE (Zd(t/))
= nat=,(t'),
also E g e. a

5.8 Gleichungslogik in anderen Logiken

Bei allen drei in den néchsten Kapiteln behandelten Logiken folgen Syntax und Semantik dem gleichen Definiti-
onsschema. Zunéchst wird eine Signatur L logischer Operationen angegeben. Die Formelmenge wird als Menge
Tr (At) der L-Terme iiber einer Menge At von Atomen definiert.

In der Aussagenlogik (L = AL); siehe Beispiel 5.1) und der Modallogik (L = ML) ist At eine beliebige — i.d.R.
endliche — Menge.

In der Pradikatenlogik (L = PL) ist At eine Menge von Ausdriicken der Form p(ty, . ..,tn), die aus Termen
t1,...,tn einer beliebigen Signatur ¥~ und — neben den Operationen ebenfalls zu X gehorigen Pradikaten p be-
steht. Demnach ist eine pradikatenlogische Formel ein Term mit Symbolen aus zwei Signaturen: PL und X.

Wiéhrend die Bedeutung einer aussagenlogischen Formel durch 0 oder 1 gegeben ist, entspricht sie bei einer
modal- oder pradikatenlogischen Formel der Menge aller Zustidnde (“Welten”), die sie erfiillen.

An die Stelle einer Belegung g : At — 2 durch Wahrheitswerte tritt in der Modallogik eine Kripke-Struktur
IC : State — P (State) x P(At),

die jedem Zustand s seine (direkten) Folgezustinde sowie alle atomaren Formeln zuordnet, die im Zustand s
gelten (sollen).

In der Pradikatenlogik besteht die Zustandsmenge State aus allen Belegungen von X in einer X-Struktur A, d.i.
eine X-Algebra, die die Pradikate von X als Relationen auf A interpretiert.

Die jeweilige Kripke-Struktur K bzw. X-Struktur A liefert eine Belegung
gk : At — P(State) bzw. ga: Atg(X) — P(AX)
atomarer Formeln in der ML- bzw. PL-Algebra P (State) bzw. P(A*), deren Extension
g% TmL(At) — P(State)  bzw. g% : Tpr(Atg (X)) — P(AX)
modal- bzw. pradikatenlogischen Formeln ihre jeweilige Bedeutung zuordnet:

inca; inca;

At

TaL(At) At TmL(At)

8K Sk

P(State)

inc
Atg(X) —— 220 ) (At (X))

A g

P(AX)
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Die Formeln mancher Logiken — wie z.B. SQL, XPath oder sog. Beschreibungslogiken (description logics) — be-
schreiben auch mehrstellige Relationen. Dann besteht die Signatur L aus Operatoren, die Relationen bilden oder
mit anderen Relationen verkniipfen, wiahrend der semantische Bereich, in dem die Formeln interpretiert werden,
die Potenzmenge eines Produkts oder — im Fall bindrer Relationen — eine Menge mehrwertiger Funktionen ist
(siehe Kapitel 3). Eine solche Logik wird z.B. in [34], Kapitel 29, behandelt.

5.9 Highlights

Eine Signatur X besteht aus Operation(ssymbol)en der Form f : n — 1 mitn € IN.

Induktive Definition der Menge Ty, (X) der X-Terme iiber X:

* X C Tx(X),
e Firalle f:n —1€Xundt € Tx(X)", ft € Tx(X).

Eine X-Algebra A besteht aus einer — oft ebenfalls mit A bezeichneten — Trigermenge und fiiralle f : n -+ 1 € &
einer Funktion f4 : A" — A.

Die X-Algebra Ty (X) interpretiert f wie folgt: fTZ(X) (t1,.-.,tn) = def fty, . tn).

Fiir -Algebren A und B heif3t eine Funktion /1 : A — B Y-Homomorphismus, wenn fiiralle f € Z /1o f4 = fBon
gilt.

Bijektive 2-Homomorphismen heifien X-Isomorphismen.

Die Termfortsetzung ¢* : Ts.(X) — A einer Belegung g : X — A von X in einer X-Algebra A ist wie folgt induktiv
definjert:

e Firalle x € X, g*(x) = g(x).
e Firalle f:n—1lund fy,...,t, € Te(X),
§(F(tseostn)) = FAG ()0 8" (1)),
¢* ist der einzige X-Homomorphismus von Ty, (X) nach A mit ¢* o incx = g.

Folglich ist die Einschrankung fold? : Ty — A von ¢* auf Grundterme der einzige X-Homomorphismus von
Ty, (X) nach A

Belegungen durch Terme heifien Substitutionen.

Substitutionslemma (Lemma 5.3): Fiir alle X-Algebren A, Belegungen g : X — A und Substitutionen ¢ : X —
Te(X) gilt (¢Fo0)* =g oo™

Seity,... ty,t),..., 1ttt € Tx(X). Die Formel
p=H=HN Aty=t,=>t="t)
heifit 2-Gleichung.

Eine X-Algebra A erfiillt ¢, falls fiir alle Belegungen ¢ : X — A mit g*(t;) = g*(#}) fir alle 1 < i < n auch
g (t) = g"(t') gilt.
Sei E eine Menge von X-Gleichungen.

Der Gleichungskalkiil GK besteht aus den in Abschnitt 5.6 angegebenen fiinf Regeln zur Transformation von
Gleichungen. Die Relation

=SE Tdef {(t, t/) S Tz(X)z ‘ Ebgkt= tl}
hei$t E-Aquivalenz.

Korrektheit von GK (Satz 5.6): Fiir alle unbedingten X-Gleichungen e gilt:

E }_CK e = Algz/E |: e.
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Vollstindigkeit von GK (Satz 5.12): Fiir alle unbedingten X-Gleichungen e gilt:

Algz,]g |: e = Eflgke.

Die Quotientenalgebra A = Ty (X) /=g ist ein Modell von E und jeder unbedingten Gleichung e, die in Algy, £
gilt:
AlEe & Algsr=e.

Zweites Verfahren zur Normalformkonstruktion:

Sei NF C Ty (X) die Tragermenge einer X-Algebra, incx die Inklusion von X in NF, A eine X-Algebra, g: X — A
und die Einschrankung von ¢g* : Tx(X) — A auf NF X-homomorph. Dann erfiillt A fiir alle t € Ty (X) die
Gleichung t = inck(t) , d.h. incy (t) liefert eine Normalform von £.
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6 Aussagenlogik (propositional logic)

Aussagenlogische Formeln (propositional formulas) sind logische Verkniipfungen elementarer Sachverhalte, die
durch eine Menge At von Atomen gegeben sind.

Die Symbole der Signatur AL (siehe Beispiel 5.1) heifsen aussagenlogische Operationen.

Ein AL-Term tiber At heif3t aussagenlogische Formel iiber At.

Ein AL-Term der Form —¢, ¢ A, ¢ Vi oder ¢ = ¢ heifst Negation, Konjunktion, Disjunktion bzw. Implikation.
¢ und ¢ heiflen Faktoren von ¢ A i und Summanden von ¢ V .

prem (@ = 1) =g, @ heiflt Primisse von ¢ = ¢.
conc(g = 1) =g, P heiflt Konklusion von ¢ = 1.

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir die folgenden (iiblichen) = Prioritdten aussagenlogischen Operatio-
nen: Negation vor Konjunktion, Konjunktion vor Disjunktion, Disjunktion vor Implikation.

In den verlinkten Ableitungsbeispielen steht false fiir L, true fir T und — wie in Java — das Ausrufezeichen fiir —.

Sei g : At — 2. Den Wahrheitswert einer aussagenlogischen Formel ¢ unter g erhélt man durch Anwendung der
Extension ¢* : Ty (At) — 2 von g auf ¢.

At e Tar(At)

g* wertet aussagenlogische Formeln in der Bitalgebra aus.
Sei g,y € TAL(At) und & C TAL(Ai’).
g+ At — 2 erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: ¢ = ¢, wenn ¢*(¢) = 1 gilt.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aquivalenz aussagenlogischer For-
meln wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der zugrundeliegende semantische Bereich D durch die Funk-
tionsmenge 24! gegeben ist.

Aufgaben Sei ¢, ¢, € Tar (At). Zeigen Sie:

e ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn ¢ aus T folgt. (1)
e ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn _L aus ¢ folgt. (2)
e Folgerungssatz: ¢ A ¢ |= 0 gilt genau dann, wenn ¢ = (yp = 9) gilt. 3)
e Fiir alle Substitutionen o : At — T4y (At) gilt: Ist g0 erfiillbar, dann ist auch ¢ erfiillbar. 4)

¢ und P sind dquivalent, wenn die AL-Gleichung ¢ = ¢ in der Bitalgebra giltig ist (siehe Abschnitt 5.1).

4

Aus (2) und (3) folgt sofort der Unerfiillbarkeitssatz: Sei ¢, € Tap (At).

1 folgt genau dann aus ¢, wenn ¢ A = unerfiillbar ist. ®)


https://de.wikipedia.org/wiki/Operatorrangfolge
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Aufgabe Zeigen Sie, dass ¢ und i genau dann dquivalent sind, wenn ¢ aus ¢ und ¢ aus ¢ folgt. a

Aufgabe Seix,y,z € At. Zeigen Sie, dass die Bitalgebra folgende AL-Gleichungen erfiillt:

xV(yVvz)=(xVy)Vz xAyAz)=(xAy)Az (Assoziativitat)
xVy=yVx YAY=yAx (Kommutativitit)

xVx=x XANX =X (Idempotenz) O

Wegen der Giiltigkeit dieser sechs Gleichungen in der Bitalgebra konnen die Operationen V und A ohne innere
Klammerung auf mehr als zwei Formeln wie z.B. hier: ¢ \V ¢ V ¢ oder auf eine endliche Formelmenge wie z.B hier:
V{¢, ¥, 0} angewendet werden.

\ @ wird mit L identifiziert, A @ mit T und \/{¢} und A\{¢} mit ¢.

Weitere 2-Aquivalenzen (= in der Bitalgebra giiltige AL-Gleichungen)

xV9I=x xNT =x (Neutralitdt)

xVT =T xANL=1 (Annihilation oder Extremalgesetze)
xV(xAy) =x xA(xVy) =x (Absorption)

xVyAz)=(xVy) A(xVz) xA(yVz)=(xAy)V(xAz) (Distributivitit)

xV-x=T XA x =1 (Ausloschung oder Komplementaritit)
(xVz=yVz)A(xNz=yAz) = x=y (Kiirzungsregel)

-1 =T -T =1 X = - = -
X=X (xVy) x Ay (negAL)
S(xAy)=-xV-y S(x=y)=xAy x=>y=-xVy

Die Menge der Assoziativitdts-, Kommutativitdts-, Absorptions-, Distributivitédts- und Ausloschungsgleichungen
bezeichnen wir fortan mit BE.

Eine AL-Algebra, die BE erfiillt, heifit Boolesche Algebra.
Aufgabe Zeigen Sie, dass jede Potenzmenge eine Boolesche Algebra ist. a

Da die Bitalgebra eine Boolesche Algebra ist, ist ¢ € T41(Af) nach Satz 5.6 allgemeingiiltig bzw. unerfiillbar,
wenn ¢ =g | bzw. ¢ =pg L gilt.

Idempotenz, Neutralitdt, Annihilation und alle Gleichungen von negAL (aufser denen mit =) lassen sich aus BE
ableiten, d.h. sie gehoren zur BE-Aquivalenz.

Umgekehrt erftillt jede Boolesche Algebra nach Satz 5.6 alle aus BE ableitbaren Gleichungen. Laut Satz 6.2 (s.u.)
gilt sogar jede in der Bitalgebra giiltige unbedingte Gleichung auch in jeder anderen Booleschen Algebra, was
nach Satz 5.12 impliziert, dass alle diese Gleichungen zur BE-Aquivalenz gehoren. Letztere ist also nicht nur in
der semantischen Aquivalenz =2 enthalten, sie stimmt sogar mit = iiberein!

Aufgabe Die folgenden AL-Gleichungen ¢ = 1 werden hiufig in Beweisen mathematischer Sitze verwendet,
indem ¢ an Stelle der zu beweisenden Aussage ¢ gezeigt wird:
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Seix,y,z,x1,...,x, € At.

x = =1 (Ableitung eines Widerspruchs)

X=y = Y= X (Kontraposition)
=(y=2z2) = (xAy)=z (Dekaskadierung)
VeV, =x = (x1=x)A---A(x, =x) (Zerlegung einer Implikation)
x=x1AAxp = (x=x1)A---A(x=2x,) (Zerlegung einer Implikation)
x = (z=x)A (ﬂz = x) (Vollstiandige Fallunterscheidung)

Die Dekaskadierung dhnelt der Isomorphie (6) im Abschnitt [Isomorphien auf, wenn man A, B, C durch Formeln,
x durch A und — durch = ersetzt.

Ersetzt man noch + durch V, dann werden auch die Kommutativitits-, Assoziativitats- und Distributivitatsgesetze
im Abschnitt [somorphien zu gleichnamigen aussagenlogischen Aquivalenzen (s.o0).

Diese Analogie zwischen Mengenverkniipfungen einerseits und logischen Operationen andererseits ist unter dem
Namen = Curry-Howard Korrespondenz bekannt. a

6.1 Normalformen
Eine aussagenlogische Formel heifit Negationsnormalform (NNF), wenn = in ihr nicht vorkommt und — nur
direkt vor Atomen.

Atome nennt man auch positive Literale, wihrend Formeln —¢ mit ¢ € At negative Literale genannt werden.
Fiir alle x € At heiflen x und —x komplementdr zueinander.

Eine Disjunktion von Konjunktionen paarweise verschiedener Literale heifit disjunktive Normalform (DNF).
Eine Konjunktion von Disjunktionen paarweise verschiedener Literale heifst konjunktive Normalform (KNF).

Eine Disjunktion oder Konjunktion von Literalen ¢;, ..., ¢, heifit geschlossen, wenn es 1 < 7,j < n gibt mit
¢; = —¢;. Andernfalls heifst sie offen.

Eine KNF ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn alle ihre Faktoren geschlossen sind. (6)
Beweis. Da ¢ eine KNF ist, gibt es Literale ¢11,..., ¢1u,,- -+, Qm1,- - -, Pmn,, Mit
m N
AV e
i=1j=1
Seie=(xV-x=T)unde = (x AT =x). Ist \/]7-’;1 @;j ftr alle 1 < i < m geschlossen, dann gilt
¢ = TA---ANT =y T.

Da die Bitalgebra e und ¢’ erfiillt, erfiillt sie nach Satz 5.6 auch die Gleichung ¢ = T.

Sei umgekehrt ¢ allgemeingiiltig. Gabe es 1 < i < m derart, dass ¢ = \/;i1 @;j offen ist, dann wiirde g : At — 2
mit g1(0) = {x € At |31 <j < n;:x = ¢;} ¢, also auch ¢ nicht erfiillen. 4

Beweis von g* () = 0. Sei 1 < j < n;. Fiir alle Atome x, die in ¢;; vorkommen, gilt ¢*(x) = g(x) = 0. Fiir alle
Literale —z, die in ¢ vorkommen, gilt

§(7z) =1-gx(z) =1-g(z2) =1-0=1,

weil ¢ offen ist und deshalb z nicht zu i gehort. Q

Eine DNF ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn alle ihre Summanden geschlossen sind. (7)


https://en.wikipedia.org/wiki/Curry-Howard_correspondence
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Beweis. Da ¢ eine DNF ist, gibt es Literale @11,..., @14, -+, @m1, - - - Pun,, mit
m N
¢ = VA oy
i=1j=1
Seie=(xA—-x=1l)unde = (xV L =x).Ist /\}11 @i ftr alle 1 < i < m geschlossen ist, dann gilt
¢ = lv---vVL1I =, L

Sei umgekehrt ¢ unerfiillbar. Gdbe es 1 < i < m derart, dass ¢ = /\;11 Pij offen ist, dann wiirde g : At — 2 mit
§'(1) ={xe At|I1<j<ni:x= g}, alsoauch ¢ erfiillen. 4

Beweis von g*(¢) = 1. Sei 1 < j < n;. Fiir alle Atome x, die in ¢;; vorkommen, gilt ¢*(x) = g(x) = 1. Fiir alle
Literale —z, die in ¢ vorkommen, gilt

§(m2)=1-gx(z)=1-g(z) =1-1=0,

weil i offen ist und deshalb z nicht zu ¢ gehort. Qa

Jede Implikation ¢ = 1 mit folgenden Eigenschaften heifst Gentzenformel iiber At (englisch: sequent):

e ¢ = T oder ¢ ist eine Konjunktion paarweise verschiedener Atome,

e ) = L oder 1 ist eine Disjunktion paarweise verschiedener Atome.

Wegen (T = ¢) =2 ¢ kiirzt man die Gentzenformel T = ¢ oft mit ¢ ab.

Wegen (¢ = 1) =2 —¢ kiirzt man die Gentzenformel ¢ = L oft mit —¢ ab.

Eine Gentzenformel heif$t minimal, wenn in ihr kein Atom zweimal vorkommt.

Aufgabe Zeigen Sie, dass jede Gentzenformel ist zu T oder zu einer minimalen Gentzenformel dquivalent ist. 1
Eine Konjunktion von Gentzenformeln heifst implikative Normalform (INF).

Zwei Gentzenformeln, die sich nur in der Anordnung der Atome der Pramisse oder der Konklusion voneinander
unterscheiden, werden als gleich angesehen. Deshalb werden sie manchmal als Implikationen zwischen Mengen
notiert:

{x1,...,xm} = {y1,..., yn} stehtdann fir (x; A---Axp) = (y1V---Vin).

Der Vorteil von Gentzenformeln liegt in ihrer “Natiirlichkeit” im Sinne der leichten Erfassbarkeit der konkrete
Aussage hinter den Formeln. Ebenso entsprechen Anwendungen der Schnittregel (s.u.), aus denen Beweise der
Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarbarkeit von Gentzenformeln bestehen, eher natiirlichen Schliissen als es z.B.
Anwendungen von Gleichungen tun.
Beispiel = Schrittweise Transformation der DNF

(mx Ay Az)V(XA—yAz)V(x Ay A—z)

in eine INF.

Satz 6.1 Sei ¢ € T (At), ¢ eine NNF und ¢ eine KNE.

e ¢ ist zu einer NNF dquivalent. (8)


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/gentzenReduction.html
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e 1 ist zu einer DNF &dquivalent. 9)
o 1) ist zu einer KNF dquivalent. (10)
o ¢ ist zu einer INF dquivalent. (11)

Beweis von (8). Da jede Teilformel —¢ einer negAL-irreduziblen Formel ein Literal ist, sind alle negAL-irreduziblen
Formeln Negationsnormalformen.

Ein Gewicht einer Formel ¢, das Bedingung (10) in Kapitel 5 erfiillt, ist die Summe der Symbole aller Teilfor-
meln -1 oder ¢ = ¢ von ¢. Damit ist (8) nach dem ersten Verfahren, dquivalente Normalformen zu berechnen,
bewiesen.

Zur Anwendung des zweiten Verfahrens, dquivalente Normalformen zu berechnen, definieren wir NF als die
Menge aller Negationsnormalformen und interpretieren % in NF wie folgt: Fur allec € {1, T}, ® € {V,A},

@, € NFund x € At,
NF _

c c,
g Ny = 9@,

p=Nyp = M(p)vy,
-NE(L) = T,

-NE(T) = 1,

—NF(x) = -,

(=) = 9

Npvy) = M) A-N(y),
Mpny) = N(e)v-NE(y),
Mlo=1y9) = er-"(p).

Dass —=F induktiv definiert ist, folgt sofort aus der induktiven Definition von NF als kleinste Menge aussagenlo-
gischer Formeln mit folgenden Eigenschaften:

e xe At = x, x€eT,
o |, T€ET,
e ppeT = oV, pNYPpeT.

Nach Satz 5.9 ist fiir jede aussagenlogische Formel  inc’,(t) eine bzgl. der Bitalgebra zu t 4quivalente NNF, falls
fiir alle g : At — 2 die Einschrankung von ¢* : Ty (At) = A AL-homomorph ist.

Aufgabe Zeigen Sie das durch strukturelle Induktion tiber NF.

Aufgabe Zeigen Sie auch (9) und (10) durch Anwendung von Satz 5.9. Folgen Sie dem Vorgehen in Beispiel 5.10
oder im Beweis von (8).

Beweis von (11).

Sei ¢ eine KNF. Fiir alle Faktoren d von ¢ definieren wir:

neg(d) = {x € At|-xkommtindvor} = {x1,...,xm},
pos(d) = {x € At|xkommtindvor} ={yi,...,yn},
L falls neg(d) = @ = pos(d),
) (X A Axgy) falls neg(d) # @, pos(d) = @,
en =
¢ Y1V Vyp falls neg(d) = @, pos(d) # @,

XN ANXyy = 1Yy1V---Vy, sonst.

Kurz gesagt, die negativen Literale von d bilden, konjunktiv verkniipft, die Pramisse der Gentzenformel gen(d),
wihrend die Atome der positiven Literale von d, disjunktiv verkniipft, die Konklusion von gen(d) bilden.
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Aufgabe Zeigen Sie, dass ¢ zu inf(¢) dquivalent ist, wobei

inf(0) =4 /\{gen(d) |d ist Faktor von 8}. a

Zusammengefasst erhilt man eine zu einer aussagenlogischen Formel ¢ dquivalente

e NNF durch Anwendung von negAL-Gleichungen oder Faltung von ¢ in der im Beweis von (8) definierten
Normalformalgebra,

e DNF und KNF durch Anwendung von 2-Aquivalenzen auf die NNF von ¢;
o INF durch Anwendung der Funktion inf auf eine KNF von ¢.

Sei die Menge At der Atome endlich. Dann konnen wir ihre Elemente anordnen:

At ={xq,...,x,}.
Folglich gibt es fiir jede aussagenlogische Formel ¢ iiber At eine eindeutige Normalform, und zwar in der Menge
aller maximalen DNFs:

Eine DNF ¢ ist eine maximale DNF (MDNF), wenn jeder Summand von ¢ die Form f(x1) A -+ A f,(x,) hat,
wobei fiiralle 1 <i < nund x € At f;(x) € {x, ~x} gilt.

Mit Hilfe von Neutralitats-, Komplementaritéts-, Distributivitats- und Kommutativitdtsgleichungen lasst sich jede
DNF in eine BE-dquivalente MDNEF {iberfiihren. Deren Eindeutigkeit liefert das folgende — bereits oben erwdhnte
— Theorem:

Satz 6.2 Jede in der Bitalgebra giiltige unbedingte X-Gleichung ist in jeder Booleschen Algebra giiltig.
Beweis. Nach Satz 5.6 und Satz 5.12 gilt eine AL-Gleichung t = t’ genau dann in allen Booleschen Algebren, wenn
sie zur BE-Aquivalenz gehért. Es geniigt also Folgendes zu zeigen: Fiir alle t, ' € Ty (At),

t=2t = t=ppt. (12)

Wir zeigen (12) unter der Annahme, dass fiir alle MDNFs u, 1’ Folgendes gilt:

u=u = u=1u. (13)

Sei also t =2 t'. Dann erhalten wir zwei MDNFs u,u’ mit t =g u und ' =p¢ u’. Nach Satz 5.6 folgt t =2 u
und ¥ =2 o, also auch u =2 ' und damit u = u’ wegen (13). Folglich sind t und #' BE-dquivalent, womit (12)
bewiesen ist.

Den Beweis von (13) fithren wir durch Kontraposition:

Seien u und u’ zwei unterschiedliche MDNFs. Dann hat u einen Summanden, den u’ nicht hat (Fall 1), oder u’ hat
einen Summanden, den u nicht hat (Fall 2). Sei ¢ = f1(x1) A --- A fu(x,) dieser Faktor und g : At — 2 definiert
durch

gt ={xcAt|31<i<n:f=id}.
Im Fall 1 gilt g*(#) = 1 und ¢*(¥') = 0. Im Fall 2 gilt ¢*(#) = 0 und ¢g*(#') = 1. In beiden Fillen folgt
g (u) # g*(u'), also u #> u'. Q

Aufgabe Zeigen Sie unter Verwendung von (13) und Satz 5.6, dass Ty (At) und P (At) AL-isomorph sind. 0
Zur Grofie von Normalformen

Die mit negAL gebildete NNF von ¢ besteht aus hochstens zweimal so vielen Symbolen wie ¢. Bei der Transfor-
mation einer NNF zur DNF oder KNF mit Hilfe von Distributivitatsgleichungen werden Teilformeln verdoppelt.
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Finden solche Verdopplungen auf mehreren Ebenen der Baumdarstellung von ¢ statt, dann werden sie bis zu
n-mal geschachtelt, wobei n die Hohe (maximale Pfadlinge) des Baumes ist. Die DNF bzw. KNF von ¢ besteht
daher aus bis zu 2" Symbolen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass es genau 3/4!l + 1 minimale Gentzenformeln gibt. Q

6.2 Schnittkalkiil

Der aussagenlogische Schnittkalkiil ASK ist synthetisch und besteht aus zwei Regeln:
Sei ® eine Menge von Gentzenformeln.
Einfithrungsregel
m ped
Aussagenlogische Schnittregel

dHp=9pVy, DrxA¢ =y
PN =PV

@, ¢, 0, 9" € Tap(At), x € At

Jede zur Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel dquivalente Gentzenformel heifit Resolvente der bei-
den Gentzenformeln des Antezedenten. Letztere haben ein gemeinsames Atom x, das wegen der Kommutativitat
von V bzw. A nicht notwendig am Ende bzw. Anfang steht.

Eine ASK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine ASK-Ableitung von ® I~ L.

Beispiel Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {¢1, 2, ¢3, ¢4} mit

¢ = T =xVyVz
¢ = x=>yVz
3 = z=VY,
s = y= L.
® F T =xVyVz Einfilhrung von ¢;
P F x=>yVz Einfithrung von ¢;
o - T=yVz Resolvente von ¢; und ¢,
D F z=y Einfithrung von ¢3
® - T=y Resolvente von T = y V z und ¢3
o - y=>1 Einfiihrung von ¢4
o F T=1 Resolvente von T = y und ¢4 0

Satz 6.3 (Korrektheit von ASK-Ableitungen) Sei ® eine endliche Menge von Gentzenformeln.
(i) Aus ® a5k ¢ folgt @ = ¢.
(ii) Aus @ Fasx L folgt, dass P unerfiillbar ist.

Beweis von (i). Nach Satz 4.1 (iii) gilt die Behauptung, wenn die Menge P aller Paare (P, ¢) einer Menge ® von
Gentzenformeln und einer einzelnen Gentzenformel ¢ mit ® = ¢ Fasg-abgeschlossen ist (siehe Abschnitt 4.4),
wenn also Folgendes gilt:
Aus ¢ € ® folgt ® = ¢, (14)
PEe=¢pVryxundP=xNg = ¢ folgtP =g = ypVy. (15)
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(14) gilt, weil jedes Modell einer Formelmenge ein Modell jedes ihrer Elemente ist.

Es gelte also:

PEgp=ypVxund®=xA¢ =/, (16)
g+ At — 2 ist ein Modell von &, 17)
g ist ein Modell von ¢ A ¢'. (18)
Zu zeigen ist:
¢ ist ein Modell von ¢ A ¢'. (19)

Beweis von (19).
Fall 1: g(x) = 0. Wegen (18) ist g ein Modell von ¢. Wegen (16) und (17) ist g ein Modell von ¢ = ¢ V x. Also ist
g ein Modell von ¢ V x. Daraus folgt (19):

g WVY) =g () VI g"(y') =g"(¥) V20 V2g*(¢')

=8 () Vi g(x) Vg (¢) =g*(p Vx) V2gH(y) =1V2g*(y') = 1.

Fall 2: g(x) = 1. Wegen (18) ist ¢ ein Modell von ¢’. Wegen (16) und (17) ist ¢ ein Modell von x A ¢’ = ¢'. Also
ist ¢ ein Modell von ¢'. Daraus folgt (19):

vy =g(p) Vg W) =g (p)V?1=1

Beweis von (ii). Sei ® 45k L. Aus (i) folgt @ = L, also ist ® wegen (2) unerfiillbar. 1

Aufgabe Zeigen Sie, dass eine Menge von Gentzenformeln ohne _L erfiillbar ist, wenn die Schnittregel auf keine
der Formeln von ® anwendbar ist.

Geben Sie dazu eine Belegung ¢ € 24! mit ¢* (A ®) = 1 an oder schlielen Sie die Behauptung aus folgendem Satz:

Satz 6.4 (Vollstandigkeit von ASK-Widerlegungen)
Sei ® eine unerfiillbare endliche Menge von Gentzenformeln. Dann gilt ® F4¢x L.
Beweis. Wir zeigen ® F45x L durch Induktion tiber die Anzahl n der Atome von ®. Im Falln = 0ist & = {L}.
Sei x ein in @ vorkommendes Atom. Da ® unerfiillbar ist, sind wegen (4) auch
®, = {p{L/x}|pe® p{L/x} # T} und
o1 = {p{T/x}[pe® o{T/x} # T}

unerfiillbar. Da @ und @+ ein Atom weniger enthalten als @, gelten | F4s5x L und 1 F4sx L nach Indukti-
onsvoraussetzung.

Sei nx(®) die Mengen aller Gentzenformeln von @, die x nicht enthalten. Wie man leicht sieht, 14sst sich ® | bzw.
1 wie folgt darstellen:
O, ={0=09]9=0Vvxed}Unx(P), (20)

O = {9=09|xN0 =09 € DP}Unx(P). (21)
Aus (20) und @, Fygx L folgt @ Fasx L oder @ F45¢ T = x (siehe folgende Aufgabe).

Analog folgt ® 45x L oder @ F4gx x = L aus (21) und &1 45 L. Zusammengefasst gilt also 45 L oder
sowohl @ F4gx T = x alsauch ® F4g5¢ x = 1. Da L die Resolvente von T = x und x = | ist, ist | auch im
zweiten Fall aus ® ASK-ableitbar.

Aufgabe Sei @) ks 0 = 0. Zeigen Sie durch Induktion iiber die Anzahl der Schnittregelanwendungen einer
kiirzesten Ableitung von @ | - ¢ = ¢’ und unter Verwendung von (20), dass @+ ¢ = ¢ oder ® - ¢ = ' V x
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ASK-ableitbar ist. (W

Die Frage, ob eine endliche Menge ® von Gentzenformeln unerfiillbar ist. ldsst sich mit Hilfe von (7) (siehe Ab-
schnitt 6.1) entscheiden: Man bilde die DNF von A ® und priife, ob alle ihre Summanden geschlossen sind.

Einen anderen Algorithmus, der die Unerfiillbarkeit entscheidet, erhélt man wie folgt:
Fiir jede ASK-Ableitung (P F ¢4, ..., P, F ¢,) gilt offenbar 1 = P; fiiralle1 <i < n.
Dartiberhinaus gibt es nur endlich viele ASK-Ableitungen (&1 - ¢4,..., P, - ¢,,), wenn ®; endlich ist.

Um zu zeigen, dass ® unerfiillbar ist, konstruiert man nun alle ASK-Ableitungen
(OF @1,...,PF @n).

Befindet sich darunter eine mit ¢, = 1, dann gilt ® 45 L, und wir schlieffen aus Satz 6.3 (ii), dass ® unerfiillbar
ist. Andernfalls gilt offenbar @ t/4sx L, so dass aus Satz 6.4 die Erfiillbarkeit von & folgt.

6.3 Knotenmarkierte Biume

Wiéhrend mit der Schnittregel INFs transformiert werden, die aus KNFs hervorgehen, werden mit den unten
eingefiihrten Tableauregeln NNFs in Baumdarstellungen (Tableaus) ihrer DNFs {iberfiihrt. Die Summanden ei-
ner DNF entsprechen den Pfaden in der Baumdarstellung. Demnach folgt aus (7), dass eine NNF genau dann
unerfiillbar ist, wenn das Tableau ihrer DNF aus geschlossenen Pfaden besteht.

Bei der mathematischen Darstellung eines Baumes muss unterschieden werden zwischen seinen Knoten und
deren Markierung, die fiir mehrere Knoten tibereinstimmen kann.

Sei L eine Menge von Markierungen (labels). Eine Funktion ¢ : IN* — 1 4 L heifit L-markierter Baum, wenn

t(e) € L und fiir alle w € IN* und n € N Folgendes gilt:

wn+l)elL = wnel, (22)
wne€l = welL (23)

w € IN* heifit Knoten (node) von t, wenn t(w) zu L gehort. € heifst Wurzel von ¢.

Die Menge dom(t) =4, {w € N* | t(w) € L} heifft Doméne von ¢.  ist endlich, wenn dom(t) endlich ist. Beispiel
einer Baumdomane:

0 1 2 3

/\

I
00 01 02 30 31
/\ /I\
300 301 310 311 312

|
3000 3001 3002 3003 3004 3120

Jedes Element von dom(t) identifiziert eindeutig einen Knoten von t. (22) driickt aus, dass jeder Knoten aufler der
Waurzel einen Vorgéanger in t hat. (23) erlaubt die eindeutige Identifizierung von Geschwisterknoten.

Tree(L) bezeichnet die Menge aller L-markierten Baume.
Sei t € Tree(L) und w € IN* mit #(w) € L.

t' € Tree(L) mit /' (v) = t(wvo) fiir alle v € IN* heist Unterbaum von t mit Wurzel w. Ist w € N, dann ist ¢’ ein
maximaler Unterbaum von ¢. w € IN* heif$t Blatt von ¢, wenn fiir alle n > 0 t(wn) = * ist.
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Die Prifixrelation < auf IN* ist wie folgt definiert: Fiir alle v, w € IN¥,
VS w <y esgibtu € N* mitou = w,
V<w Sgp v<wundv F w.
Ist v < w, dann heif3t w von v aus erreichbar.
Ist v < w, dann heifit v Vorgidnger von w und w Nachfolger von v.
leaves(t, w) bezeichnet die Menge aller von w aus erreichbaren Blitter von ¢.
path(v,w) =g {u € N* | v <u < w} heifit Pfad oder Weg von v nach w.

< tibertrédgt sich auf Baume wie folgt und heifit dort Subsumptionsrelation: Fiir alle L-markierten Baume f und
t,
t <t Gy firallew e f~1(L), t(w) = '(w).

6.4 Tableaukalkiil

Ein (aussagenlogisches) Tableau ist ein endlicher Baum ¢, dessen Knoten mit aussagenlogischen Formeln markiert
sind. ¢ reprasentiert die aussagenlogische Formel

form(t) = \/{\ path(e,w) | w ist ein Blatt von t}.

Da die Summe der Langen aller Pfade eines Baums ¢ i.d.R. grofier ist als die Anzahl aller Knoten von ¢, ist die
Darstellung einer aussagenlogischen Formel als Tableau platzsparender als die Formel selbst.

Sei ¢ eine NNF. Eine Folge (t1,...,t,) von Tableaus heifit (aussagenlogische) Tableau-Ableitung von ¢, aus ¢,
wenn

o t; ein mit ¢ markiertes Blatt ist,
e fiiralle1 <i < n t;;1 durch Anwendung einer Tableauregel (siehe unten) aus ¢; gebildet ist,

o 1, gesittigt (saturated) ist, d.h. auf t,, ist keine Tableauregel anwendbar, m.a.W.: form(t, ) ist eine DNF.

Enthalt form(t,) eine geschlossene Konjunktion, dann heif8t (¢4, ..., t,) Tableau-Widerlegung.
Wir schreiben ¢ 7 ¢, falls es eine Tableau-Ableitung von t aus ¢ gibt.

Aussagenlogische Tableauregeln Sei t ein Tableau und w ein Knoten von t. Wir nennen ihn den Redex der
jeweiligen Regelanwendung, die ¢ in das neue Tableau ¢’ transformiert.

e \/-Regel Seit(w) = ¢ V . Fiir alle u € IN¥,

T falls u = w,
falls u = v0 und v € leaves(t, w),
P falls u = v1 und v € leaves(t,w),

t(u) sonst.
e A-Regel Seit(w) = ¢ A . Fiir alle u € IN¥,

T falls u = w,

Y (1) =ar falls 1 = v0 und v € leaves(t,w),
P falls # = v00 und v € leaves(t, w),

t(u) sonst.

Anschaulich gesprochen, bildet die V- bzw. A-Regel t’ aus t, indem sie den Knoten w mit T markiert sowie ¢ und
1 parallel bzw. hintereinander an alle von w aus erreichbaren Blétter von t anhédngt.
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Aufgabe Die Gleichungen von negAL legen weitere Tableauregeln nahe, die zusammen mit den vier obigen nicht
nur NNFs, sondern beliebige aussagenlogische Formeln verarbeiten konnen. Wie lauten die zusatzlichen Regeln?

Satz 6.5 (Korrektheit aussagenlogischer Tableau-Ableitungen)

Sei g 7 t.

(i) @ =2 form(t).

(ii) Alle Summanden von form(t) sind geschlossen. Dann ist ¢ unerfiillbar.

Beweis. (i): Sei (t1,...,t,) eine Tableau-Ableitung von t aus ¢. Dann ist form(t;) = ¢ und t, = t. Es geniigt also
zu zeigen, dass fliralle 1 <i <mn

form(t;) und form(t;;1) in der Bitalgebra dquivalent sind. (19)

Aufgabe Zeigen Sie (19).

(ii): Da form(t) eine DNF ist, folgt aus (7), dass form(t) unerfiillbar ist. Also ist wegen (i) auch ¢ unerfiillbar. 1

Satz 6.6 (Vollstandigkeit aussagenlogischer Tableau-Widerlegungen)

Eine NNF ¢ sei unerfiillbar. Dann gibt es ein Tableau t mit ¢ - t und der Eigenschaft, dass form(t) keine offene
Konjunktion von Literalen enthalt.

Beweis. Wiederholte Anwendungen der Tableauregeln fithren von ¢ (als einknotigem Tableau f) zu einem ge-
séttigten Tableau ¢, weil jede Regelanwendung die Knotenanzahl eines Tableaus zwar erhoht, die Gesamtzahl
der Vorkommen von V und A jedoch verkleinert, so dass irgendwann ein Tableau ohne diese Symbole, also ein
gesattigtes Tableau ¢, erreicht ist.

Sei ¢ unerfiillbar. Aus Satz 6.5 (i) folgt, dass ¢ und ¢ in der Bitalgebra dquivalent sind, womit sich die Unerfiill-
barkeit von ¢ auf form(t) tibertragt. Da t geséttigt und form(t) unerfiillbar ist, folgt aus (7), dass alle Summanden
von form(t) geschlossen sind. Q

Erfiillbarkeitstest fiir aussagenlogische NNFs
Sei ¢ eine NNF. Wende Tableauregeln in beliebiger Reihenfolge auf ¢ an, bis ein geséttigtes Tableau ¢ erreicht ist.
Priife, ob form(t) eine offene Konjunktion von Literalen enthilt.

Wenn ja, ist form(t) — wegen (6) — erfiillbar. Wenn nein, ist form(t) — ebenfalls wegen (6) — unerfiillbar. Aus Satz 6.5
(i) folgt, dass sich die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit von form(t) auf ¢ tibertragt.

Jede in form(t) enthaltene offene Konjunktion ¢ A - - - A ¢, von Literalen liefert eine Belegung g, die form(t), also
1 falls ; € At,

auch g erfiillt: Sei1 < i < n. Setze g(¢;) =
0 sonst.

Effizienter wird der Test, wenn man nicht erst im gesittigten Tableau nach offenen Konjunktionen sucht, sondern
schon vorher Teiltableaus entfernt, deren Pfade komplementire Literale enthalten. Dazu muss der Kalkiil um
folgende Regeln erweitert werden, die alle Unterbdume ' von t durch ein Blatt mit der Markierung L ersetzen,
sofern die Wurzel w von ' mit einem Literal ¢ und ein Vorginger von w in  mit dem zu ¢ komplementiren
Literal markiert ist:

e Atomregel Seit(w) = ¢ € At. Furalle u € N*,

L fallsu > wund t(u) = —g,
t'(u) =gef § * falls es v > w gibt mit {(v) = g und u > v,

t(u) sonst.
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e Literalregel Seif(w) = —¢ und ¢ € At. Fiir alle u € IN¥,

€L falls v > wund t(u) = ¢,
t'(u) =g { * falls es v > w gibt mit #(v) = g und u > v,

t(u) sonst.

AufBlerdem ist in der V- und der A-Regel die Menge leaves(t, w) der von w aus erreichbaren Blatter von t auf die-
jenigen zu beschrédnken, die nicht mit | markiert sind.

Schliefilich wird der Erfiillbarkeitstest fiir NNFs zu einem Erfiillbarkeitstest fiir beliebige aussagenlogische For-
meln, wenn er die oben erwédhnten, aus den Gleichungen von negAL gebildeten Tableauregeln mitverwendet.

Beispiele
1. Sei At = {x,y,z,x1,y1,21,x2}. & Erfiillbarkeitstest der Formel
(((xAy)Vz)Ax1)VylVvzlV —x2

Die Formel ist allgemeingiiltig, da das letzte Tableau der Ableitung kein mit false markiertes Blatt enthilt.
2. Sei At = {x,y,z}. = Erfillbarkeitstest der Formel

(xA(yVx)A(y=x)V(EA(-xAy)V-y))

Aus den mit false markierten Blattern des letzten Tableaus der Ableitung ergibt sich, dass ¢ € 24! die Formel
genau dann erfiillt, wenn g(x) = 1 und g(y) = O ist.

Wer selbst solche Tableau-Reduktionen erzeugen will, installiere Haskell, lade das Painter-Paket herunter, star-
te ghci mit Tableau.hs und berechne Tableaus fiir aussagenlogische Formeln wie 1. und 2. durch entsprechende
Aufrufe der Haskell-Funktion reduceTab (siehe Beispiele am Ende von Tableau.hs).

6.5 Highlights

Signatur der Aussagenlogik: AL={1,T:0—1, -:1—=1, V,A,=:2— 1}

Semantik der Aussagenlogik: AL-Algebra mit Tragermenge 2 = {0,1} (“Bitalgebra”) und folgender Interpretati-
on von AL:

12 =0

T2 =1,

-2 = Abl1-b,

A2 = min,

V2 = max,

=2 = A(b,c)max(1—b,c) = x(Z).

¢, € Ty (X) sind dquivalent, wenn die AL-Gleichung ¢ = 1 in der Bitalgebra giiltig ist.
g At — 2 erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: ¢ = ¢, wenn ¢*(¢) = 1 gilt.
Unerfiillbarkeitssatz: i folgt genau dann aus ¢, wenn ¢ A = unerfiillbar ist.

Eine Boolesche Algebra ist eine AL-Algebra, die folgende AL-Gleichungen erfiillt:

xV(yVvz)=(xVy)Vz xAyAz)=(xAy)Az (Assoziativitit)
xVy=yVux YANYy=yAx (Kommutativitat)
xV(xAy) =x xA(xVy)=x (Absorption)
xVyAz)=(xVy)A(xVz) xA(yVz)=(xAy)V(xAz) (Distributivitit)
xVox=T xA-x=1 (Ausloschung)


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabAL1Reduction.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabAL2Reduction.html
https://www.haskell.org
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/Painter.tgz
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Atome heiflen auch positive Literale, Formeln —¢ mit ¢ € At negative Literale.
Eine Disjunktion von Konjunktionen paarweise verschiedener Literale heifit disjunktive Normalform (DNF).
Eine Konjunktion von Disjunktionen paarweise verschiedener Literale heifSt konjunktive Normalform (KNF).

Satz 6.1 (9) und (10): Jede aussagenlogische Formel hat dquivalente DNFs und KNFs, wobei BE die Menge der
obigen zehn Gleichungen ist.

Eine Disjunktion oder Konjunktion von Literalen ¢, ..., ¢, heifst geschlossen, wenn es 1 < i,j < n gibt mit
Pi =79

Eine KNF (DNF) ¢ ist genau dann allgemeingiiltig (unerfiillbar), wenn alle ihre Faktoren (Summanden) geschlos-
sen sind.

T sowie jede Implikation ¢ = 1 mit folgenden Eigenschaften heifst Gentzenformel iiber At (englisch: sequent):

o ¢ = T oder ¢ ist eine Konjunktion paarweise verschiedener Atome,

e ) = 1 oder ¢ ist eine Disjunktion paarweise verschiedener Atome.

Eine Gentzenformel heif$t minimal, wenn in ihr kein Atom zweimal vorkommt.
Eine Konjunktion von Gentzenformeln heifst implikative Normalform (INF).
Satz 6.1 (11): Jede aussagenlogische Formel hat eine BE-dquivalente INF.

Der aussagenlogische Schnittkalkiil ASK besteht aus den in Abschnitt 6.2 angegebenen zwei Regeln zur Trans-
formation aussagenlogischer Gentzenformeln. Die Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel heifst Resol-
vente.

Eine ASK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine ASK-Ableitung von ® - L.

Korrektheit und Vollstindigkeit von ASK-Ableitungen bzw. -Widerlegungen (Sétze 6.3 und 6.4): Fiir endliche
Mengen ® aussagenlogischer Gentzenformeln gilt:

Aus l_ASK 17U fOlgt 2] |: IIJ

@ 451 L gilt genau dann, wenn @ unerfiillbar ist.
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7 Modallogik

Wiéhrend mit Aussagen- und Préadikatenlogik tiberall dasselbe gemeint ist, gibt es sowohl von der Syntax her
als auch bzgl. der Semantik viele Modallogiken (siehe unten). Allen gemeinsam ist die Moglichkeit, Formeln in
Abhéngigkeit von verschiedenen Zustdanden, Situationen, Welten, etc., auszuwerten. Die (Unterschiede zwischen
den) Welten sind entweder in der Realitdt bereits vorhanden oder — und so wird Modallogik am hiufigsten in
der Informatik angewendet — werden im Rahmen eines Hardware- oder Softwareentwurfs entwickelt. Dann be-
schreiben, anschaulich gesprochen, verschiedene Zustdnde verschiedene Gedichtnisinhalte.

Nehmen wir eine Zahltaste eines Handys, die je nachdem wie oft sie gedriickt wird, die Buchstaben A, B oder C
anzeigt. Wie funktioniert das? Jeder Druck auf die Taste bringt das Handy in einen neuen Zustand. Die Giiltigkeit
elementarer Aussagen wie “A wird angezeigt” oder “B wird angezeigt” hangt vom aktuellen Zustand ab, der
selbst vom Vorgangerzustand abhangt, usw.

Deshalb wird die Bedeutung einer modallogischen Formel nicht nur von einer zustandsabhingigen Belegung
der Atome bestimmt, sondern auch von einer Transitionsfunktion, die allen im jeweiligen System moglichen
Zustandsiiberginge definiert.

Die hier behandelte Modallogik baut direkt auf der Aussagenlogik auf und erweitert diese um die einstelligen
modalen Operationen < (diamond) und O (box), die es erlauben, Aussagen zu formulieren, deren Giiltigkeit im
gegenwdrtigen Zustand von der Giiltigkeit einer anderen Aussage in zukiinftigen Situationen bestimmt wird.

Sei ML =ALU{O,¢:1— 1}
Ein ML-Term iiber At heifit modallogische Formel iiber At.

Die Bedeutung modallogischer Formeln hingt ab von einer Kripke-Struktur genannten Funktion
KC : State — (P (State) x P(At)),

die jedem — manchmal auch “Welt” genannten — Zustand s € State dessen direkten Folgezustidnde sowie die
Atome zuordnet, die s erfiillt.

Wegen Isomorphie (14) fiir n = 2 (siehe Kapitel 3) kann K geschrieben werden als Produktextension (6, ) zweier
Funktionen
0 : State — P (State) und B : State — P (At).

¢ heifit auch Kripke-Rahmen oder Transitionsfunktion von K und bestimmt die Interpretation der modalen
Operationen von ML, wihrend B die Belegung gi (s.u.) der Atome in P (State) festlegt.

Kripke-Strukturen und andere zustandsbasierte Modelle sind — im Gegensatz zu induktiv definierten Mengen —
black-box-Modelle, weil der Aufbau ihrer einzelnen Elemente verborgen bleibt. Die Identitdt eines Zustands kann
nur durch Beobachtung seines Verhaltens ermittelt werden, das hier durch § und J bestimmt wird.

An die Stelle der Bitalgebra mit Tragermenge 2, auf der wir die Semantik aussagenlogischer Formeln aufgebaut
haben, tritt jetzt eine ML-Algebra mit Tragermenge P (State), die wir Pow(d) nennen, weil die Interpretation der
Signatur ML in dieser Algebra nicht nur von State, sondern auch von 6 abhangt:
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Fiir alle S, S’ C State,

1P — @,
TPw®) —  State,
—Pow®)(§) = State\ S,
APow(d) (5,8') = Sng,
vPw() (5,6 = suUS,
—Pow®) (5,6/) = (State\S)US’,
oPw@)(S) = {s & State | 5(s) C S} = {s € State | Vs' € §(s) : s’ € S},
OPowd)(S) = {s e State|6(s)NS # @} = {s € State | Is' € 5(s) : s' € S}.

B bestimmt die Belegung ¢y : At — P(State), unter der modallogische Formeln in Pow(J) — durch Anwendung
der aus gic abgeleiteten Auswertungsfunktion gy- (siehe Kapitel 5) — ausgewertet werden:
Fir alle x € At und s € State,

2x(x) =4 {5 € State| x € B(s)}.

inc
At At

Ty (At)

8K 8k
P (State)

Sei ¢ € Ty (At) und s € State. Das Paar (¢, s) heiflit Zustandsformel.
(KC,s) ist ein Modell von ¢, geschrieben: K |=; ¢, wenn s zu gi-(¢) gehort, in Worten: wenn ¢ im Zustand s gilt.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aquivalenz modallogischer Formeln
wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der zugrundeliegende semantische Bereich D durch die Menge al-
ler Paare gegeben ist, die aus einer Kripke-Struktur K : State — (P (State) x P(At)) und einem Zustand s € State
bestehen.

Aufgabe Zeigen Sie (1)-(4) aus Kapitel 6 fiir modallogische Formeln. a

KC = (4, B) heiit endlich verzweigt (finitely branching), wenn fiir alle s € State die Menge J(s) endlich ist.

K = (4, B) heifst modal gesittigt (modally saturated), wenn fiir alle s € State und ® C Ty (At) eine der beiden
folgenden dquivalenten Bedingungen gilt (vgl. [5], Def. 53; [9], Def. 6.9; [11], Def. 5 und Lemma 3):

Vied(s)Ioe®: K= ¢ = Esgibteine endliche Teilmenge & von ® mit K =, oV ®'. (1)
Fiir alle endlichen Teilmengen @' von @ gilt £ = CA P = Ftcd(s)VoeP: K = ¢. ()

(2) ist tatsdchlich die Kontraposition von (1) - wenn @ in (2) durch {—¢ | ¢ € ®} ersetzt wird.

IC endlich verzweigt = € modal gesattigt: Ist K endlich verzweigt und gilt die Pramisse von (1), dann ist 4(s)
endlich und fiir alle t € §(s) gibtes ¢ € ® mit K |=¢ ¢;. Also erfiillt &' = {¢; | t € §(s)} die Konklusion von (1).

7.1 Ubersetzung modallogischer in aussagenlogische Formeln

Ist I endlich verzweigt, dann lasst sich die Frage, ob K eine modallogische Formel ¢ im Zustand s erfiillt, dadurch
beantworten, dass man die Zustandsformel (¢, s) in eine aussagenlogische Formel iiber At x State tibersetzt und
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anschliefend in der Bitalgebra auswertet. Der Ubersetzer
mi2al : Tyy (At) x State — Tap (At x State)
ist wie folgt induktiv definiert:
Fiir alle x € At,s € State,c € {L, T}, @ € {V,A,=}und ¢, € Ty (At),
ml2al(x,8) = (x,s),
ml2al(c,s) = ¢,
ml2al(—g@,s) = -ml2al(g,s),
mi2al(p @ ¢,s) = ml2al(g,s) @ ml2al(y,s),
ml2al(Oe,s) = NA{ml2al(¢,s")|s €d(s)},
ml2al(C g, s) V{mi2al(¢p,s") | s’ € 6(s)}.
S
ml2al
ML > AL
X X X3 s %> X3
St %2 83
Zustandsformel Gber At aussagenlogische Formel
= (ML-Term Uber At, Zustand) (= AL-Term)
Uber At x State
Auf semantischer Ebene wird eine Kripke-Struktur K in die aussagenlogische Belegung
hic =g uncurry(x ogi) : At x State — 2
transformiert.
Satz 7.1 (Korrektheit von ml2al)
Fiir alle Kripke-Strukturen K mit Zustandsmenge State, s € State und modallogischen Formeln ¢ gilt:
KlEse < hil=ml2a(e,s), (1)

in Worten: KC erfiillt die modallogische Formel ¢ im Zustand s genau dann, wenn die aussagenlogische Belegung
hic die aussagenlogische Formel mi2al(¢,s) erfiillt.

Beweis. Seis € State. Nach Definition der modal- bzw. aussagenlogischen Erfiillbarkeitsrelation ist (1) dquivalent

zu:

s € gi(p) & hi(ml2al(gp,s)) = 1. 2
Wir zeigen (2) durch strukturelle Induktion iiber Ty (At).
Fur alle x € At,
s€gr(x) & segr(x)

& hi(ml2al(x,s)) = hy-(x,s) = uncurry(x o gx)* (x, )

= uncurry(x o g )(x,8) = (x 0 gx)(x)(s) = x(gx(x))(s) = 1,
se€ge(l) =0 & hi(ml2al(L,s)) = hy(L) =0,
s € gx(T) = State & hy-(ml2al(L,s)) = h(T) = 1.
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Fiir alle OBURS TML(At>,

s € 8k(m9) & s € State\ gi-(¢)
& hi(ml2al(—g,s)) = hi(~ml2al(@,s)) = 1 — hy-(ml2al(¢,s)))
ind;typ. 1-0=1,
sc8klony) < scgile)Ngi(y)
& hi(ml2al(@ ANp,s)) = hy-(ml2al(@,s) Ami2al(y,s))
= min{hy-(ml2al(¢,s)), hy-(ml2al(¢p,s))} . 2up- 1,

scgkloVy) & scgile)Ugi(y)
& hi(ml2al(e Vv ,s)) = hy-(ml2al(@,s) V mi2al(y,s))

= max{hy(ml2al(¢,s)), hy-(ml2al(y,s))} nd Jyp- 1,

s€ 8l =Y) & sc (State\ gi(¢)) Ugic(¥)
& h(ml2al(¢ = ¢,s)) = hi(ml2al(¢@,s) = mi2al(y,s))

= max{1 — hi-(ml2al(¢,s)), h(ml2al(p,s))} nd_hyp- 1,
s € 8k (09) & 4(s) Cgk(9) & Vs' €d(s):s" € gi(y)
& hi(ml2al(0g,s)) = hi-(A{ml2al(¢,s") | s" € 5(s)})
= min{l(mi2al(g,s)) | 8" € 5(s)} "L min{1,...,1} =1,

SEGE(Cp) & d(5)Ngi(9) #D & Is' €4(s) :s' € gk(o)
& hi(ml2al(Og,s)) = h}‘c(\/{mZZal((p,'s’) |s" €d(s)})

= max{hi(ml2al(¢,s')) | s’ € 6(s)} nd_Lyp- max{...,1,...}=1. QO

Beispiel 7.2 “Murmelspiel”
Sei State = 23, At = {x1,%2,x3}, K = (3, B) : State — P(State) x P(At) mit

5(001) = {100,010}, 6(010) = {001,110}, 5(100) = {110,010},
5(110) = {001,101}, 6(101) = {010,110}, 5(000) = 5(011) = 5(111) = @

und fiir alle ayaas € State, B(ayaa3) = {x; | a; = 1, 1 < i < 3}. Die Werte von xq, X2, x3 reprasentieren die
jeweiligen Stellungen dreier Weichen auf dem Weg einer Murmel (siehe [38], Abschnitt B 5.1).

001 I=x_3

100 I=x_1 0101=x_2
~_ 7

110 1=x_1,x_2

4101 I=x_1,x_3

Von v Expander?2 erzeugter Transitionsgraph von K inkl. die Zustinde erfiillende Atome


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Expander2.html
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Dann gilt

mi2al(O<COx3,001)
= ml2al(<0Ox3,100) V mi2al(<G0Oxs, 010)
= ml2al(0x3,110) vV ml2al(0Ox3,010) V mi2al(Ox3,001) V ml2al(0x3, 110)
= ml2al(Ox3,110) V ml2al(0x3,010) V ml2al(0x3,001)
= ml2al(x3,001) A mi2al(x3,101) V mi2al(x3,001) A ml2al(x3,110)
V ml2al(x3,100) A ml2al(x3,010)
= (x3,001) A (x3,101) V (x3,001) A (x3,110) V (x3,100) A (x3,010) (3)

Die o.g. Belegung /ijc : At x State — 2 (s.0.) hat hier folgende Werte: Fiir alle 1 <i < 3 und ajayas € State,

(gxc(xi))(araza3) = x({b1babs € State | x; € B(b1babs)})(a1a2a3)

hic (x;, a1a2a3) = uncurry(x o gic) (x;, araza3) = (x o gx ) (x;)(a1a2a3)
= x({b1bobs € State | b; = 1})(ayaza3) = a;. (4)

X
X
Daraus folgt:

i (ml2al(&O0x3,001))

® 11z, ((x3,001) A (x3,101) V (x3,001) A (x3,110) V (x3,100) A (3, 010)

= h-(x3,001) A2 hi-(x3,101) V2 hi(x3,001) A2 hi(x3,110)
V2 h-(x3,100) A2 h-(x3,010)

= hic(x3,001) A2 Iy (x3,101) V2 Iy (x3,001) A2 by (x3,110)
V2 hi (x3,100) A2 B (x3,010)

@ 1A21v21A20v20 20 = 1.

Also ist (K,001) nach Satz 7.1 ein Modell von &<O0xs.

001
100 010
NN
110

101

Transitionsgraph von K mit griiner Markierung aller Zustiinde von IC, die GO DOx erfiillen, also aller Elemente von
gk (O0Ox3)

Das Beispiel ist typisch fiir die Bildung vieler Zustandsmengen: Jeder Zustand ist ein Tupel von Werten (hier: 0
oder 1) einzelner Atome (hier: x1, x, oder x3). Man nennt solche Atome auch Zustandsvariablen.

Die Transitionsfunktion J lasst sich dann auch als Flussgraph darstellen, dessen Pfade von der Wurzel zu einem
Blatt alle moglichen Zustandsdnderungen wiedergeben, und zwar in Form der Zuweisungen auf dem jeweiligen
Pfad. Im Beispiel sieht der Flussgraph folgendermaflen aus:
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|x1 = not(x1)| |x1 = not(x1)| |x2 = not(x2)| |x2 = not(x2)|

!

x3:=o| |x3:=1|

W]

Aufgabe Sei K : State — (P (State) x P(At)) eine Kripke-Struktur und x,y € At. Zeigen Sie, dass die ML-Algebra
Pow(d) alle in der Bitalgebra giiltigen AL-Gleichungen und dariiberhinaus folgende ML-Gleichungen erfiillt:

-Ox = 0 -0x = Ox (negM)
OxVy)=0xVOy 0O(xAy)=0xA0y (distDia / distBox)

Eine modallogische Formel heifst Negationsnormalform iiber At (NNF), wenn = in ihr nicht vorkommt und —
nur direkt vor Atomen.

Der Beweis von Satz 6.1 (8) lasst sich leicht zu einem Beweis dafiir fortsetzen, dass jede modallogische Formel
tiber At zu einer NNF (BE U negM)-dquivalent ist.

7.2 Tableaukalkiil

Fortan nennen wir eine Zustandsformel (¢, s) Zustandsatom bzw. Zustandsliteral, wenn ¢ ein Atom bzw. Literal
ist.

K = (6, B) erfiillt eine Transition (s,s’), geschrieben: KU |= (s,5"), wenn s’ zu §(s) gehort.

Die Erweiterung des aussagenlogischen Tableaukalkiils um Regeln fiir die modalen Operationen ¢ und O dient
dem Beweis der Erfiillbarkeit einer gegebenen Zustandsformel. § wird schrittweise im Laufe des Ableitungspro-
zesses aufgebaut.

Demgegentiber geht Model checking von einer Kripke-Struktur X aus und priift die modallogischer Formeln
fiir genau diese Kripke-Struktur. Hier kann der Tableaukalkiil dazu dienen festzustellen, ob es fiir eine gegebene
Formel ¢ tiberhaupt einen Zustand s mit K =5 ¢ geben kann. Diese Frage ldsst sich allerdings i.d.R. einfacher
beantworten, indem man gj-(¢) auf Leerheit testet.

Der Tableaukalkiil wird deshalb eher in einem Szenario angewendet, in dem die Details der vom Kalkiil konstru-
ierten Kripke-Struktur keine Rolle spielen. Dann werden 0O und < meistens auch ohne direkte Verwendung einer
Transitionsfunktion interpretiert; stattdessen werden O¢ und < ¢ als Moglichkeit bzw. Notwendigkeit der Giiltigkeit
von ¢ betrachtet.

Sei State eine mindestens abzédhlbar unendliche Menge von Zustidnden. Fiir alle Zustandsformeln ¢ nennen wir
den Ausdruck box(¢) eine besuchte Box-Formel.

Ein (modallogisches) Tableau ist ein endlicher Baum ¢, dessen Knoten mit T, einer Transition, einer Zustandsfor-
mel oder einer besuchten Box-Formel markiert sind (siehe Knotenmarkierte Biume).

Ein Knoten w von t heifit geschlossen, wenn es zwei Knoten u < w und v < w gibt mit 71 (f(u)) =2 —7y(t(v))
und 715 (t(11)) = 72(t(v)). w heiflt offen, wenn w nicht geschlossen ist.
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t heiflt geschlossen, wenn alle Blitter von ¢ geschlossen sind. t heifSst offen, wenn f nicht geschlossen ist.

Eine Kripke-Struktur K erfiillt ¢, geschrieben: /C |= f, wenn es ein Blatt w von ¢ gibt mit K |= ¢ fiir alle Zustands-
formeln und Transitionen ¢ € t(path(e, w)).

Eine Folge (11, ..., t,) von Tableaus heifit (modallogische) Tableau-Ableitung von ¢, aus f;, wenn

e 1 ein mit einer Zustandsformel markiertes Blatt ist,
o fiiralle1 < i < n t; durch Anwendung einer Tableauregel (siehe unten) aus ¢; 1 gebildet ist,
o 1, gesittigt (saturated) ist, d.h. auf ¢, ist keine Tableauregel anwendbar, m.a.W.: alle noch nicht besuchten
Zustandsformeln von £, sind Zustandsliterale.
Ist t, geschlossen, dann heifit (1, ..., t,) Tableau-Widerlegung.
Wir schreiben f - 1, falls es eine Tableau-Ableitung von #' aus t gibt.
Fiir alle s € State und w € IN* sei

boxes(s,t,w) = {¢ € Tyr(At) | es gibtv < wmitt(v) = box(¢,s)},
suces(s, t,w) = {s’ € State|es gibtv < wmitt(v) = (s,5')}.

e ¢ gehort genau dann zu boxes(s, t, w), wenn box(s, ¢) einen Vorgédnger von w markiert.

e s’ gehort genau dann zu succes(s, £, w), wenn (s,s”) einen Vorginger von w markiert.

Modallogische Tableauregeln Sei t ein Tableau und w ein Knoten von ¢. Wir nennen ihn den Redex der jeweili-
gen Regelanwendung, die t in das neue Tableau ' transformiert.

o V-Regel Seit(w) = (¢ V ¢,s). Fir alle u € IN¥,

T falls u = w,
(¢,s) fallsu =00 und v € leaves(t, w),

t'(u) =gef
(,s) fallsu = vl und v € leaves(t, w),

t(u)  sonst.
e A-Regel Seit(w) = (¢ A, s). Firalle u € IN¥,
T falls u = w,

(¢,s) fallsu =v0und v € leaves(t, w),

t'(u) =
() =ag (,s) fallsu = v00 und v € leaves(t, w),
t(u)  sonst.

e O-Regel Seit(w) = (Cg,s) und s’ € State komme in ¢ nicht vor. Fiir alle u € IN*,
T falls u = w,

s,8 alls u = v0 und v € leaves(t,w),

! fall 0 und l

) =, (¢,s") falls u = v00 und v € leaves(t, w),
o (¢;,8') falls u = 0000, v € leaves(t,w),

{@1,..., @u} =boxes(s,t,v) und 1 <i <n,

t(u) sonst.
e [-Regel Seit(w) = (Og,s). Fur alle u € N*,
box(¢,s) fallsu =w,
(@,s:) falls u = 00, v € leaves(t, w),
{s1,...,8n} = succs(s,t,v)und 1 <i <n,

t(u) sonst.
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Aufgabe Die Gleichungen von negAL und negM legen weitere Tableauregeln nahe, die zusammen mit den beiden
obigen nicht nur NNFs, sondern beliebige modallogische Formeln verarbeiten konnen. Wie lauten die zuséatzli-
chen Regeln?

Lemma 7.3 Ein gesittigtes Tableau f ist genau dann erfiillbar, wenn es offen ist.

Beweis. Sei t erfiillbar. Dann gibt es eine Kripke-Struktur
KC : State — P (State) x P(At)

und ein Blatt w von ¢, das von K erfiillt wird.
Seien ® = {(x1,51),... (¥m,5m)} und {(=y1,5}),...,(—yn,s,)} die Mengen der positiven bzw. negativen Zu-
standsliterale von f(path(e, w)). Dann gilt fiiralle 1 <i < m,
8k (xi)(si) = gk (xi) (i) = 1,
und fiiralle1 <i <mn,
~(gxc () (s) = (g (i) (s7)) = gk (~wi)(s}) = 1,
also g (yi)(s!) = 0. Daraus folgt, dass @ und {(y1,5}), ..., (u,s),) } disjunkt sind.

Fiir alle Knoten u < wund v < w, s € State und Literale ¢, mit t(u) = (¢,s) und t(v) = (¢,s) gilt demnach
@ # . Also ist t offen.

Sei t offen. Dann gibt es ein Blatt w von t mit der Eigenschaft, dass fiir je zwei Knoten u < wund v < w, s € State
und ein Literal ¢ mit t(u) = (¢,s) und t(v) = (¢,s) ¢ # — gilt.

Seien R; die Menge der Transitionen und Ry, = {(x1,51), ... (%m,Sm)} und
{(=y1,51), ..., (=yn,s,)} die Mengen der positiven bzw. negativen Zustandsliterale von t(path(e, w)).

Sei K = (mkfun(Ry), mkfun(R; ")) (siehe Isomorphien). Wir zeigen, dass K t erfiillt. Da t offen ist, sind 8 und
{(1,5}), ..., (yn,s,) } disjunkt. Daraus folgt fiiralle 1 < i < m,

S (xi)(si) = gre(xi)(si) =1,
und fiiralle1 <i <mn,
gk (i) (sh) = =2 (g (i) (1) = —*(gx (i) (7)) = =*(0) = 1.

Also erfiillt I alle Formeln von t(path(e, w)), d.h. KC erfiillt t. a

Fiir alle Tableaus t, t’ definieren wir:

= t(w) falls t(w) Zustandsliteral ist,
t<t' &g firallew € N*, '(w) ¢ € {t(w),box(p,s)} fallst(w) = (Og,s),
e {t(w), T} sonst.

Sei (t1,...,ty) eine Tableau-Ableitung. Da jede Anwendung einer Tableauregel keine Knoten entfernt, sondern
hochstens neue Knoten an vorhandene Bldtter anhdngt, gilt f; < ;4 fiiralle1 <i < n.

Satz 7.4 (Korrektheit modallogischer Tableau-Ableitungen)
Sei £ = (4, B) eine Kripke-Struktur.
(i) Aust b7t und K |= t folgt K = #'.

(ii) Sei ' geschlossen. Dann ist t unerfiillbar.
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Beweis. (i): Sei (t1,...,t,) eine Tableau-Ableitung von t' aus t. Wir zeigen, dass fiiralle 1 < i < n K = t;;1 aus
K = t; folgt.

Sei IC |= t;. Dann gibt es ein Blatt v von ; derart, dass K alle Zustandsformeln und Transitionen von ¢;(path(e, v))
erfiillt. Ist v auch ein Blatt von t; 1, dann folgt K = t; 1 aus t; < t;,4.

Andernfalls gilt w < v fiir den Redex w der Regelanwendung, die von ¢; zu t; 1 fithrt, und es gibt einen Teilbaum
ty von t;, 1, der das Blatt v von ¢; ersetzt.

Angenommen,

es gibt ein Blatt ¢’ von t, derart, dass K alle Zustandsformeln 1)

und Transitionen von t, (path(e, v')) erfiillt.

Dann erfiillt K auch alle Zustandsformeln und Transitionen von t;, 1 (path(e, v')).
Also gilt I = t1.
Zu zeigen bleibt (1).
Fall 1: t; 11 wurde durch Anwendung der VV-Regel aus t; gebildet. Dann gilt fiir alle u € IN¥,

(¢,s) fallsu =0,

ty (1) =af § (¢,5) fallsu =1,

ti(u) sonst.
Aus K = ti(w) = (¢ V ¢,s) folgt K |= (¢,5) = t,(0) oder K = (¢,5) = t,(1). Also gilt (1) fiir v/ = 0 oder v/ = 1.
Fall 2: t;;1 wurde durch Anwendung der A-Regel aus t; gebildet. Dann gilt fiir alle u € IN*,

(¢,s) fallsu =0,
to(u) =4 § (,5) fallsu =00,
t

i(u) sonst.

Aus K = ti(w) = (9 A, s) folgt K = (¢,5) = t,(0) und K |= (¢, 5) = £,(00). Also gilt (1) fiir o’ = 11.
Fall 3: t;11 wurde durch Anwendung der ¢-Regel aus t; gebildet.
Sei {¢1,...,¢n} = boxes(s,t,v). Dann gilt fiir alle u € IN¥,

(s,8") fallsu =0,
(¢,¢") fallsu = 00,
(') falls1 <i<mnundu = 000,
t

i(u sonst.

)
Aus K | tj(w) = (Og¢,s) folgt, dass es s’ € 6(s) mit K |= (¢,s") gibt. Demnach gilt £ = (s,s') = ,(0) und
K E (¢,8") = t,(00).

Seil <i<mn.Daesu <vgibtmitt;(u) = (0¢;s), gilt L = (Og;,s), also wegen (s,s') € § auch K = (¢;,s") =
t»(000%). Demnach gilt (1) fir o' = 000".

Fall 4: t; 1 wurde durch Anwendung der O-Regel aus ¢; gebildet.

Sei {s1,...,5n} = succs(s,t,v). Dann gilt fiir alle u € N*,

(p,s) fallsl<i<nundu = o,
to(1) =aef
ti(u)  sonst.
Aus K = ti(w) = (O, s) folgt, dass fiiralle s’ € 6(s) K = (¢,¢') gilt.

Seil <i<mn.Daesu <vgibtmitt;(u) = (s,s;), gehort (s,s;) zu d. Daraus folgt K |= (¢, s;). Demnach gilt (1) fiir
v = 0"
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(ii): Da t' geschlossen ist, folgt aus Lemma 7.3, dass ' unerfiillbar ist. Also ist wegen (i) auch ¢ unerfiillbar. Q

Satz 7.5 (Vollstandigkeit modallogischer Tableau-Ableitungen)

Sei (¢, s) eine unerfiillbare Zustandsformel und ein erstes Tableau wie folgt definiert: Fiir alle w € IN*,

* sonst.

t(w) = { (p,5) fallsw =¢,

Dann gibt es eine Tableau-Widerlegung (t1, ..., ).

Beweis. Wiederholte Anwendungen der Tableauregeln fithren von t; zu einem geséttigten Tableau ¢, weil jede
Regelanwendung die Knotenanzahl eines Tableaus zwar erhoht, die Multimenge der Grofien aller noch nicht
besuchten Zustandsformeln jedoch verkleinert, so dass irgendwann ein Tableau ohne solche Formeln, also ein
gesattigtes Tableau, erreicht ist, m.a.W.: es gibt eine Tableau-Ableitung (t1,...,f,). Es bleibt zu zeigen, dass t,
geschlossen ist.

Wir fithren den Beweis durch Kontraposition, nehmen also an, dass ¢, offen ist. Da t,, geséttigt ist, folgt aus Lemma
7.3, dass t, erfiillbar ist, d.h. es gibt eine Kripke-Struktur = (4, 8) mit K |= t;, also ein Blatt w von t, derart,
dass K alle Zustandsformeln und Transitionen von t, (path(e, w)) erfiillt.

Sei K = (¢, B) mit &' (s) = {s' € 6(s) | (s,5") € tu(path(e,w))} fir alle s € State. Da jede Zustandsformel von ¢,

ein Zustandsliteral ist, also keine modalen Operationen enthilt, deren Giiltigkeit von é abhdngen konnte,

erfiillt auch K’ alle Zustandsformeln und Transitionen von t,(path(e, w)). ()

Wir zeigen zunéchst durch Induktion tiber k = n — i, dass es fiir alle 1 < i < n ein Blatt v < w gibt derart, dass

K’ alle Zustandsformeln und Transitionen von t;(path(e, v)) erfiillt. 3)

Fall 1: k = 0. Dann ist i = n. Also folgt (3) aus (2).

Fall 2: k > 0. Dann ist i < n und nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Blatt v < w von t;,1 derart, dass K’
alle Zustandsformeln und Transitionen von t; 1 (path(e, v)) erfiillt. Nach Konstruktion von t; 1 aus t; gibt es ein
Blatt u < v von t;. Es bleibt zu zeigen, dass

K’ alle Zustandsformeln und Transitionen von t;(path(e, u)) erfiillt. 4)

Sei v’ < uund ti(u’ ) eine Zustandsformel oder Transition.

Fall 2.1: t;(u') = t; 1 (v'). Wegen u’ € path(e,v) folgt K" |= t;(u).

Fall 2.2: Es gibt ¢ € Ty (At) und s € State mit t;(u') = (¢,s) und t; 1 (u') = T.

Fall 2.2.1: ¢ = (¢’ V). Dann fiihrt eine Anwendung der V-Regel von #; nach t; 1, d.h. es gibt v > v mit v/ < w
und t;,1(v") € {(¢',s), (¢,5)}. Wegen v’ € path(e, w) folgt K' = (¢',s) oder K’ |= (y,s),also L' |= (¢’ V ¢, s) =
(¢,5)-

Fall 2.2.2: ¢ = (¢' A y). Dann fiihrt eine Anwendung der A-Regel von t; nach t;,1, d.h. es gibt v/,v” > v mit
v, 0" <w, ti1(v) = (¢',s) und t; 1 (v") = (¥, 5). Wegen v/, 0" € path(e, w) folgt K' = (¢',s) und K’ = (¢, ),
also ' = (¢' A, s) = (¢,9).

Fall 2.2.3: ¢ = Oy. Dann gibtes v > v, v > vund s’ € State mit o/, v" < w, t; 1(v') = (s,8') und t;11(v") =
(s', ). Wegen v/, v" € path(e, w) folgts’ € 6(s) und K' = (¢,5'), also K |= (O, s) = (¢, 5).

Fall2.3: ¢ = 0y und t;1(u') = box(¢,s).Seid(s) = {s1,...,sx}. Nach Konstruktion von K’ und (t;11 ..., t,) gibt
es uy,..., ug € ty(path(e,w)) mit t,(u;) = (¢,s;) firalle 1 < i < k. Daraus folgt K' |= (¢,s;) furallel <i <k,
also € = (Oy,s) = (¢,9).
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Da u' € path(e, u) beliebig gewéhlt wurde, haben wir (4) gezeigt, womit der Beweis von Fall 2 des Induktionsbe-
weises von (3) beendet ist.

Damit gilt (3) insbesondere fiir t1. Also erfiillt K’ die Zustandsformel t;(¢) = (¢,s). % Q

Erfiillbarkeitstest fiir modallogische NNFs
Sei (¢, s) eine NNF.

Wende Tableauregeln in beliebiger Reihenfolge auf das durch t1(e) = (¢,s) und t1(w) = x* fiir alle w € NT
definierte Tableau an, bis ein gesittigtes Tableau t erreicht ist.

Priife, ob t offen ist.

Wenn ja, ist t — nach Lemma 7.3 — erfiillbar. Wenn nein, ist t — ebenfalls nach Lemma 7.3 — unerfiillbar. Im ersten
Fall folgt aus Satz 7.5, dass (¢, s) erfiillbar ist. Im zweiten Fall folgt aus Satz 7.4 (ii), dass t1, also auch (¢, s) uner-
fullbar ist. 0

Wie im aussagenlogischen Fall wird der Test effizienter, wenn man nicht erst im geséttigten Tableau nach offenen
Bléttern sucht, sondern schon vorher Teiltableaus entfernt, deren Pfade komplementére Literale enthalten. Dazu
muss der Kalkiil um folgende Regeln erweitert werden, die alle Unterbdume t' von t durch ein Blatt mit der
Markierung _L ersetzen, sofern die Wurzel w von ' mit einem Literal ¢ und ein Vorgénger von w in f mit dem zu
@ komplementidren Literal markiert ist:

e Atomregel Seit(w) = (¢,s) ein Zustandsatom. Fiir alle u € IN*,

L fallsu >wund t(u) = (—¢,s),
t'(u) =g { * falls es v > w gibt mit #(v) = (—¢,s) und u > v,

t(u) sonst.

e Literalregel Seit(w) = (—¢,s) ein Zustandsliteral. Fiir alle u € IN*,

€ falls u > wund t(u) = (¢,s),
t'(u) =g ¢ * falls es v > w gibt mit t(v) = (¢,s) und u > v,

t(u) sonst.
Auflerdem ist in den anderen Tableauregeln die Menge leaves(t,w) der von w aus erreichbaren Blitter von t auf

diejenigen zu beschrénken, die nicht mit | markiert sind.

Schliefslich wird der Erfiillbarkeitstest fiir NNFs zu einem Erfiillbarkeitstest fiir beliebige modallogische Formeln,
wenn er die oben erwihnten, aus den Gleichungen von negAL und negM gebildeten Tableauregeln mitverwendet.

Beispiele ([38], Abschnitt B 6.2) Sei State = {s1, 52,53, ... }.

1. Sei At = {x}. == Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel
(COx AO(x = O0-x),51)
Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel von jeder Kripke-Struktur (4, f) mit §(s1) =
{s2}, 6(s2) = {s3}, 0(s) = D fiir alle s € State \ {s1,s2} und x € B(s3) \ B(s2) erfiillt wird.
2. Sei At = {x,y}. = Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel

(Cx ANO—yAO(x =v),s1)


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabML1Reduction.html
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Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel von jeder Kripke-Struktur (6, f) mit d(s1) =
{s2},6(s1) = {s3}, 0(s) = D fiir alle s € State \ {s1,52}, x € B(s2) \ B(s3) und y & B(s2) U B(s3) erfiillt wird.

3. Sei At = {x,y}. == Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel

(O(x = y) ANOx A0y, s1)

Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel unerfiillbar ist. Dementsprechend ist ihre
Negation erfiillbar, und zwar — wie ihr = Erfiillbarkeitstest zeigt — von jeder Kripke-Struktur (d, ) mit

e (s1) = {s2}, x € B(s2) und y & B(s2), oder
e b =@, oder
e i(s1) = {s3} und y € B(s3).

Wer selbst solche Tableau-Reduktionen erzeugen will, installiere Haskell, lade das Painter-Paket herunter, starte
ghci mit Tableau.hs und berechne Tableaus fiir modallogische Formeln durch entsprechende Aufrufe der Haskell-
Funktion reducelab (siehe Beispiele am Ende von Tableau.hs).

Da jedes Tableau hochstens endlich viele Transitionen enthélt und jedes Tableau, auf das eine Regel angewendet
wird, die es um eine Transition (s,s’) erweitert, s’ nicht enthélt, schliefen wir aus den Sétzen 7.4 (ii) und 7.5,
dass jede erfiillbare Zustandsformel ein endliches Baummodell hat, das ist eine Kripke-Struktur mit endlicher
Zustandsmenge, deren Transitionsfunktion J folgende Eigenschaft hat:

Firalle s € State, |6(s)| < 1.

7.3 Zustandsiquivalenzen

Wie oben schon erwahnt wurde, sind Kripke-Strukturen black-box-Modelle: Ein Zustand ist nicht wie ein Term
aus Konstruktoren zusammengesetzt und ldsst sich daher nicht anhand seines jeweiligen Aufbaus von anderen
Zustdnden unterscheiden. Stattdessen ist die Gleichheit oder Ungleichheit von Zustanden nur indirekt erkenn-
bar, indem man mit ihnen experimentiert, d.h. im Fall von Kripke-Strukturen J und § solange anwendet, bis die
Ergebnisse der Anwendung das gleiche oder ungleiche Verhalten der getesteten Zustidnde offenbart.

Das fiihrt zu einer coinduktiven Definition der K-Verhaltensdquivalenz (behavioral equivalence, bisimilarity) ~
von Zustdnden der Kripke-Struktur

IC = (6, B) : State — P(State) x P(At)

bzgl. folgender Schrittfunktion Fy- : P (State?) — P(State?) (siehe Kapitel 4):
Fiiralle R C State2,
Fc(R) = {(s,s') € State* | B(s) = B(s'),

Vted(s)It ed(s'): (t,t') €R,
V' ed(s')Ited(s): (t,t') € R}.

Eine Fic-dichte Teilmenge von State? heift K-Bisimulation.
~ ist definiert als groBte K-Bisimulation, also ~ = ¢fp(F).
Zwei Zustinde s, s’ € State heiflen K-verhaltensiquivalent, wenn (s,s’) zu ~ gehort.

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Diagonale von State? eine KC-Bisimulation ist.

Satz 7.5 ~ ist eine Aquivalenzrelation (siehe Kapitel 5).


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabML3Reduction.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabML4Reduction.html
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Beweis. Sei Nth der Aquivalenzabschluss von ~, das ist die kleinste Aquivalenzrelation, die ~ enthalt. Wir
nehmen an, dass

Nfg eine [C-Bisimulation ist. (1)

Da ~ die grofite K-Bisimulation ist, folgt aus (1), dass Ng,g in ~x enthalten ist. Andererseits ist ~x nach Defini-
tion von N% in Nfg enthalten. Beide Relationen stimmen also {iberein, so dass mit Nfg auch ~ eine Aquivalenz-
relation ist.

Zu zeigen bleibt (1), d.h. fiir alle (s,s') € State> muss folgende Implikation gelten:

B(s) = B(s'), (2)
s~ls = Vieds(s)It ed(s) it~ Y, (3)
Vi es(s)Ited(s) t~dH. (4)

Beweis von (1)-(3). Nach Definition von ~}! stimmt diese Relation mit Ifp(G) tiberein, wobei G : P (State®) —
P (State?) wie folgt definiert ist: Fiir alle R C State?,

G(R) = ~i Ul U{(s",5) | (s,8") € R}U{(s,s") | 35" : (s,5"),(s",s") € R}.
Offenbar gelten (2)-(4) genau dann, wenn
R =g {(s,5') € State® | (s,s') erfiillt (2)-(4)}
Nfg enthilt. Nach Satz 4.2 (iii) ist Ifp(G) = N';g in jeder G-abgeschlossenen Teilmenge von State® enthalten. Also
gelten (2)-(4), wenn R G-abgeschlossen ist.
Sei (s,s") € G(R).
Fall 1: s ~ s'. Daraus folgt (s,s') € R, weil ~ eine K-Bisimulation und in ~! enthalten ist.

Fall 2: s = §'. Daraus folgt (s,s') € R, weil die Diagonale von State® eine K-Bisimulation und in N;g enthalten ist.

Fall 3: (s',s) € R. Dann gilt B(s') = B(s), furalle ' € 6(s’) gibtes t € 6(s) mit ' ~! t und fiir alle t € 4(s) gibt es
t' € 6(s') mit ' ~y! t. Daraus folgt (s,s') € R, weil die Diagonale von P(At)? und ~! symmetrisch sind.

Fall 4: Es gibt s € State mit (s,s"), (s",s’) € R. Dann gilt B(s) = B(s") = B(s), fiir alle t € §(s) gibtes t" € §(s")
mit t ~! t”, fiir alle t € 5(s") gibtes t € 5(s) mit t ~y! t”, fiir alle t” € 6(s”) gibtes t' € 6(s') mit #’ ~{! #' und
fiir alle t' € 6(s") gibtes t € 5(s”) mit #’ ~{! #'. Daraus folgt (s,s') € R, weil die Diagonale von P(At)? und ~
transitiv sind.

Damit haben wir gezeigt, dass R G-abgeschlossen ist. Q

K-Bisimulationen setzen Zusténde ein und derselben Kripke-Struktur in Beziehung. Eine allgemeinere Definition
erlaubt den Vergleich von Zustdnden zweier Kripke-Strukturen

K = (6,B) : State — (P(State) x P(At)), K' = (&', B') : State’ — (P (State’) x P(At))

mit denselben Atomen, aber moglicherweise verschiedenen Zustandsmengen:
R C State x State’ heift K, K'- Bisimulation, wenn R Fy y/-dicht ist, wobei

Fi v - P(State x State') — P (State x State)
wie folgt definiert ist: Fiir alle R C State x State’,

Fer(R) = {(s,s') € State x State’ | B(s) = B(s'),
Vted(s)It eé(s): (t,t') eR,
V' ed(s')Ited(s): (t,t') € R}.
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Eine Funktion  : State — State’ heifit Kripke-Morphismus, wenn das folgende Diagramm kommutiert:

State *Ig P(State) x P(At)

h - P(h) x id
/

State! L P(State') x P(At)

In Worten: & ist ein Kripke-Morphismus, wenn / jeden Zustand s € State auf einen Zustand s’ € State’ abbildet,

der dieselben Atome erfiillt wie s, sowie jeden direkten Folgezustand von s auf einen direkten Folgezustand von

s,

Kripke-Morphismen sind fiir Kripke-Strukturen offenbar das, was £-Homomorphismen fiir X-Algebren sind.
Dementsprechend sind zwei Kripke-Strukturen K und K’ Kripke-isomorph, wenn es Kripke-Morphismen g :
K— K undh: K" — Kmitgoh =idg,, und ho g = ids;, gibt.

Aufgabe Zeigen Sie, dass & : State — State’ genau dann ein Kripke-Morphismus ist, wenn der Graph von & (siehe
Abschnitt 3.2) eine K, K’-Bisimulation ist.

Die groBte /C, K'-Bisimulation heift C, K’'-Verhaltensiquivalenz und wird mit ~ i bezeichnet. Offenbar ist
N’C,}C = ~K.

s € State und s’ € State’ heiflen elementar K, K'-dquivalent, wenn K im Zustand s dieselben modallogischen
Formeln erfiillt wie K’ im Zustand s'.

Die Menge aller Paare elementar K, K’-dquivalenter Zustinde bezeichnen wir mit ~ -/, im Fall K = K’ mit ~.

Satz 7.6 Hennessy-Milner-Theorem
Seien KC und K’ modal gesittigte Kripke-Strukturen. Dann gilt ~ o = ~ xcr.
Beweis. Wir zeigen zunéachst:
~EK S Rk - )
(1) folgt aus der Definition elementarer K-Aquivalenz und folgender Eigenschaft:

Fiir alle ¢ € Ty (At) unds,s’ € State gilt:
s~ s = (s €8k(p) & € gi(e). 2

Beweis von (2) durch strukturelle Induktion tiber Ty (At):

Seis ~ ko s'. Dann gilt fiir alle x € At,

SN)C,)C’S,

segp(x) =gr(x) & xep(s) = P() & s €gu(x) =gp(x)

Fiir alle ¢, ¢ € Ty (At),

" " ind. hyp. N "
s € gk(—g) = State\ gi-(¢) & 5" € State’ \ g (9) = g5 (—) (s'),

segilphy) =gi(@)Ngr®) S s € gh(9) N gl (¥) = g (@ A ),

s €gileVy) =gr(¥) Ugi(9) ML g ¢ S (@) Ugi(¥) = g5 (@ V).

Wegen s ~ i s gilt

Vted(s)It ed (s it~ t und V' €d'(s)Ited(s) t~pprt. 3)
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Daraus fOlgt
3), ind. hyp.
(3), ind. hyp

s € gx(0p) & 4(s) € gx(o) d'(s") C gxi(@) & ' € gri(Og),

* * 3)’ ] dh N * *
s€g0(09) & 6(s)Ngile) £0 V" EM 5 Ngh(g) £D & 5 € gl (Og).

Zu zeigen bleibt die Umkehrung von (1):
Nk S K

Da ~ i die groBte IC, K'-Bisimulation ist, geniigt es zu zeigen, dass ~y x- eine solche ist, dass also folgende

Implikation gilt:
B(s) = B'(s), (4)
s s = Vtes(s) I €d(s) ity t, (5)
Vi ed(sIted(s) trpt. (6)

Sei s ~ i s'. Zunichst erhalten wir (4) wie folgt: Fiir alle x € At,
x€B(s) & segr(x)=gk(x) & s €go(x)=gr(x) & xep(s).

Ab hier folgen wir dem Beweis von [5], Proposition 2.54, oder [9], Proposition 6.10, und zeigen (5).

Seit € 4(s),®={¢p € TyL(At) | K |5+ ¢} und @’ eine endliche Teilmenge von ®. Dann gilt K =5 & A\ P/, also
auch K’ =y O A\ @' wegen s =i v s'. Da K’ modal gesittigt ist, gibt es ' € ¢'(s") mit K’ =y ¢ fiir alle ¢ € .
Daher gilt t ~ o/ 1.

Analog erhilt man (6). a

Urspriinglich wurde das Hennessy-Milner-Theorem fiir endlich verzweigte Kripke-Strukturen formuliert (siehe
[13], Theorem 2.1, oder [10], Satz 3.17). Es charakterisiert die Verhaltensdquivalenz zweier Zustinde s und s’ als
deren Ununterscheidbarkeit: s und s’ sind genau dann verhaltensdquivalent, wenn es keine modallogische Formel
gibt, die in s einen anderen Wahrheitswert hat als in s’.

Sei IC = (6, B) : State — (P (State) x P(At)) eine Kripke-Struktur.
Die Quotientenmenge State /~ (siehe Kapitel 5) ldsst sich zu folgender Kripke-Struktur erweitern:

Konin = <(5min/ ,Bmin> : State/~  — P(State/N/C) X P(At)
[s] — ({115 €4(s)}, B(s))

Hier bleibt zu priifen, ob K,;;,([s]) unabhingig vom Reprasentanten s der Aquivalenzklasse [s] stets denselben
Wert hat, d.h. ob fiir alle s ~ t Folgendes gilt:

‘Smin([SD = 5min([t])/ 1)
.Bmin([s]) = ,Bmin([t])~ (2)

Beweis von (1). Sei [s'] € ,in([s]). Nach Definition von &, gibt es u € 6(s) mit u ~y s'. Da ~x eine K-
Bisimulation ist, existiert v € 6(t) mit u ~ v. Also folgt [s'] € 6,in([t]) aus v ~x u ~ s'. Die Umkehrung
Omin([t]) C dpin([s]) erhélt man analog.

Beweis von (2). Sei x € Byin([s]). Nach Definition von B, gilt x € B(s). Da ~ eine K-Bisimulation ist, folgt
x € B(s) = B(t) = Bmin([t]). Die Umkehrung 6,,i, ([t])  din([s]) erhdlt man analog. a

Aufgabe Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbildung nat..,. : State — State/ ~y (siehe Kapitel 5) ein Kripke-
Morphismus ist.
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Demnach ist der Graph von nat.,. eine K, K,,;,-Bisimulation (siehe Aufgabe vor Satz 7.6), also in ~ x enthal-
ten. Folglich ist jeder Zustand s von K nach Satz 7.6 zu seiner Aquivalenzklasse [s]., elementar d4quivalent, d.h.

erfiillt dieselben modallogischen Formeln wie [s]~..

Approximative Konstruktion der Verhaltensdquivalenz

Der untere Kleene-Abschluss Fic oo = Nyen Fi: (State?) von Fy stimmt nach Satz 4.9 (iv) mit ~x = gfp(Fx) iiberein,
falls er Fi-dicht ist.

Um das zu zeigen, definieren wir zunéchst die folgenden Approximationen von ~ induktiv wie folgt: Fiir alle
n €N,
~o = ker(B),

Vted(s)It €d(s)t~y,t,
~pgl = {s~ns’|{ (s) (s) " }}

Vi €d(s')Ited(s) it oyt
Lemma 7.7

Firallen € N, ~,, = Fj(ker(pB)).

Beweis durch Induktion iiber n. ~q = ker(B) = F,%(ker(ﬁ)).

Seis ~yi1 8, t€6(s)und ' € 6(s"). Nach Definition von s ~,, 1 s’ gilt B(s) = B(s’) und gibtes v’ € 6(s") und
u € 6(s) mit t ~, u’ und u ~;, t'. Nach Induktionsvoraussetzung folgt (t,u’), (u,t') € F{(ker(B)) C ker(B). Nach
Definition von Fi gehort daher (s, s') zu Fi:™! (ker(B)).

Sei (s,s') € F{™ (ker(B)). Nach Definition von Fi gilt

Fgt (ker(B)) = Fi(Fi(ker(B))) C Fi (ker (),

also s ~y, s’ nach Induktionsvoraussetzung. Sei t € é(s) und t' € é(s). Nach Definition von Fi gibtes u’ € 4(s')
und u € 6(s) mit (t,u'), (u,t") € F¢(ker(B)). Nach Induktionsvoraussetzung folgt t ~, 1’ und u ~j t'. Nach
Definition von ~, ;1 gilt daher s ~, 1 s'.

Satz 7.8 ([13], Theorem 2.1)

Sei IC = (9, B) eine endlich verzweigte Kripke-Struktur. Die K-Verhaltensidquivalenz stimmt mit ~., = ,,en ~n
tiberein.

Beweis. Nach Lemma 7.7 gilt
Ficeo = Nuen Fit(State?) = N, Fi T2 (State?)

= Muen Ft™ (Fic(ker(B) N {(s,s') € State® | 6(s) = @ & 6(s') = @}) = Nuew Fi (Fic (ker (B)))
= ﬂnGIN F;%Jrz(ker(.g)) = mnelN ~Mn42 = Yw -

Wegen ~x = gfp(Fx ) bleibt nach Satz 4.9 (iv) zu zeigen, dass Fx oo = ~« Fc-dicht ist.

Seis ~, §'. Zu zeigen ist (s,s’) € Fi(~w), also

B(s) = B(s'), ®)
Vted(s)It ed(s) it~ t, 4)
Vi eds)Ited(s) it ~yt. 5)

(3) folgt aus s ~p s'.

Beweis von (4). Sei t € J(s). Nach Definition von ~, gibt es fiir alle n > 0t, € 6(s’) mit t ~,_1 t,. Da é(s)
endlich ist, gibt es t' € State derart, dass ' = t,, fiir unendlich viele natiirliche Zahlen n gilt. Demnach gibt es fiir
allen € N i, > nmitt; = t. (Dieses Argument wird auch im Beweis von [13], Theorem 2.1 verwendet). Aus
t~ qt; folgtt~; 1t alsowegen~; 1C~, 1C~gaucht~,_ 1t undt~qt. Folglich gilt t ~, .
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(5) erhélt man analog. a

Dass K, unter allen endlich verzweigten Kripke-Strukturen X', deren Zustandsmenge das Bild eines Kripke-
Morphismus h : K — K’ ist, bzgl. der Anzahl der Zustinde minimal ist, zeigt folgender Satz.
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Satz 7.9

Sei L = (4, B) eine endlich verzweigte Kripke-Struktur. /C,,;,,-verhaltensdquivalente Zustinde sind gleich. Die
Anzahl der Zustdnde von /C,;;,, kann also nicht weiter verringert werden, ohne dass nicht verhaltensdquivalente
Zustande miteinander verschmolzen werden.

Beweis. Nach Satz 7.8 gilt ~x = ~ou = Fioo = (nen F}%(Smtez). Also gentigt es zu zeigen, dass fiir allen € IN
und s, s’ € State Folgendes gilt:

[s] ~k,, 8] = (s,8") € F,%(Statez). (6)

Wir zeigen (6) durch Induktion iiber n. Wegen F{. (State?) = State” gilt (3) im Fall n = 0.
Sei [s] ~i, . [s']. Dann ist Byin([s]) = Bmin([s']) und fiir alle [t] € iy ([s]) bzw. [t'] € bpin([s]) gibt es [u'] €
Omin([s']) bzw. [u] € byyin([s]) mit [t] ~x - [u'] bzw. [u] ~x . [F].

Also ist B(s) = B(s") nach Definition von B,,;, und fiir alle t € §(s) bzw. t' € §(s") gibtes u’ € 6(s") bzw. u € 4(s)
mit (t,u’) € F}%(Statez) bzw. (u,t') € F,’é(Statez) nach Definition von d,,;;, und Induktionsvoraussetzung. Nach
Definition von Fy folgt (s,s') € FK(F}é(Statez)) = F,E’:H(Smtez). a

7.4 Minimierungsalgorithmus

Sei K = (9, B) eine Kripke-Struktur mit endlicher Zustandsmenge State und < eine totale Ordnung auf State (siche
Kapitel 5).

Nach dem sog. Paull-Unger-Verfahren wird die Approximation ~;, n € IN, von ~ tiber die Funktion
M, : {(s,s') € State® | s < s’} — 1+ P(State)?, n €N,

berechnet, die folgendermafen definiert ist: Fiir alle s, s’ € State mits < ¢/,

(6(5),6(s")) falls B(s) = B(s),

* sonst,

M, (s,s') falls fiir alle (S,S’) € M, (s,s") Folgendes gilt:
ViteS3It eS it =tV M,(min{t,t'}, max{t,t'}) # *,
Vt'eS IteS:t=+tVM,(min{t,t'}, max{t,t'}) # x,

* sonst.

My(s,s") = {

M1 (s, 5/) =

Wiéhrend ~ auf § und alle Relationen ~, mit n > 0 auf ¢ zugreifen, wird sowohl § als auch é nur von My, aber
von keinem M,, mit n > 0 benutzt!

M, lasst sich als Dreiecksmatrix darstellen (siehe Beispiel unten und [33], Abschnitt 2.3, wo mit dem gleichen
Verfahren deterministische Automaten minimiert werden).

Fiiralle n € N sei R, = {(s,s") € State® | s < s, My(s,s') # *}. Durch Induktion iiber 7 erhilt man:
~n = Dstare YRy U RVT]'

Da State endlich ist, gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k mit My = M,, also auch Ry = R, fiir alle n > k. Daraus
folgt nach Satz 7.8:

~e = ~wo = Asggre UR U R]:1
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Beispiel 7.10
b3

a3<«—a2<«<—bhp2<—1—>c3 d3

I e

cl

Der Graph stellt folgende Kripke-Struktur I = (3, As.®) dar:

State = {1,a2,b2,¢2,a3,b3,c3,d3},
5(1) = {b2,b3,c2,c3}, 6(a2) = {a3,c2}, 6(b2) = {a2,b3}, 6(c2) = {b2,c3},
5(s) = @ fir alle s € {a3,b3,c3,d3}.
Wir erhalten:
~y = Statez,
Vted(s)It €d(s):t~t,
{S ~0 s | / ( )/ ( ) 0 / }
Vi ed(s)Ited(s) t~yt
{1,a2,b2,c2}? U {a3,b3,c3,d3}?,

S ) VEed(s)IY ed(s) b~ t,
~o= {s~d , ' / }
Vi ed(s)Ited(s) t~qt
= Nl

2
I

Also stimmt ~ mit ~q tiberein. Folglich ist
State/~x= {{1,a2,b2,c2},{a3,b3,c3,d3}}
die Zustandsmenge von K,;,.

Die (mit = Expander2 erstellten) ~( und ~1 entsprechenden “Dreiecksmatrizen” My bzw. M; lauten wie folgt:

1 d3 b2 c2 b3 c3 a2 al
1 [b2.c2.b3,c3].[]{[b2.c2,b3.c3],[b3.a2] ([b2,c2,b3,c3].[b2.c3] |[b2,c2,b3.c3].[]|[b2.c2.b3.c3].[] | [b2.c2,b3.c3],[c2,a3]|[b2.c2,b3.c3].[]
d3 [1.[b3.a2] [1.[b2,c3] 0.0 0.0 [1.[c2,a3] 0.0
b2 [B3,a2],[b2,c3] [b3,a2].] [B3.a2],(] [b3.a2],[c2,a3] [b3.a2],[]
c2 [b2,e3].(] [b2.¢3].(] [b2.c3],[c2,a3] [b2.c3].[]
b3 0.0 [1.[c2,a3] 0.0
c3 []>['02>33] []9[]
a2 [c2,a3].[]
a3l

1[d3 b2 c2 b3 |c3 a2 a3
1 [b2.c2,b3,c3].[b3.a2]|[b2,c2.b3,c3].[b2,c3] [b2.c2,b3,c3],[c2,a3]
as (0.0)0.0 0.0
b2 [b3.a2],[b2,c3] [b3.a2].[c2.a3]
c2 [b2,c3],[c2.a3]
b3 0.0 0.0
c3 0.0
a2
a3

7.5 Verhaltensmodelle und finale Strukturen

Die Funktion, die jede Menge A auf ihre Potenzmenge P(A) abbildet, ist ein — mit P bezeichneter — Funktor,
der nicht nur Mengen auf Mengen, sondern auch Funktionen auf Funktionen abbildet. Dabei ist P wie folgt auf
Funktionen f : A — B definiert:
P(f):P(A) — P(B)
C — AC.f(C)


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Expander2.html
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P darf sich Funktor nennen, weil fiir alle f : A — Bund g : B — C Folgendes gilt:
P(gof) =P@)oP(f) und P(ids) = idps)-

Allgemein bildet ein Funktor jedes Objekt und jeden Morphismus einer Kategorie auf ein Objekt bzw. einen Mor-
phismus derselben oder einer anderen Kategorie ab. All diese Begriffe entstammen der == Kategorientheorie, die
sich mit universellen mathematischen Konstruktionen und Eigenschaften befasst.

Der Typ eines Funktors ist also immer von der Form K — £, wobei K und £ Kategorien sind. Im Fall des oben
definierten Funktors P ist sowohl K als auch £ die Kategorie Set der Mengen (als Objekte) und Funktionen (als
Morphismen), also P : Set — Set.

Jeder Funktor F : Set — Set definiert die Kategorie coAlgr der F-Coalgebren mit allen Funktionen a : A — F(A)
(mit irgendeiner Menge A) als Objekten und allen Funktionen & : A — B, fiir die folgendes Diagramm fiir alle
F-Coalgebren « : A — F(A) und 8 : B — F(B) kommutiert, als Morphismen:

A— F(A)
h = F(h)
B —— F(B)

Z.B. sind die endlich verzweigten Kripke-Strukturen mit fester Atommenge At die Objekte der Kategorie der Fy;-
Coalgebren, wobei Fy; : Set — Set wie folgt definiert ist: Fiir alle Mengen State, f : State — State’, S C State und
A C At,

Fyi(State) = Pp,(State) x P(At),

Far(f)(S,A) = (f(5),A).

Wir nennen F4; den von At induzierten Kripke-Funktor.

Die Morphismen von coAlgr,, sind offenbar Kripke-Morphismen (sieche Abschnitt 7.3).
Die Menge Tree(P(At)) aller P(At)-markierten Baume ¢ : IN* — 1+ P(At) (siehe Abschnitt 6.3) lasst sich zu
folgender Kripke-Struktur erweitern:

T(At) = (6,B) : Tree(P(At)) — Pﬁn(Tree(P(At))) x P(At)
t = ({Awt(iw) | i € dom(t)}, t(e)).

Anschaulich gesprochen, ist §(t) die Menge der maximalen echten Unterbdume von ¢ und B(t) die Markierung
der Wurzel von .

Aufgabe Zeigen Sie, dass T (At) in coAlgr,, schwach final ist, d.h. es gibt von jeder F4;-Coalgebra einen Kripke-
Morphismus nach 7 (At).
Nach Definition von 7 (At) gilt fiir die Schrittfunktion
Froap P(Tree(P(At))?) — P(Tree(P(At))?)
der Verhaltenséquivalenz ~7 4 Folgendes: Fiir alle R C Tree(P(At))?,

Eran(R) = {(t,t') € Tree(P(A1))* | t(e) = t'(e),
Viedom(t)3jedom(t): (Aw.t(iw), Aw.t' (jw)) € R,
Vjedom(t')3iedom(t): (Aw.t(iw), Aw.t'(jw)) € R}.


https://de.wikipedia.org/wiki/Kategorientheorie
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M.a.W.: Zwei Badume t,t' € Tree(P(At)) sind genau dann 7 (At)-verhaltensdquivalent, wenn fiir die maximalen
Unterbdume ty,..., b, bzw. t,...,t, von t bzw. ' Folgendes gilt: Fiir alle 1 < i < m gibtes1 < j < n mit
ti ~1(a t; und firralle1 <j <ngibtes1 <i <mmitt; ~7(ap t;-.

Den Quotienten Beli(At) =g T (At), (siehe Abschnitt 7.3) nennen wir Verhaltensmodell.

Er ist final in coAlgr,,, d.h. von jeder F-Coalgebra gibt es genau einen Kripke-Morphismus nach Beh(At).
Aufgabe Zeigen Sie, dass alle finalen F4;-Coalgebren Kripke-isomorph sind.
Ahnlich wie eine X-Algebra A durch die Termfaltung
fold* : Ty, — A
mit der Termalgebra Ty, in Beziehung steht (siehe Kapitel 5), so verbindet ein Kripke-Morphismus
unfold® : K — Beh(At)

eine F-Coalgebra K mit dem Verhaltensmodell Beh(At).

Wihrend fold” (t) den Term f zu einem Wert in A faltet, entfaltet unfold" (s) den Zustand s in zur ~T( At)—Aquivalenzklasse
aller P(At)-markierten Biume, deren Pfade alle moglichen, in s beginnenden Zustandsfolgen repédsentieren.

Die Dualitit zwischen fold und unfold’C geht noch weiter:

e fold” ist der einzige E-Homomorphismus von Ts nach A (siehe Kapitel 5);

o unfold" ist der einzige Kripke-Morphismus von K nach Beh(At) (s.0.).

So wie Faltungen fiir alle Signaturen gleich definiert sind, so sind werden Entfaltungen fiir andere Automaten-
typen als den durch Fy4; analog zu unfold’C definiert. Konsequenzen der Eindeutigkeit von Entfaltungen wie das
folgende Lemma gelten daher auch fiir andere Funktoren.

Satz 7.11 Lambeks Lemma (fiir Kripke-Strukturen)
Sei State = Tree(P(At))/~7(ay)- Das oben definierte Verhaltensmodell Beh(At) : State — Fa;(State) ist bijektiv.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass die Aussage nur gelten kann, weil F;(State) Pp, (State) und nicht P (State)
enthilt. Andernfalls konnte Beh(At) wegen S % P(S) fiir alle Mengen S (siehe Isomorphien) gar nicht bijektiv
sein.

Das folgende kommutative Diagramm zeigt, dass Beh(At) selbst ein Kripke-Morphismus von Beh(At) in die
Kripke-Struktur F;(Beh(At)) ist:

Beh(At)

State F 4 (State)

Beh(At) (1) Fa:(Beh(At))

F 4 (State) m Fat(Fas(State))

In umgekehrter Richtung gibt es einen weiteren Kripke-Morphismus:

Sei unfold = unfold™a(BH(AL)
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Fat(Beh( At
Eay(State) FAUBNAL) b (b (State))
unfold (2) F ¢ (unfold)
State F 4t (State)

Beh(At)

Aus der Kommutativitdt von (1) und (2) und der Funktoreigenschaft von F4; folgt, dass auch die Komposition
unfold o Beh(At) ein Kripke-Morphismus ist:

Beh(At) unfold

State Fa;(State) State

Beh(At) (1) Fai(Beh(At)) (2) Beh(At)

F ¢ (State) m Fpt(Fp¢(State)) W F ¢ (State)

Da es von jeder Kripke-Struktur (hier: Beh(At)) nach Beh(At) genau einen Kripke-Morphismus gibt, stimmt
unfold o Beh( At) mit der Identitét auf State iiberein, d.h.

unfold o Beh(At) = idgtas,. (3)

Damit ist Beh( At) bijektiv, wenn auch die Umkehrung gilt:
Beh(At) o unfold = idp,, (state)- 4)

Beweis von (4).

Beh(At) o unfold @ Fpt(unfold) o Fpy(Beh(At)) = Fay(unfold o Beh(At))

3 . .
(_—) Fat(idstare) = 1dPA,(State)- o

Der Beweis von Lambeks Lemma zeigt an einem einfachen Beispiel, wie Eigenschaften von Modellen mit Hilfe
von Funktionsdiagrammen ohne Bezug auf — die manchmal recht komplexen — konkreten Reprasentationen der
Modelle gezeigt werden konnen. Das ist durchaus vergleichbar mit der Formulierung von Algorithmen in hohe-
ren Programmiersprachen, die gegeniiber der Implementierung in maschinenorientierten Sprachen in der Regel
weitaus kompakter und iiberschaubarer ist.

Modelleigenschaften sollten deshalb stets auf der Basis von allen irrelevanten Details befreiter Repréasentationen
ihrer zugrundeliegenden Datenstrukturen verifiziert werden. In der Folge werden nicht nur die Beweise kiir-
zer, nachvollziehbarer und fehlerfreier, sondern auch die Modelle flexibler, d.h. leichter an neue Anforderungen
anpassbar (Stichwort adaptive und agile Software).

Bezogen auf die oben definierte Baumreprésentation der Elemente von Beh(At) besagt Lambeks Lemma, dass
sich jeder Baum eindeutig zerlegen l4sst in das Paar (T, A), das aus der Menge T seiner maximalen Unterbdume
und seiner Wurzelmarkierung A besteht, und dass umgekehrt jedes solche Paar eindeutig einem Baum entspricht,
dessen Menge maximaler Unterbdume mit T und dessen Wurzelmarkierung mit A tibereinstimmt.

So gesehen, ist die Aussage von Lambeks Lemma trivial. Das Entscheidende ist aber, dass die Bijektivitdt von
Beh(At) nicht aus der Baumreprasentation abgeleitet wurde, sondern allein aus der Charakterisierung von Beh(At)
als finale F-Coalgebra (s.0.). Da alle finalen F-Coalgebren Kripke-isomorph sind, gilt Lambeks Lemma also nicht
nur fiir Beh(At), sondern auch jede andere finale F-Coalgebra.

Der kategorientheoretische Zugang zu Kripke-Strukturen kann dhnlich auch fiir X-Algebren (siehe Kapitel 5)
gewdhlt werden, allerdings in dualer Weise:
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Eine Signatur X entspricht einem Funktor Hy, : Set — Set. Eine X-Algebra mit Tragermenge A entspricht keiner
Hy-Coalgebra, sondern einer Hy-Algebra, d.h. einer Funktion o : Hy(A) — A. a ist die Summenextension aller
Operationen der X-Algebra. X-Homomorphismen zwischen X-Algebren entsprechen Morphismen zwischen Hy -
Algebren.

Naheres dariiber in [34], Kapitel 13.

7.6 Jenseits von Kripke-Strukturen

Modallogik, Verhaltensidquivalenz, elementare Aquivalenz und das Verhaltensmodell lassen sich analog zur Ka-
tegorie coAlgr,, endlich verzweigter Kripke-Strukturen fiir andere Klassen von Coalgebren definieren. Intuitiv
entspricht jede dieser Klassen einem Automatentyp.

Betrachten wir als herausragendes Beispiel Moore-Automaten, die in vielen Bereichen der Informatik — vom
Schaltwerksentwurf bis zum Ubersetzerbau — bei der Modellierung eingesetzt werden.

Ein Moore-Automat mit Eingabemenge Inn, Ausgabemenge Out ist eine Funktion
M : State — G(State),

wobei der Funktor G wie folgt definiert ist:

Fiir alle Mengen State, State’, f : State — State’, ¢ : In — State und z € Out,

G(State) = State™ x Out,
G(f)(gz) = (fog2).

M ordnet also jedem Zustand s € State ein Paar (g, z) zu, wobei ¢ : [n — State angibt, welche im Zustand s an den
Automaten tibergebene Eingabe zu welchem eindeutigen (!) Folgezustand fiihrt, und z die im Zustand s erfolgte
Ausgabe darstellt.

Im Gegensatz zu Kripke-Strukturen sind Moore-Automaten deterministisch. weil zwar auch hier jeder Zustand
mehrere Nachfolger haben kann. Die jeweilige Eingabe legt aber fest, welcher davon ausgewéahlt wird. AuSerdem
gibt es immer einen Folgezustand.

Um Aussagen iiber Moore-Automaten zu formulieren, kann man die Operationen von AL verwenden und an-
stelle der modalen Operationen ¢ und O eine Operation (x) fiir jede Eingabe x € In. Die Signatur logischer
Operationen lautet hier also

L =ALU{(x) | x € In}.

Out ist die Menge der atomaren Formeln.

Interpretiert werden alle Formeln in folgender X-Algebra Pow(d) mit Tragermenge
P (State): Fiir alle x € In, S C State und s € State,

s € (0)PO(S) g 8(s)(x) €S.

Sei M = (4, B) : State — G(State) ein Moore-Automat. Dann ist g\, : Out — P(State) wie folgt definiert: Fiir alle
z € Out und s € State,

s € gm(z) Sy z=B(s)

Wieder liefert g’ (@) die Menge der Zustande, die ¢ erfiillen.

Aufgabe Wie lauten wohl die Definitionen einer M-Bisimulation, der M-Verhaltensdquivalenz und eines Moore-
Morphismus?
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Aufgabe Wie lautet der Minimierungsalgorithmus fiir Moore-Automaten?

Das dem Verhaltensmodell Beh( At) fiir Kripke-Strukturen (s.0.) entsprechende Verhaltensmodell Bel:(In, Out) fiir
Moore-Automaten ldsst sich als finale G-Coalgebra darstellen, also als diejenige G-Coalgebra, in die es von jeder
G-Coalgebra aus genau einen Moore-Morphismus gibt.

Da Moore-Automaten deterministisch sind, besteht die Zustandsmenge Beh(In, Out) nicht wie Beh(At) aus (Aqui-
valenzklassen von) Biumen, sondern aus der Menge der Funktionen von In* nach Out. § und B sind darauf wie
folgt definiert:
§:0ut™ = (In— Out™) B:Oout™ = Out
f = AxAw.f(xw) f = f(e)

Aufgabe Zeigen Sie, dass Out™" im Fall In = 1 isomorph ist zur Menge Out™ der Stréme tiber Out.

Aufgabe Zeigen Sie, dass Out™ im Fall Out = 2 isomorph ist zur Menge P (In*) der Teilmengen von In*, die
auch als Menge der Sprachen iiber In bezeichnet wird. Moore-Automaten vom Typ State — State!” x 2 heiflen
folglich auch (Sprach-)erkennende Automaten.

Mit Formeln der Modallogik fiir Moore-Automaten kann z.B. die Bedeutung imperativer (= befehlsorientierter)
Programme beschrieben werden. In ist dann die Menge der jeweils verwendeten Sprache Zuweisungen, Proze-
duraufrufe, etc., Out die Menge der Ausgabewerte und State die Menge der Belegungen von Programmvariablen
mit Ausgabewerten.

Eine — Zusicherung genannte — Formel ¢ = (p)i driickt aus, dass nach Ausfithrung des Programms p ¢ gilt,
falls vorher ¢ galt. Z.B. besagt
(x=a) = (x:=xx2)(x =ax2),

dass die Zuweisung x := x * 2 den Wert der Programmvariablen x verdoppelt.

Programme, die nicht auf jeder Eingabe terminieren, lassen sich auf der Basis einer weiteren Klasse von Coalge-
bren verifizieren, den partiellen Automaten. Der entsprechende Funktor H wie folgt:

Fiir alle Mengen State,
H(State) = (1+State)™ x Out.

Hier bieten sich zwei modale Operatoren fiir jede Eingabe an, so dass wir
Y=ALU{(x) |x € In} U{[x] | x € In}

als Signatur logischer Operationen fiir partielle Automaten erhalten. Out ist wieder die Menge der atomaren
Formeln.

Interpretiert werden alle Formeln in folgender X-Algebra Pow(d) mit Tragermenge
P(State): Fiir alle x € In, S C State und s € State,

s€ (MPO(S)  sur  H(s)(x) €S,
s € [x]Pow (@) (S) S dof o(s)(x) € 1+S.

Die Zusicherung ¢ = [p|y bedeutet, dass

e nach Ausfiihrung von p v gilt, falls vorher ¢ galt, oder

e p nicht terminiert,

wihrend ¢ = (p)i die Termination von p miteinschlief3t.
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Andere Automatentypen werden verwendet, um zu zeigen, dass eine gegebene Formel ¢ von bestimmten Bele-
gungen ihrer Variablen/Atome erfiillt wird. Das erfordert eine Semantik von ¢ in Form einer Teilmenge Serm(¢)
der Menge B aller in der jeweiligen Logik moglichen Belegungen, wie z.B. B = 24! in der Aussagenlogik,

B = P(State)”! in der Modallogik und B = AX in der Pradikaten- und der Gleichungslogik.

Ausgehend von einem Anfangszustand verarbeitet ein aus ¢ gebildeter erkennender Automat A, schrittweise
jede Belegung ¢ € B so, dass der am Ende der Verarbeitung von g erreichte Zustand von A, angibt, ob g zu
Sem(¢) gehort oder nicht:

SF ¢ & Agyerkenntg.

Der Automat A, wird induktiv iiber dem Aufbau von ¢ konstruiert. Damit er g schrittweise verarbeiten kann,
muss auch jede Belegung von B eine charakteristische Struktur aufweisen, an der er sich “entlanghangeln” kann.

7.7 Highlights

Signatur der Modallogik: ML = ALU{0,<¢ : 1 — 1}
Semantik der Modallogik: ML-Algebra Pow(J) mit Tragermenge P (State) und — von einer Kripke-Struktur

= (5, B) : State — (P (State) x P(At))

abhingiger — folgender Interpretation von ML: Fiir alle S, S" C State,

| Pow(0)  — Q,
Tl’ow(o") = State,
~Pow®)(5) = State\ S,
APow@) (5,6 = sng,
\/Pow(é ( ) = SuU¢,
=Pow(d) (5,8") = (State\S)US’,
Dbow (S) _ {S € State | Vs e (5(5) = S}/
<>Pow (S) _ {S € State | == (S(S) = S}.

Die zweite Komponente von K induziert eine Belegung gx : At — P(State) der Atome: Fiir alle x € At und
s € State,

§ic(x) —ay {s € State | x € B(s)}.
(IC,s) erfiillt ¢ oder (K, s) ist ein Modell von ¢, geschrieben: /C |=¢ ¢, wenn s zu g}-(¢) gehort.
K heifit endlich verzweigt, wenn fiir alle s € State 6(s) endlich ist.
Sei K endlich verzweigt. Die folgende Funktion

mi2al : Ty (At) x State — Tup (At X State)

iibersetzt modallogische in aussagenlogische Formeln: Fiir alle x € At, s € State,c € {1, T}, ® € {V,A,=} und
¢, € Tyr(At),

mi2al(x, s) (x,9),
ml2al(c,s) = ¢,
ml2al(—g@,s) = -mil2al(g,s),
mi2al(p @ ¢,s) = ml2al(g,s) @ ml2al(y,s),
ml2al(Oe,s) = NA{ml2al(¢,s")|s €d(s)},
ml2al(C@,s) = \{ml2al(¢p,s') | s’ € é(s)}.

Korrektheit der Ubersetzung (Satz 7.1):

KEse < uncurry(xogr) = ml2al(e,s).
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Alle in der Bitalgebra giiltigen AL-Gleichungen sind auch in Pow(J) giiltig. Dartiberhinaus erfiillt Pow(J) die

folgenden AL-Gleichungen:

-Ox = 0Ox -Ox = Ox
OlxVy)=0xVOoy O(xAy)=0xA0y

Sei K/ = (&', B') : State’ — (P (State’) x P(At)) eine weitere Kripke-Struktur.
IC, K'-Verhaltensiquivalenz: ~ i =g &fp(Fi k1), wobei

Fic i : P(State x State') — P (State x State')
{(s, ") € State x State’ | B(s) = B'(s'),
R Vted(s)It ed(s'): (tt) €R,
V' ed(s)Ited(s): (tt')eR}

Elementare K, K'-Aquivalenz:

R K def {(s,s") € State® |V ¢ € Ty (At) - K =5 ¢ & K =y ¢}

Hennessy-Milner-Theorem: Sind K und K’ endlich verzweigt, dann gilt ~ o = ~ xr.

Minimale Kripke-Struktur:

Kin = (Omin, Bmin) : State/~x  —  Pg,(State/~) x P(At)
[s] = ({115 €4(s)}, B(s))

Fir alle s € State, s ~i i, . [s].

Approximative Konstruktion der K-Verhaltensdquivalenz ~x =g, ~ :

~y = ker(B),

/ 7 . ~ /
P { Vtcd(s)It ed(s)trnt, }}/

Tt T Y e8(s)TtES(s): t o b

~o = NpeN ~n -
Satz 7.8: Ist K endlich verzweigt, dann gilt ~, = ~.

Satz 7.9: Ist K endlich verzweigt, dann gilt ~jc .= Agje/e -

“min

Minimierung durch schrittweise Bildung von Dreiecksmatrizen:

Firallen € N und s, s’ € State mits < s/,

(6(s),6(s")) falls B(s) = B(s"),
* sonst,
M, (s,s") falls fiir alle (S,S’) € M,(s,s") Folgendes gilt:

MO(S/ S/) = {

M 44 (5/ 5/) =

* sonst,
R, = {(s,8) € State® |s <s', My(s,s') # *}.

Daraus folgt ~; = Age UR, UR; 1

(negM)
(distDia/ distBox)

VteS3t eS t =tV M,(min{t,t'}, max{t,t'}) # *,
Vi eS 3teS:t=+tVMy(min{t,t'}, max{t,t'}) # %,

@
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Ist State endlich, dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k mit My = M, also auch Ry = R, fur allen > k.
Folglich stimmt die K-Verhaltensdquivalenz wegen (1) und nach Satz 7.8 mit Ags, U Ry U R;l uberein.
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8 Pridikatenlogik (predicate logic, first-order logic)

In der Pradikatenlogik sind Atome keine Variablen, sondern Ausdriicke pt mit einem Pridikat p und einem Tupel
t = (t1,...,ty) von Termen iiber einer Menge X von Individuenvariablen.

p wird als n-stellige Relation interpretiert, Individuenvariable stehen fiir beliebige Elemente der Tragermenge
einer Algebra A, die die Terme interpretiert (siehe Kapitel 5). Die Erweiterung von A um die Interpretation der
Pradikate wird Struktur genannt.

Zu den aussagenlogischen Operationen kommen fiir jede Individuenvariable x die beiden einstelligen Operatio-
nen Jx und Vx (Existenz- bzw. Allquantor) hinzu, die x binden, was bedeutet, dass der Wert einer Formel Jx¢
oder Vx¢ unter einer Belegung ¢ : X — A nicht von g(x) abhéngt.

Modallogisch ausgedriickt, sind die Belegungen von X in A die Zustinde, die den Wahrheitswert einer Formel be-
stimmen. Dementsprechend kénnte man Belegungen von At in 2 als aussagenlogische Zustidnde bezeichnen, was
suggeriert, dass — zumindest von der Semantik her — Aussagenlogik und Pradikatenlogik spezielle Modallogiken
sind. Was die Parameter der Auswertung einer Formel angeht, so liegt die Pradikatenlogik jedoch eher zwischen
Aussagen- und Modallogik:

e Inder Aussagenlogik gibt es nur einen Parameter, namlich eine Belegung der Atome durch Wahrheitswerte.
o In der Modallogik hangt der Wert einer Formel von einer Kripke-Struktur ab.

e In der Prddikatenlogik gibt es drei Parameter: eine Belegung der Individuenvariablen durch Elemente (der
Tragermenge) einer Algebra A, eine Interpretation der (nicht-logischen) Operationen, die in den Termen
der Formel vorkommen, und eine Interpretation der Priddikate durch Relationen auf A. Die letzten beiden
Parameter werden zu einer Struktur im u.g. Sinne zusammengefasst.

Syntax

Sei X eine Menge von Individuenvariablen.
PL=ALU{(3x):1—=1|xeX}U{(¥x):1—=1|x¢€ X}
ist die Signatur der pridikatenlogischen Operationen.

Eine Signatur X gemafs Kapitel 5 besteht aus Operationen. Zusétzlich kann X jetzt auch — Pradikate genannte —
Relationssymbole enthalten, die — wie die Operationen — jeweils eine feste Stelligkeit (> 0) haben. Zur Unterschei-
dung von Operationen f : # — 1 schreiben wir p : n fiir ein Pradikat mit Stelligkeit n. Ein-, zwei- bzw. dreistellige
Pradikate werden undr, bindr bzw. terndr genannt.

Ein Ausdruck der Form pt heifit X-Atom iiber X, falls p : n ein Pradikat von X und t = (f1,...,t,) ein n-Tupel
von X-Termen iiber X ist. Aty (X) bezeichnet die Menge aller X-Atome tiber X. Aty =4, Aty (D).

PL

lal

Pq Pradikate von Z

P2 P3
>-Atome ber X A / A \ } 2-Terme tber X
1 72 1 Y2 1 27 Variablen von X

pradikatenlogische Formel tber X
= PL-Term Uber Atz(X)

Ein PL-Term ¢ iiber Aty (X) heiflt (pradikatenlogische) -Formel iiber X.
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Semantik

Eine X-Struktur A ist eine X-Algebra, die fiir alle n € IN jedem n-stelligen Pradikat p € X eine n-stellige Relation
p? C A" zuordnet.

Hat A die Tragermenge Ty (X) oder Ty, und sind die Operationen von X dort so interpretiert wie in Kapitel 5,
dann heifSt A Termstruktur oder Herbrand-Struktur.

Structy bezeichnet die Klasse aller Z-Strukturen.

Y-Homomorphismen /1 : A — B zwischen X-Strukturen A und B sind mit den jeweiligen Interpretationen nicht
nur der Operationen, sondern auch der Pradikate von X vertraglich, d.h. fiir alle Pradikate p € L ist i(p”) C pP.

Entsprechendes gilt fiir >-Kongruenzen R auf einer X-Struktur A (siehe Kapitel 5):

Neben der Vertraglichkeit von ~ mit X wird gefordert, dass fiir alle Pradikate p : n € Xund ay,...,a,,b1,...,b,y €
A Folgendes gilt:

(a1b1) ERA---A(ayby) €R = (ai,...,ay) € p &< (by,...,by) € p™.

Die Quotientenalgebra A/ R wird zur Quotientenstruktur erweitert, die alle Pradikate p von £ wie folgt interpre-
tiert: Fur alle aq,...,a, € A",

pA/R = {natr(a) | a € p}.

In der Modallogik trat an die Stelle der Bitalgebra, auf der die Semantik aussagenlogischer Formeln aufbaut, die
ML-Algebra Pow(d), wobei ¢ die Transitionsfunktion der jeweils zugrundeliegenden Kripke-Struktur K ist. Hat
K die Zustandsmenge State, dann ist P (State) die Tragermenge von Pow(d). Wie im Abschnitt Gleichungslogik in
anderen Logiken von Kapitel 5 erwdhnt wurde, werden Zustinde in der Pradikatenlogik als Belegungen von X
in einer X-Struktur A dargestellt.

Folglich erhilt man anstelle von Pow(5) die wie folgt definierte PL-Algebra Pow(A) mit Tragermenge P(AX): Fiir
alle X-Strukturen A und S, S’ C AX,

J1Pw(d) — @
TPow(A) —  AX
—PrelA)(s) = AX\,
APowlA)(5,8) = sN,
vPewld) (g, 8y = sug,
=Powld) (5,8 = (AX\s)ug,
(Vx)Pow(A)(S) = {he AX|Vae A:hla/x] €S},
(3x)Pw(4)(s) = {he AX|3ac A:hla/x] €S}

Die X-Struktur A bestimmt die Belegung ¢ 4 : Aty (X) — P(AX), unter der pradikatenlogische Formeln in Pow(A)
— durch Anwendung der aus g4 abgeleiteten Auswertungsfunktion g7 (siehe Kapitel 5) — ausgewertet werden:

Firr alle pt € Aty (X),

ga(pt) =4 {h € AX|h*(t) € p}. 1)
inc
At (X) A T (At (X))
gA - ')
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Sei g,y € TpL(Atz(X)) und h: X — A.

(A, h) erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: A |=;, ¢, wenn h zu g% (¢) gehort. I heiit dann auch
Losung von ¢ in A.

A erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: A = ¢, wenn A =, ¢ fiir alle h € AX gilt. Eine Termstruktur,
die ¢ erfiillt, heif$t Termmodell von ¢.

Fiir alle ® C Tpy (Aty (X)) bezeichnet Structy ¢ die Klasse der X-Strukturen, die (alle Formeln von) @ erfiillen.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aquivalenz pradikatenlogischer For-
meln wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der zugrundeliegende semantische Bereich D gegeben ist
durch Structs, bzw. die Menge aller Paare, die aus einer X-Struktur A und einer Variablenbelegung h : X — A
bestehen.

Wir schreiben ¢ <! ), falls (A, h) genau dann ¢ erfiillt, wenn (A, 1) ¥ erfiillt, und ¢ <> ¢, falls A genau dann
@ erfiillt, wenn A ¢ erfiillt.

Lemma 8.1 (Vollstandigkeit von Termstrukturen)
Sei A eine X-Struktur und H(A) die Termstruktur mit folgender Interpretation der Pradikate p : n € ¥:
P =4 {t € T | fold" (1) € p*} )
(siehe Kapitel 5).
Sei ¢ eine quantorenfreie X-Formel mit A |= ¢. Dann ist auch H(A) ein Modell von ¢.

Beweis. Durch strukturelle Induktion tiber T4y (Aty (X)) zeigen wir, dass fiir alle quantorenfreien X-Formeln ¢
Folgendes gilt:

i (@) = {o e T |foldt oo € g (9)}. (3)
Fir alle pt € Aty (X),

. @ @
8hiia) (Pt) = guiay (pt) = {o € T¥ |t € pPN} = {0 € T | fold” (to) € p*}
Lemma 530« e TX | (foldh 0 0)* (t) € pA)
={ceT¥fold oo € ga(pt)} = {o € TE | fold" o0 € g% (pt)}.
Firalle ¢, ¢ € Ty (Aty (X)),

ind. hyp.
S (C9) = TE\ gy (9) =" TE\{o € TE | fold* o 0 € g5 (9)}
= {0 e T¥ [fold" oo € AX\ g4 (9)} = {0 € T | fold" 00 € g (—9)},

ind. hyp.
i) (@A Y) = & (9) N&hyay (@) = {o e TE | fold* o0 € g5 (9) Ngh(y)}
={oeT¥|fld* oo c gi(pAp)},
* % * indidyp. X ldA * *
gH(A)((PVlP)—gH(A)(‘P)UgH(A)(fP) =" {oeTy |fold" oo e gy(p)Ugi(¥)}

= (e T¥ [ fold* o0 € gh(pV )}
Damit endet der Beweis von (3).

Sei A ein Modell von ¢ und o € T¥. Dann gilt g% (¢) = A%, also insbesondere h* o 0 € g% () fiir alle h € AX.
Also folgt aus (3), dass 0 zu gjy 5 (¢) gehort. Demnach gilt 8H(A) (p) = TX. Also ist H(A) ein Modell von ¢. O

Sei ¢ eine beliebige >-Formel tiber X.

var(¢) bezeichnet die Menge aller Variablen von X, die in ¢ vorkommen, aber nicht nur als Teil einer Operation
wie Jx oder Vx.
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x € V kommt in ¢ gebunden vor, wenn es eine Teilformel 3x¢ oder Vxip von ¢ mit x € var(y) gibt.

x € V ist eine freie Variable von ¢, wenn x mindestens einmal nicht gebunden in ¢ vorkommt. free(¢) bezeichnet
die Menge der freien Variablen von ¢.

¢ heifit geschlossen, wenn free(¢) leer ist.

Sei {x1,...,x,} = free(g).
all(@) =gef V1 ... V2, ¢ heiflt Allabschluss von ¢.
any (@) =ger Jx1 ... 3x, ¢ heit Existenzabschluss von ¢.

Aufgabe Zeigen Sie (1)-(3) von Kapitel 6 fiir geschlossene pradikatenlogische Formeln.

Substitution von Variablen einer pridikatenlogischen Formel durch Terme

Sei ¢ eine préadikatenlogische X-Formel tiber X und

o X = Tg(X).

Da Ty (X) eine X-Algebra ist, gibt es laut Kapitel 5 den X-Homomorphismus
0" Te(X) = Tx(X),

der jedem Term t die X-Instanz von ¢ zuordnet, d.h. denjenigen Term, der aus t durch Ersetzung der Variablen
von t durch ihre jeweiligen Bilder unter ¢ zuordnet.

Wollen wir eine solche Ersetzung in den Termen einer pradikatenlogischen Formel durchfithren, miissen wir
berticksichtigen, dass Variablen durch Quantoren gebunden sein kénnen. Diese Variablen diirfen nicht ersetzt
werden!

Auflerdem wiirde durch die Ersetzung freier Variablen durch Terme, in denen zufalligerweise Variablen vorkom-
men, die in der Formel gebunden sind, eine zusitzliche Bindung entstehen, die durch die Umbenennung der
gebundenen Variablen verhindert werden muss.

Die Funktion

o* : TpL(Atg (X)) — TpL(Ats(X)),

die die Ersetzung durchfiihrt und dabei die Existenz von Quantoren in obiger Weise berticksichtigt, setzt die
gleichnamige Funktion ¢* : Ty (X) — Tx(X) von Termen auf Formeln fort. Sie ist wie folgt definiert:

e Fiuralle f:n 1€ Xundt € Tx(X)", 0" (ft) = fo*(t).

e Firallep:n e XZundt € Ty (X)", 0" (pt) = po*(t).

e Firalle f:n — 1€ ALund ¢ € Tpp(Aty(X))", o (ft) = fo*(¢).
e FuralleQ € {3,V},x € Xund ¢ € Tp; (Atx(X)),

Qx'olx'/x|*(@) falls x € Vi =g Uvar(o(free(q) \ {x})),
Qxo[x/x]*(¢)  sonst.

o (Qxgp) = {

Wegen o|[x/x|(x) = x verhindert o[x/x] die Ersetzung von x durch o(x).
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X o*
—>
@
a(y) a(z)
a(y) o(2)

X

LV
N

Offenbar gehort x genau dann zu V,, ;,x, wenn x in einem Term t vorkommt, der bei der Anwendung von o[x/x]*
auf @ eine freie Variable von ¢ substituiert und damit ein neues gebundenes Vorkommen von x in ¢ einfiihren
wiirde, wenn wir x nicht durch x’ ersetzen wiirden. Wie folgendes Beispiel zeigt, kann das bewirken, dass Qx¢
erfiillbar ist, die o-Instanz von Qx¢ jedoch nicht!

Sei ¢ € TpL(At):(X)) und o, 09,...,04 : X — T):(X).
Fortan schreiben wir analog zu Kapitel 5

@o  anstellevon ¢*(¢),

op...0, anstellevon o, 0---005007. (Kleisli-Komposition)

Beispiel 8.2
Sei ¢ = Jxp(x,y), A = {a,b}, p* = {(a,b)} und h = Az.b. Wir erhalten

Jh[b/x]yNga(p(xy)) # @

Ao hegi(e) < {hfa/x],h
hlb/xy Nl € AX| (W (x), 1 (y) € pA} # O

]
]

< {h[a/x
& {(hla/x](x), hla/x](y)), (h[b/x](x), h[b/x](y))} N p* # @
& {(a,b),(b,b)} Npt # . (1)

Aus der Giiltigkeit von (1) folgt
A ‘:lz ¢- (2)

Seio = {x/y} (siehe Abschnitt 5.2). Dann ist Vj,s,x = {x}. Ohne Umbenennung erhalt man

Al 9o & he g(po) = g4 ((Bxp(x,))0) = g4 Bap(x,y)olx/x]) = g4 (Bxp(x, x))
& {hfa/x],h[b/x]} N ga(p(x,x)) # D

& {h[a/x],h[b/x]} N {l € AX| (K (x),l (x)) € p*} # D

& {(hfa/x](x),h[a/x](x)), (h[b/x](x),h[b/x](x))} N p? # @

& {(a,a),(b,b)} N pA # @. (3)

Da (3) nicht gilt, ist auch A [~ po verletzt. ®

Mit Umbenennung gilt jedoch:
Al 9o h € ghlpo) = g4 ((3xp(x,y))o) = g4 (3x'p(x,y)olx’/x]) = g4 (G2 p(¥', x))
& {hla/x'],h[b/x' 1} N {W € AX| (W (x'), 1 (x)) € pA} £ O
& {(hla/x)(x"), hla/x")(x)), (k[b/ ') (x'), h{b/ ¥} (x))} NV p* # @
& {(ab),(0,b)} Np" £ . (4)

Aus der Giiltigkeit von (4) folgt A |=), go. ©
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Da h eine konstante Funktion ist, gilt 1 = h* o 7, also wegen (2) auch A =), ¢. a

Lemma 8.3 (Substitutionslemma fiir pradikatenlogische Formeln; vgl. Lemma 5.3)

Fiir alle X-Strukturen A, h: X — A, 0: X — Tx(X) und ¢ € Tpp (At (X)),
AEp o < Ay ¢ )

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir alle ¢ € Tp (Atz(X)), x € X,y € X\ Voo, z € free(p) unda € A
Folgendes gilt:

(hla/y]" o aly/x])(z) = (K" o 0)[a/x](2). )
Fall 1: z = x. Wegen
(hla/y]" o oly/x])(x) = hla/y]"(oly/x|(x)) = hla/y]"(y) = hla/y](y) = a = (h* o o)[a/x](x)

gilt (2).
Fall 2: z € free(@) \ {x}. Aus var(c(z)) C Vpox undy & Vo x folgt y € var(c(z)), also auch (2):

(Ha/4)* o o1y/5)(@) = Ho/s) (oly/(2) Z hla/y) (0(2) " e (o(2))
= (0 0)(2) 'L (" 0 0)[a/ %] (2).

Nun zeigen wir (1) durch strukturelle Induktion tiber Tpy (Atx (X)).
Fiir alle pt € Aty (X),

A= pto & he gh(pto) = ga(pte) & (h* oo)*(t) Lemma 53 ( h*(t(f) pA

& h*oo e ga(pt) =g4(pt) & A Epop pt.
Fiir alle ¢, ¢ € Tpp(Ats (X)),

d.
Al o & he g, (o) = AX\ g (o) "L i oo € AX\ g (9) = g4 (—)
< A |:h*00- _|(P,

Ak (pAp)e & he gh(loAp)o) = g(90) N gh (o)
"B o0 € gh(9) NEAW) =8A(PAY) © A b @AY
und analog A =, (9 V§P)o < A l=por ¢V .
Seix € X und ¢ € Tpp(Atg(X)).
Nach Definition von ¢* gibt es eine Variable y € X \ Vyxg o« mit (Vx@)o = Vygo|y/x]. Daraus folgt
Al (Vag)o < he gy (Vxg)o) = g4 (Vygoly/x])

& Vac A:hla/yl € gh(goly/x)) S W a € A:hlasy) ooly/x] € g3 (9)

gVa €A:(h*oo)a/x] € gh(p) & hooegh(Vxp) & A Epor Vxg.

Analog erhédltman A =, (3x¢@)o & A Epror 3x9. Q

Lemma 8.4 (Aquivalenzlemma fiir pradikatenlogische Formeln)
Sei ¢ € Tpp(Atg (X)) und A eine X-Struktur.

(i) Faralle o, 7 : X — Tx(X) mit ¢ =4 7 gilt o <4 ¢t.

(ii) Fiir alle X-Kongruenzen ~ auf A und h, I’ € AX gilt:

Ao Nh~l = AbEp e
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Beweis.

():Seih: X - A.c=41 impliziert
(B o) (x) =" (o(x)) = h*(t(x)) = (K" o T)(x) ®)
fur alle x € X. Daraus folgt
1 3 1
Abigr B Abrwe Y Abrae 8 AR,
also g <4 1.
(i) erhdlt man durch strukturelle Induktion iiber Tpy (Ats(X)). Seih ~ I'.
Fir alle pt = p(ty,...,ty) € Atz (X) und 1 < i < ngilt h*(¢;) ~ h'*(t;), also

Al pt & hegh(pt)=galpt) & h*(t) € pt e WE(t) € pA
< W ega(pt) =galpt) & Ay pt.

Die Induktionsschritte ergeben sich analog zum Beweis von (1) aus der induktiven Definition von g7 . Q

8.1 Normalformen

Die Normalisierung pradikatenlogischer Formeln zielt darauf ab, sie in erfiillbarkeitsiquivalente aussagenlogi-
sche Formeln tiber Aty (X) umzuwandeln, so dass ihre Erfiillbarkeit mit Hilfe zu pradikatenlogischen Verallge-
meinerungen aussagenlogischer Schnitt- oder Tableau-Ableitungen tiberpriift werden kann.

Wir werden hier nur Schnittableitungen verallgemeinern. Tableau-Kalkiile fiir pradikatenlogische Formeln wer-
den in [8], [24] und [41] vorgestellt.

Aufgabe Sei A eine X-Struktur, x,y € X, Q € {3,V} und ¢, ¢, ¥ X-Formeln mit x ¢ free(9). Zeigen Sie, dass
Pow(A) folgende PL-Gleichungen erfiillt:

—Jxp = Vx—ep —Vxgp = Jx—¢ (negQ)
Ax(p V) = Ixe Vv Ixy (distEx)
dx(pA0O) =IxpAD Ix(ON @) =0ANTxg

Vx(@ Ap) =Vxp AVxyp (distAll
Vx(p Vo) =VxpVi Vx(9V @) =9V Vxep

Qxd =29 (removeQ)
Qxp = Qy(p{y/x}) (rename)

Eine X-Formel heifst Negationsnormalform iiber Aty (X) (NNF), wenn = in ihr nicht vorkommt und — nur direkt
vor Atomen.

Seien ¥, ¥’ Signaturen mit £ C ¥/ und A eine ¥/-Struktur.

Das X-Redukt Ay von A ist die X-Struktur mit derselben Trigermenge und Interpretation der Symbole von £
wie A.

Die Normalisierung einer pradikatenlogischen Formel zielt vor allem auf die Eliminierung ihrer Existenzquanto-
ren ab. Wegen der dazu erforderlichen Einfiihrung zusitzlicher Operationen in die Formel (s.u.) ist die normali-
sierte zur urspriinglichen nur in folgendem Sinne dquivalent:

Eine X-Formel ¢ und eine ¥'-Formel ¢ heilen erfiillbarkeitsiquivalent bzgl. ¥, geschrieben: ¢ ~y 1), wenn es fiir
alle -Strukturen A und h € AX eine ¥/-Struktur B gibt, deren X-Redukt mit A tibereinstimmt und die folgende
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Aquivalenz erfiillt:
AlErg < By y.

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Erfiillbarkeitsdquivalenz bzgl. £’ (!) mit der Aquivalenz in allen X'-Strukturen iiber-

einstimmt. a

Satz 8.6

Seix € X, ¢ € Tpp(Atg (X)), {x1,...,xn} = free(¢) \ {x}, f eine — Skolemfunktion genannte — n-stellige Opera-
tion, > =X W {f}und o = {f(xy,...,x,)/x}.

ax
9
® ®
V2 V2 V2 £ LV LV
X'I e xn

(i) Ixp =5 go.
(ii) Sei ¢ € Tpp (Aty (X)) und z € X. Dann gilt:

H{Ixg/z} =5 H{eo/z}.
Beweis von (i).

Sei B eine X'-Struktur mit By = A, h € AX und a = fB(h(x1),..., h(xn)).

Wir zeigen zunéchst:
h* oo = hla/x]. 4)

Nach Definition von h* gilt

W (o(x)) = h*(f(x1,...,xn)) = fB(h(x1),...,h(xy)) = a = hla/x](x)
und h*(0(y)) = h(y) = hla/x](y) furalley € X\ {x}. Also gilt (4). Daraus folgt

(1) 4
B =, 90 < B s @ 2:2 B Enjasx) ¢ (5)
Seinun A =, Jx¢. Dann gibt es a € A mit A |=(,/,) ¢. Wir definieren eine X'-Struktur B wie folgt: B|z = A und
fir alle (ay,...,a,) € A", f%(ay,...,a,) = a. Da f in ¢ nicht vorkommt, gilt B Fhla/x ¢, also B =, go wegen (5).

Sei B =), o und a = fB(h(xy),...,h(xy)). (5) impliziert B Fhla/x) ¢, als0 A ey @, weil f in ¢ nicht vor-
kommt. Daraus folgt A |=;, Jx¢.

(ii) folgt aus (i), weil ~y mit PL vertraglich ist. a

Eine pradikatenlogische Formel Vx ... Vx, ¢ heifst Skolemnormalform (SNF), wenn ¢ eine implikative Normal-
form iiber Aty (X) ist (siehe Kapitel 6).

Satz 8.7 Jede préddikatenlogische Formel ¢ hat eine erfiillbarkeitsdquivalente Skolemnormalform.

Beweis. Zunachst wird 3 durch Anwendung von negAL- und negQ-Gleichungen in eine NNF ; tiberfiihrt. Dann
werden die Quantoren von ¢; durch Anwendung von distEx-, distAll-, removeQ- und rename-Gleichungen soweit
wie moglich nach rechts geschoben.
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AnschliefSend wird die resultierende Formel ¢, durch Anwendung von Gleichungen der Form
HIxg/z} = {eo/z}, (6)

deren Komponenten die Bedingungen von Satz 8.6 (ii) erfiillen, in eine zu ¢, erfiillbarkeitsdquivalente Formel 13
ohne Existenzquantoren transformiert.

Durch Anwendung von rename-Gleichungen und Inversen von distAll-Gleichungen werden die Allquantoren von
3 nach links geschoben, bis eine dquivalente Formel

VX1 ... VX1,

mit paarweise verschiedenen Variablen x1, .. ., x; und quantorenfreier Formel 1, entsteht.

14 wird durch die Anwendung giiltiger AL-Gleichungen (siehe Kapitel 6) in eine dquivalente KNF ¢5 transfor-
miert und diese in die INF s = inf(iy5) (siehe Satz 6.1 (11)).

Zusammengefasst ergibt sich folgende Kette von Aquivalenzen, wobei A eine £-Struktur, i € A%, ¥/ die durch die
Anwendungen von (6) definierte Erweiterung von X und B die gemif Satz 8.6 (i) aus (A, i) gebildete ¥'-Struktur
ist:

P <:>;? Py <:)>]/1k Py =~y P3 <:>5 Vx1...Vxuy <:>5 Vx1... Vx5

<:>£3 Vx1 ...V, .

Vx1 ... Vx,1pe ist also die gewtinschte Skolemnormalform.

(6) konnte auch an anderer Stelle des Normalisierungsprozesses angewendet werden. Die hier genannte Schritt-
folge stellt jedoch sicher, dass bei jeder Anwendung von (6) die Teilformel ¢ moglichst klein ist und daher die auf
der rechten Seite von (6) eingefiihrte Operation f (siehe Satz 8.6 (i)) eine moglichst niedrige Stelligkeit hat. a

8.2 Schnittkalkiil

Wiéhrend die aussagenlogische Schnittregel das gleiche Atom aus zwei Gentzenformeln herausschneidet, ist die
unten definierte pradikatenlogische Schnittregel auch auf zwei verschieden Atome anwendbar, sofern diese uni-
fizierbar sind, d.h. eine gemeinsame Instanz haben (siehe Kapitel 5):

Seio, T: X — Tx(X). o subsumiert 7, geschrieben: ¢ < 7, wennes p : X — Ty (X) mit op = 7 gibt.
Seien t, u Atome oder Terme. ¢ unifiziert oder ist ein Unifikator von ¢t und u, wenn tc = uo gilt.

Subsumiert ein Unifikator von f und u alle Unifikatoren von t und u, dann nennen wir ihn einen allgemeinster
Unifikator (most general unifier; mgu) von f und u.

Die folgenden Funktionen
unify : (Ats(X)UTs(X))? — 14+ Tx(X)%,
unify’ + (Te(X)*)? — 1+ Tg(X)X
berechnen einen mgu zweier Atome oder Terme bzw. zweier gleichlanger Termtupel, sofern diese unifizierbar
sind.

Funktionen eines Typs der Form A — 1 4 B werden auf besondere Weise komponiert. Sei f : A — 1+ B und
g:B—=1+C.Dannistg® f : A — 1 + C wie folgt definiert: Fiirallea € A,

g(f(a)) falls f(a) # *,
O f)a) =

* falls f(a) = *.
unify und unify’ liefern den Wert *, wenn die zu unifizierenden Ausdriicke an der gleichen Baumposition mit
verschiedenen Operationen oder Pradikaten markiert sind oder der occur check x € var(ft) (s.u.) erfolgreich ist.
Er verhindert, dass eine Variable x durch einen Term ¢ ersetzt wird, der keine Variable ist, aber x enthilt. Wenn sie
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nicht verhindert wird, wiirde sich eine solche Ersetzung unendlich oft wiederholen. M.a.W.: Ein Unifikator von x
und t miisste x und t den unendlichen Term t{t/x}{t/x} ... zuweisen. Der gehort aber nicht zu Tx(X).

unify und unify’ sind wie folgt definiert:
Firalle f,g € &, t,u € Tx(X),t',u’' € Tx(X)* und x € X,

unify(f(t'), g(u')) _ {”W@U,u)fdhf_g

* sonst,
unify(f(¢), ) - { {F(@)/a} falls x & oar(£(1)),
* sonst,
unify(x, f(t')) = unify(f(t'),x),
unzfy(x y) = {x/y}/
unify (const(t'), cons, (u')) = unify (fo,u'c) ©c, wobeic = unify(t,u),
unify’ (cons;(t'), €) = x,
unify' (e, conss(t')) = x,
unzfy ( ) = incy

(siehe Abschnitt 4.7).

Liefert unify oder unify’ den Wert , dann scheitert der Algorithmus. Jeder von * verschiedene Wert ist ein mgu
der jeweiligen Parameterterme bzw. -atome. Da die Argumente von unify nur endlich viele Variablen enthalten,
hat jede von unify berechnete Substitution ¢ endlichen Support

supp(0) =g {x € X | x0 # x}.
AuBerdem garantiert der — durch die Abfrage x € var(ft) realisierte — 0.g. occur check, dass kein Term von

o(supp(c)) Variablen von supp(c) enthilt.

Der occur check kann auch dann zum Scheitern von unify(t, ') fithren, wenn keine Variable von t in t' vorkommt.
Z.B. ersetzt unify bei der Unifikation von f(x,x) und f(y,g(y)) zunéchst die Variable x durch y, so dass der
Algorithmus nun f(y,y) und f(y,g(y)), also u.a. y mit g(y) unifizieren muss.

Wiirde er jetzt nicht abbrechen, sondern y durch g(y) ersetzen, dann hitte er im néchsten Schritt f(g(y),g(v))
und f(g(y),g(g(y))) zu unifizieren, usw.

Eine injektive Substitution ¢ heifit Variablenumbenennung, wenn ¢(X) eine Teilmenge von X ist.

Aufgabe Zeigen Sie, dass es fiir alle t,#' € Ty (X) genau dann eine Variablenumbenennung o mit to = ' gibt,
wenn ¢ ' subsumiert und ¢’ t subsumiert. Q

Der priadikatenlogische Schnittkalkiil PSK ist synthetisch und besteht aus vier Regeln:
Einfithrungsregel

oF g ¢ € P C Tp (Atg(X))

Summandregel

Ok o=ypVvivy
D - go= YoV

QP e TpL(At):(X)), 9, = At):(X), o= unify(ﬁ, 19/)

Faktorregel
O ININp=
D - Yo Ao = Yo

@, ¢ € Tpr(Atg (X)), 8,9 € Ats(X), o = unify(8,9')
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Q- o=>yVve, dFIANY =Y
D proNg'o= YoV Yo
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9,9, 9",y € TpL(Atn(X)), 8,8 € Atz (X),
o = unify(dt, ),

T ist eine Variablenumbenennung mit
var(eTV TV 8T) || var(d' vV ¢’ V')

Jede zur Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel dquivalente Gentzenformel heifst Resolvente der bei-

den Gentzenformeln des Antezedenten. Letzterer enthélt zwei unifizierbare Atome ¢ und ¢/, die wegen der Kom-

mutativitdt von V bzw. A nicht notwendig am Ende bzw. Anfang stehen.

Eine PSK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine PSK-Ableitung von & - L.

Beispiele

Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {¢1, ¢2, @3} mit

p1 = ply) Ap(fa)) =q(x),

g2 = T=px),
g3 = p&by)) Aq(b) = L.
o + py) Ap(f(a)) = q(x) Einfiihrung von ¢;
D + (¢4) p(f(a)) = q(x) Faktorregelanwendung auf ¢; wegen
unify(p(y), p(f(a))) ={f(a)/y}
o T = p(x) Einfiihrung von ¢,
o + T = p() Variablenumbenennung v = {x’/x}
d + (¢s5) T =q(x) Resolvente von ¢, T und ¢4 wegen
unify(p(x'), p(f(a)) ) {f(a)/x'}
o+ p(g(b,y)) A ( ) = Einfiihrung von ¢3
d + (¢s) p(g(b,y)) = Resolvente von @5 und @3 wegen
unify(q(x),q(b)) = {b/x}
® - T=1 Resolvente von ¢, und ¢s wegen

unify(p(x),

p(g(b,y))) ={g(by)/x}

Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {1, ¢, ¢3} mit

o= T ) Vi,

P2 =

93 =
o+ T=p(fly)Vay)
® F p(x)= L
© F (ps) T=qy)
@ F (¢5) q(x)Aq(f(b)) =L
© F (p) q(f(b) =L
o+ T=1

p(x) = 1,
q(x) A q(f(b)) = L.

Einfithrung von ¢q

Einfiihrung von ¢,

Resolvente von (pl und ¢, wegen
unify(p (£ (1), p(x)) = {f(9)/x}
Emfuhrung von @3
Faktorregelanwendung auf @5 wegen

unify(q(x),q(f(b)) = {f(b)/x}

Resolvente von ¢4 und ¢4 wegen

unify(q(y),q(f(0))) = {f(0)/y}
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Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {¢1, ¢, } mit

¢1 T = p(f(x),y) Vpy flx),
p2 = p(fle),x)= L.

d T=p(f(x),y)Vply, f(x)) Einfiihrung von ¢4
o + T=p(f(x), f(x)) Faktorregelanwendung auf ¢; wegen
unify(p(f(x),y),p(y, f(x)))
= unify ((f(x),y), (v, f(x)))
= unify(yo, f(x)o) © ¢
= unify(f(x), f(x)) © ¢
=incx ©0
=0, wobeic =unify(f(x),y) = {f(x)/y}
® + (¢3) T = p(f(x'), f(x) Variablenumbenennung v = {x’/x}
o + p(f(e),x) = L Einfiihrung von ¢;
d - T=1 Resolvente von ¢3 und ¢, wegen
unify(p(f(x'), f(x")), p(f(c), x))
= unify ((f(x'), f(x")), (f(e), x))
= unify(f (x')o,x0) © ¢
— unify(f(c),x) O ¢
— {e/¥,f(0)/x}, wobei o = unify(f(), £(c)) = {c/'}

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Widerlegung der Gentzenformelmenge

{T=px)Vvp), ply) Aply) = L}

eine Summand- oder Faktorregelanwendung benoétigt. a

Satz 8.8 (Korrektheit pradikatenlogischer Schnittableitungen)

Sei ® eine endliche Menge von Gentzenformeln tiber Aty (X) und i eine Gentzenformel.
(i) Aus @ Fpgk ¢ folgt @ = 9.

(ii) Aus @ Fpgk L folgt, dass @ unerfiillbar ist.

Beweis von (i). Es gentigt zu zeigen, dass aus dem Antezendenten der Summand-, Faktor- und Schnittregel der
jeweilige Sukzedent folgt. Daraus erhilt man (i) durch Induktion tiber die Anzahl der Summand- bzw. Faktorre-
gelanwendungen und Resolventen einer PSK-Ableitung von @ + .

Fall 1: % ist die Summandregel.

Dann gilt 1 = (¢ = ¢ V9V ') und ¢, = (9o = oV 90) fiir Formeln bzw. Substitutionen ¢, 9, ¢, ¢, o, die die
Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.

Sei A |= ¢ und h € AX mit A =), po. Nach Lemma 8.3 folgt A =0, ¢, also
AEpo pVOVY

wegen A |= ¢1. Also gilt A |=;, YoV 90 V 0, wieder nach Lemma 8.3. Wegen 9o = ¢/c folgt A =), oV 90. Da
h beliebig gewdhlt wurde, schlieBen wir A |= ¢,.

Fall 2: % ist die Faktorregel. Der Beweis verlduft analog zu Fall 1.
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Fall 3: % ist die Schnittregel. Dann gilt 1 = (¢ = YV ), o = (¢ A ¢/ = ) und

p3 = @roAg'o=yproVviyo
fiir Formeln bzw. Substitutionen ¢, ¢/, 8, ¢, ¢, ¢, 7,0, die die Anwendbarkeitsbedingungen der Schnittregel er-
fullen.

Sei A = g1 Agound h € AX mit A =), 970 A ¢'o. Nach Lemma 8.3 folgt A Epory @ und A =peor ¢, also
A Epore P V9 wegen A |= ¢1. Nach Lemma 8.3 folgt A =), yto V d70.

Fall 3.1: A =), ¢to. Dann gilt A =, 1o V ¢'0. Da h beliebig gewéhlt wurde, schlieBen wir A |= 3.
Fall 3.2: A =), 910. Dann gilt A |=;, ¥'c wegen 910 = ¢'c. Nach Lemma 8.3 folgt A =0, ¢

Wegen A |=por ¢’ und A = @) folgt A |=peop ¢/, also A =, /o wieder nach Lemma 8.3. Daraus folgt A |,
1oV ¢'o. Da h beliebig gewihlt wurde, schliefen wir A = ¢3.

Beweis von (ii). Sei ® psk L. Aus (i) folgt A @ |= L, also ist A @ unerfiillbar. a

Satz 8.9

Eine Menge ® pradikatenlogischer Gentzenformeln ist genau dann erfiillbar, wenn ihre Termexpansion
Exp(®) = {90 |9 e ®, 0 €T3}

(im aussagenlogischen Sinne) erfiillbar ist.

Beweis. Wegen Lemma 8.1 gentigt es zu zeigen, dass ¢ genau dann ein Termmodell hat, wenn Exp(®) ein aussa-
genlogisches Modell hat.

Sei H ein Termmodell von ® und ¢ € T¥. Dann gibt es fiir alle Gentzenformeln ¢ = 1 von ® ein Atom at,,y in
@ oder p mit o € gy (atyy) bzw. o € gy(atyy).

Wir bilden daraus folgende (aussagenlogische) Belegung ¢ : Aty (X) — 2:

Fiir alle X-Atome at tiber X, g(at) =g, gp(at)(c). Dann gilt g(ate,y) = 0 bzw. g(atyy) = 1,also g(¢ = ) =1
fur alle Gentzenformeln ¢ = 1 von ®. Da ¢ beliebig gewdhlt wurde, ist g ist ein aussagenlogisches Modell von

Exp(®).
Sei umgekehrt g : Aty (X) — 2 ein aussagenlogisches Modell von Exp(®) und H die Termstruktur mit folgender
Interpretation der Pradikate p € X. Sei n = arity(c). Furalle t € T¥,

tep ey g(pt) =1. %)
Sei o : X — Tx(X). Nach Voraussetzung gibt es fiir alle Gentzenformeln ¢ = 1 von ®

e einen Faktor pt,,y von @ mit g(pty,po) =0 *

e oder einen Summanden pt,y von ¢’ mit g(pty,y0o) = 1. (**)

Im Fall (*) erhalten wir
(7)
g(ptpyo) =0 & toyo & p & o & gulptey)
= 0 Zg(p) = o egyle=1v).
Im Fall (**) erhalten wir
(7)
8(ptoyo) =1 & tyyo € pH < oe g (ptoy)
= cegy(p) = cegylo=1).

Also gilt H =, ¢ = ¢ fiir alle Gentzenformeln ¢ = 1 von ®. Da ¢ beliebig gewahlt wurde, ist H ein Modell von
D. Q
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Lemma 8.10 (Lifting-Lemma)

Seien ¢1, ¢ Gentzenformeln tiber Aty (X), Y1 € Exp(¢1), 0 : X — Ty, und 5 eine aussagenlogische Resolvente
von 11 und @y0.

Dann gibt es eine Gentzenformel @3, eine PSK-Ableitung von {¢1, 92} F ¢3und p’ : X — Ty mit @30’ = 13 und
o =v'p', wobei 7/ die Komposition der im Laufe der Ableitung gebildeten mgus ist.

Die aus der aussagenlogischen Resolvente gebildete PSK-Ableitung besteht aus moglicherweise leeren Folgen
von Anwendungen der Summand -bzw. Faktorregel auf ¢; bzw. ¢, und einer anschliefenden Anwendung der

Schnittregel:

1= 110 $20 ¢ $2

aussagenlogischer Summandregel- Faktorregel- :

Schnitt anwendungen  anwendungen

) Y Y
3 = @3p 1771 $272

pritlikatenlogischer
Schnitt
3

Beweis. Wegen ¢; € Exp(¢1) gibt es eine Variablenumbenennung 7 mit var(¢;17)||var(¢2) und ¢ = @170. Da 3
eine aussagenlogische Resolvente von ¢, und ¢, ist, gibt es Formeln ¢, ¢', ¥, ¢’ und Atome

/ /
191/-~-/19I')l/ 1/~--/l9)7

mit
1 = ¢ = PVHV--- VO, @2 = YA-AANY = ¢,
Y3 = @TroA¢'oc = YproVy'o

und ¢;70 = 19;(7 furallel <i <mund 1 < j < n. Insbesondere werden sowohl die Atome t,..., 9,7 als auch
die Atome 9 e, 0}, von ¢ unifiziert.

Also gibt es einen mgu ; < ¢ der Atome %7,...,0,T und einen mgu 7, < ¢ der Atome 9},..., 9, mit
var(@17y1)||var(¢272). Folglich ist 711 ein mgu von ¢y, ..., 8y, und wir erhalten durch (m-1)-fache Anwen-
dung der Summandregel auf ¢; und (n-1)-fache Anwendung der Faktorregel auf ¢, die Formeln

P1TYE = 9T = YT VhTyr bzw.  ¢ar2 = I A@v = Y.

Da ¢1 7 und ¢; keine gemeinsamen Variablen haben, ldsst sich X als Summe der Mengen var(¢17) und X \ var(¢;)
darstellen.

Also gilt 91Ty = @1771, P27 = @272 und 7y < 0 fiir die Summenextension y = [y1, 72].

Wegen 7 < o gibt es eine Substitution p mit ypo = ¢. Wegen 8;10 = 19;0 unifiziert p die Atome 97y und 9{7.
Also gibt es einen mgu ¢ dieser Atome und eine Substitution p’ mit o’ = p. Da var(¢@ty) = var(d;77y1) und
var(97y) = var(9]72) disjunkt sind, benétigen wir keine weitere Variablenumbenennung, um die Schnittregel
auf ¢1 Ty und @y anzuwenden, was zur Resolvente

93 = @TYENGYE = YTYEVY'AE
fuhrt.
Also gibt es eine PSK-Ableitung von {¢1, 92} F 3.

Aus 0 = yp = y&p’ folgt

Y3 = @eTroANg'o=yrovyp'c = etyip’ A @' vip' = YTyl Vv = @3p’.
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Demnach gilt die Behauptung des Lemmas fiir 7/ = ¢. a

Das folgende Theorem tibertragt Satz 6.4 auf unendliche Mengen aussagenlogischer Gentzenformeln. Es wird in
Satz 8.12 auf Termexpansionen angewendet.

Satz 8.11 (Vollstandigkeit von ASK-Widerlegungen von Gentzenformelmengen)

Sei @ eine unerfiillbare Menge von Gentzenformeln tiber einer abzihlbaren Menge von Atomen. Dann gilt ® 45k
L.

Beweis.

Wir folgen dem Beweis von [14], Satz 1.49, und zeigen die Behauptung durch Kontraposition. Sei ® /45x L und
X1,X2,X3,... eine Abzdhlung der Atome von .

Der konsistente Abschluss von @ ist die folgendermafien definierte Menge:

closure(®) = Uyen Pn,
o) = P,
o _ {cpnu{ﬁx,,} falls @, U {x,} Fask L,
O, U{x,} falls®, U {x,} Fask L.

Durch Induktion tiber #n zeigen wir zunachst, dass ©,, I/ 45 L fiir alle n € IN gilt:
Nach Voraussetzung gilt &y = & /4sx L.

Sei L nicht aus @, ableitbar (Induktionsvoraussetzung).

Fall 1: ®, U{xy} ask L. Dann gilt &, ;1 = O, U {x,} Fask L.

Fall 2: ®, U{x,} Fask L. Dannist @, = O, U {—x,}. Wére @, 1 Fasx L, dann miisste L wegen @, Fasx L
die Resolvente des Schnittes von —x;; mit einer Gentzenformel von ®;, sein. Die kann aber nur mit x, tiberein-
stimmen, d.h. x, miisste zu ®,, gehoren. Also wiirde gelten:

(Dnu{xn} = @, Fasx L. %

Also gilt D), /4sx L fiirallen € IN.

Sei (closure(®) F ¢q,...,closure(®) F ¢,) eine ASK-Ableitung. Dann gibt es eine endliche Teilmenge ¥ von
closure(®) derart, dass auch (¥ F ¢1,..., ¥ F ¢,) eine ASK-Ableitung ist. Also existiert n € N mit ¥ C ®,,, so
dass auch (@, - ¢1,..., Dy F ¢n) eine ASK-Ableitung ist.

Insbesondere gibe es im Fall closure(®) Fasg L n € N mit Oy, Fa5¢ L. 4
Also gilt closure(®) sk L.

Nun zeigen wir durch Kontraposition, dass die Belegung g : At — 2 mit
g(x) =1 & «x € closure(P)

ein (aussagenlogisches) Modell von @ ist.

Angenommen, es gibt eine Gentzenformel ¢ = x; A -+ - Axy, = y1 V- - - Vy, von ®, die g nicht erfiillt. Dann wire
firallel <i<mund1<j<ng(x;) =1und g(y;) = 0. Nach Definition von g wiirde x; zu closure(®) gehoren,
yj jedoch nicht. Aus Letzterem wiirde folgen, dass —y; zu closure(®) gehort. Damit wire

{xi[1<i<mpU{etU{-y;|1<j<n}

eine Teilmenge von closure(®P), aus der sich durch m + n Anwendungen der (aussagenlogischen) Schnittregel L
ableiten liele. Also wiirde closure(®) Fasx L gelten. 4
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Folglich erfiillt g alle Gentzenformeln von @, ist also ein Modell von &.

Ist ® unerfiillbar, dann gilt demnach ® F4¢x L. a

Um Satz 8.11 im folgenden Theorem anwenden zu konnen, setzen wir ab jetzt voraus, dass £, X und damit auch
Aty (X) abzéhlbar sind.

Satz 8.12 (Vollstandigkeit pradikatenlogischer Schnittwiderlegungen)

Sei @ eine endliche Menge von Gentzenformeln iiber Aty (X).

(i) Aus Exp(®) Fask 3 folgt @ Fpsk ¢ fiir eine Gentzenformel ¢ mit ¢ € Exp(¢).
(ii) Ist @ unerfiillbar, dann gilt ® Fpgx L.

Beweis von (i) durch Induktion iiber eine — bzgl. der Anzahl n ihrer Resolventen — minimale ASK-Ableitung von Exp(®) +
.
Fall 1: n = 0. Dann gibt es ¢ € ® mit ¢ € Exp(¢). Also ist (P I~ ¢) eine PSK-Ableitung von @ + ¢.

Fall 2: n > 0. Dann ist ¢ eine Resolvente zweier Gentzenformeln ¢; und ¢, und es gibt ASK-Ableitungen von
Exp(®) - ¢y bzw. Exp(P) F 1 mit weniger als n Resolventen.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Gentzenformeln @1, ¢ mit © Fpsx @1, P1 € Exp(@1),  Fpsk ¢2 und
2 € Exp(¢2).
Also liefert Lemma 8.10 eine Gentzenformel ¢ mit {¢1, o} Fpsk ¢ und ¢ € Exp(¢).

Zusammengenommen liefern die drei PSK-Ableitungen die gewtiinschte PSK-Ableitung von ® - ¢.

Beweis von (ii). Nach Voraussetzung und Satz 8.9 ist die Termexpansion von ® unerfiillbar. Da sie eine Menge
variablenfreier Gentzenformeln iiber der abzidhlbaren (!) Menge Aty (X) ist, folgt Exp(®) Fasx L aus Satz 8.11
und damit ® Fpgx L aus (i). a

8.3 Prddikatenlogik mit Gleichheit

Eine X-Struktur A heifit ¥-Gleichheitsstruktur, wenn das zweistellige Gleichheitspriadikat = durch die Diago-
nale A4 und das zweistellige Ungleichheitspradikat # durch ihr Komplement A2\ A4 interpretiert werden.

Hat A die Tragermenge Ty /=g fiir eine Menge E von Gleichungen (siehe Kapitel 5) und sind die Operationen
von X so auf T, /=F interpretiert wie in Kapitel 5, dann heifit A Quotienten-Termstruktur.

Da Ty (X) hier nur als Algebra, aber nicht als (Term-)Struktur eingeht, ist eine Quotienten-Termstruktur nicht
notwendig eine Quotientenstruktur in obigem Sinne.

Ein Modell einer pradikatenlogischen Formel ¢ heifit Gleichheitsmodell von ¢, wenn es eine Gleichheitsstruktur
ist.

Seien ¢, € Tpy (Ats(X)).

Wir schreiben ¢ =r¢ 1, wenn jedes Gleichheitsmodell von ¢ auch 1 erfiillt.

Seien x,¥,X1,...,Xn, Y1,---,Yn € X, f eine Operation und p ein Pradikat von X mit arity(f) = arity(p) = n.

Die Menge congs der X-Kongruenzaxiome besteht aus folgenden Gentzenformeln:

X=x Reflexivitit)
Symmetrie)
Vertraglichkeit mit f)

Vertréglichkeit mit p)

XY=y = y=x
Y= A A =Yn = f(x1,o0,x0) = f(Y1, .o, Yn)
p(x1,.. ., X)) AXY =1 A AXy =Yn = pY1,---,Yn)

—~ /N
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Die Menge disgy der X-Disgruenzaxiome besteht aus folgenden Gentzenformeln:

“xEX (
XEY = YEX (
flxg, oo, x0) Z f(y1,ooyn) = X1 Zy1V---Vx, Zyn  (Vertraglichkeit mit f)
p(x1,...,xn) = X1 Z PV VX ZYn VW1, Yn) (Vertraglichkeit mit p)

Reflexivitat)

Symmetrie)

Aufgabe Zeigen Sie, dass Reflexivitit und Vertraglichkeit mit Pradikaten die Transitivitdt von = bzw. # impli-
zieren, die als Gentzenformel folgendermafien lautet:

X=yYAy=z = x=z bzw. x#z = xZyVvVy#z QO

Aufgabe Zeigen Sie, dass jede X-Gleichheitsstruktur ein Modell von congy, bzw. disgs: ist. EI

Die in Kapitel 5 behandelte Gleichungslogik ist der Spezialfall der Pradikatenlogik, in dem die Pradikate von X
auf =, Formeln auf 2-Gleichungen und Z-Strukturen auf Gleichheitsstrukturen beschrankt sind.

Aufgabe Sei A ein Modell von disgs. Zeigen Sie, dass ~* =def A?\#£4 eine X-Kongruenz ist. Qa

Aus obiger Interpretation von Pradikaten in Quotientenstrukturen folgt fiir alle 2, b € A:

nat_a(a) =4/=" nat_,(b) < a=2b < nat_a(a) = nat_a(b),
nat_a(a) =AM nat_a(b) < a~%b < nat_s(a) =n

Demnach sind A/ =4 und A/~% Gleichheitsstrukturen.

Satz 8.13
(i) Fiir jede £-Kongruenz ~ auf A, nat = nat.. und alle h € AX gilt folgende Aquivalenz:
A/~ |:natoh p & A |:h 9.
(i) Sei ¢ € Tpp(Atg (X)) und A eine E-Struktur.

A/=4 E 9 & A E ¢ANAcongs,
A/~ E 9 & A E oA Ndisgs.

(iii) Sei ¢ eine implikative Normalform tiber Aty (X).

@ hat kein Gleichheitsmodell < ¢ A A congs ist unerfiillbar,
@ hat kein Gleichheitsmodell < ¢ A A disgy, ist unerfiillbar.

Beweis von (i) durch strukturelle Induktion iiber Tpy (Ats(X)).

Fiir alle pt € Aty (X),

A/~ Enaton pt & natoh € g, (pt) = gas(pt) & nat(h*(t))
LemmaS3W) (ato k) (1) € pA~ & h* (1) € pA & he galpt) = g (pt) & Al ph.
Fir alle OUAS TpL(Atz(X)),

A/~ Eaton ~@ & natoh € g4, (=) = "PwAN) (g5 () = (A/~)X\ g%, ()
ind. hyp.
TS e AX\ g () = PN (g4 (9)) = g4 (—p) & A g,
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A/~ ‘:natoh pAY

& natoh € gy, (9 Ap) =g, (@) NPWA) g5 (9) = g%, (@) N g, (%)

ind. hyp.

S he gy (@) Nga(p) = gh(e) APUA g () = g4 (p A ) & Ay oAy

und analog A/~ Euuon VP <& A= @ V.
Firalle x € X und ¢ € Tp(Ats (X)),

A/~ Enaton Vx@ < natoh € g4, (Vxg) = (Vx)P@A) (g5 ()

& Val € A/~ :natohla/x] = (natoh)([a]/x] € g, ()

MEP ae Azhla/x] € g4(p) = (V)PP (g5 (9)) = g4 (Vrg) & Ay Vag

und analog A/~ =, 0n X9 < A = Ixe.

Sei ~ € {=4,~4}.

Beweis von (ii). Da jede X-Gleichheitsstruktur die X-Kongruenz- und -Disgruenzaxiome erfiillt und es zu jeder
Belegung /' : X — A/~ eine Belegung h : X — A mit nat o h = I’ gibt, folgt (ii) aus (i).

Beweis von (iii). ¢ habe kein Gleichheitsmodell. Dann gilt fiir alle X-Strukturen A, A/~ ¢, also A [~ ¢ A A\ congs
bzw. A [~ ¢ A Adisgs, wegen (ii), d.h. ¢ A A congy, bzw. ¢ A A\ disgy, ist unerfiillbar.

Sei umgekehrt ¢ A A congs, bzw. ¢ A A\ disgy, erfiillbar. Dann gibt es ein Modell A von ¢ A A congs, bzw. ¢ A A\ disgs,
und damit wegen (ii) das Gleichheitsmodell A/~ von ¢. a

Wir fassen zusammen:
Sei ® eine endliche Menge von Gentzenformeln iiber Aty (X).

Aus den Sdtzen 8.8 (ii) und 8.12 (ii) folgt:

@ ist unerfillbar < @ Fpgx L. (4)

Mit Hilfe von Satz 8.13 (iii) ldsst sich (4) auf Gleichheitsmodelle tibertragen:

& hat kein Gleichheitsmodell
1200 ® U congy ist unerfiillbar 5)

@ q)UCOHg): l_PSK 1.

& hat kein Gleichheitsmodell
8'13:9”) ® U disgy, ist unerfiillbar (6)

@ D Udisgy, Fpsg L

Fiir Gleichheitsstrukturen, deren Gleichheit tiber Gleichungen definiert ist (siehe Kapitel 5), ldsst sich Lemma 8.1
auf Quotienten-Termstrukturen tibertragen:

Lemma 8.14 (Vollstandigkeit von Quotienten-Termstrukturen)

Sei 2. eine Signatur mit Pradikatenmenge P, E eine Menge von Gleichungen, die die X-Kongruenzaxiome ent-
hilt, ¢ eine quantorenfreie X-Formel, A € Structy, ein Gleichheitsmodell von E und ¢ und H(A) die folgende
Erweiterung der (X \ P)-Algebra Q = Ty, /= zur X-Gleichheitsstruktur.
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Sei nat die nattirliche Abbildung von Ty nach Q. Fiirallep: n € P,
pHA) =g {nat(t) |t € T, fold*(t) € p?}.

H(A) ist ein Modell von ¢.

Beweis. Durch strukturelle Induktion tiber ¢ zeigen wir

i (9) = {natoo|o e T, fold" o0 € g (9)}- (7)

Fiir alle pt € Aty (X),

S (P) = gy (pt) = {natoc | o € TX, (natoo)*(t) € pHA)}

Lemmz 58 (i) {natoo | o € TX, nat(to) € pHA}

Def'iH(A) {natoo | o € TE, foldA(t(f) c pA}
Lemma 5.3 (i) {natoo |0 € T, (fold" o 0)*(t) € p}
= {natoo |oce T, fold* oo € ga(pt)} = {natoo | o € T, fold oo € g% (pt)}.
Firalle ¢, ¢ € Ty (Aty (X)),
S ("9) = QX \ giyny () "= Q¥ \ {nat oo | 0 € T, fold* o0 € g4 (9))
= {natoo |o e T, fold* oo € AX\ g% ()}
= {natoo|ceTE, foldd oo e ga(=9)},
8;1(14)(4’ Ap) = SH(A) (@) N Sh(A) (®)
M {natoc |0 € T, fold" 00 € g3 (9) N4 (%)}
= {natoc| o e T, fold* oo € oA},
814) (@ VY) = 8hia) (9) U gh(a) (@)
ML fpato o |0 € T, fold* oo € g (9) Ugh (1)}
= {natoo |oc e T, fold* oo € g (o V )}

Damit endet der Beweis von (7).

Sei A ein Modell von ¢ und ¢ € T¥. Dann gilt g% (¢) = A%, also insbesondere i* o o € g% (¢) fiir alle h € AX. (7)
impliziert nat o 0 € gy 5 (¢). Da alle Belegungen von X in Q die Form nat o ¢ haben, gilt 8i(a) (¢) = QX. Also
ist H(A) ein Modell von ¢. a

8.4 Ubersetzung modallogischer in priadikatenlogische Formeln
Sei At eine Menge unstrukturierter Atome wie in Kapitel 6 und 7, X = {xy,x,,... } eine abzihlbare Menge

von Variablen fiir Zustinde und X eine Signatur, die das zweistellige Pradikat trans und jedes Atom von Af als
einstelliges Pradikat enthailt.

Die im Folgenden induktiv definierte Funktion
lepl : TML(Af) X X — TpL(Afz(X))

tibersetzt jede modallogische Formel tiber At in eine prddikatenlogische X-Formel tiber Xye: Fiir alle p € At,
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®e{V,A, =}, 0,9 € Tyr(At), x € Xundi € N,

mi2pl(p,x) = p(x),

mi2pl(L,x) = 1,
mi2pl(T,x) = T,
mi2pl(—¢,x) = —-m2pl(¢p,x),
mi2pl(p @, x) = ml2pl(¢@,x) @ mi2pl(y, x),
mi2pl(O@, x;) = Vxip(trans(xi, xip1) = mi2pl(¢, xit1)),
m2pl(C@,x;) = Ixipi(trans(xi, xip1) Ami2pl(@, xit1)).
Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Ty (At) und x € X x die einzige freie Variable von mi2pl(¢, x) ist. a

Im Gegensatz zum Ubersetzer von Zustandsformeln in aussagenlogische Formeln (siehe Kapitel 7) ist mI2pl nicht
von einer Kripke-Struktur

K = (5,B) : State — (P(State) x P(At))

abhingig. K bestimmt jedoch die Interpretation von trans und At in einer X-Struktur: Sei ¥/ = X\ {trans} U At
und A eine ¥/-Struktur mit Tragermenge State. Dann bezeichnet Ay die E-Struktur mit

transc = x71(8) = {(s,8') € State® | ' € 5(s)},
px {s € State | p € B(s)}

fur alle p € At.

Satz 8.15 (Korrektheit von mi2pl)

Fiir alle Kripke-Strukturen K mit Zustandsmenge State, >/-Strukturen A mit Trégermenge State, ¢ € Ty (At),
h € State® und x € X gilt:

KEwy e < AxbErmi2pl(ex). (1)
Beweis. Nach Definition der modal- bzw. pradikatenlogischen Erfiillbarkeitsrelation ist (1) dquivalent zu:

h(x) € gkle) < he gy, (m2pl(g,x)). )

Wir zeigen (2) durch Induktion tiber Ty (At).

Firallep € Atund x € X,

h(x) € gk (p) = gx(p) & p € B(h(x)) & I*(x) =h(x) € px
& hegy (m2pl(p,x)) =g, (p(x)),

h(x) €gi(L) =@ & he®=gj (L) =gh (mizpl(L))

h(x) € g&-(T) = State < h € State* = =8n(T) =&, (ml2pl(T)).

Fiir alle ¢, ¢ € Ty (At) und x € X,

h(x) € gi(~p) = State \ g5(@)
ind. hyp.
S e stateX \ gy (ml2pl(g,x)) = g4 (~(mi2pl(p,x)))
= g, (mi2pl(=¢, x)),
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h(x) € gic(9 AY) = gk (9) N gk ()
" ne gy, iz, N 8, (mi2pi(,))
= &, (mi2pl(g, x) Nmi2pl(y, x)) = &, (mi2pl(p A, x)),
h(x) € gi(9V ) = gk (9) Ugk ()
" negy, i) U g, (mi2pi(,))
= g, (mi2pl(@,x) vV mi2pl(yp, x)) = g5 (mi2pl(e V ¢, x)),
h(x) € gk (9 = ¢) = (State \ gk () U gk ()
ML g e (StateX \ &, (mi2pl(@,x))) U gy . (mi2pl(y, x))
= &u, (mi2pl(g, x) = mi2pl(y, x)) = &4 (mi2pl(¢ = ¢, x)).
Firalle ¢ € Ty (At) undi € N,
h(xi) € gic(O@) = {s € State | 5(s) € gic(9)} = 6(h(xi)) < gk (9)
& Vs e State:s ¢ 5(h(x;)) oder h[s/xi11](xip1) = s € gk ()
ML s € State - s ¢ 0(h(x;)) oder h[s/xiy1] € g, (mI2pl(¢, xiy1))
© Vs € State: (hs/xi](xi), h[s/xi1] (xi1)) = (h(x;),5) & transx
oder h[s/xi1] € &4, (ml2pl(g, xit1))
< Vs € State : h[s/xi1] & &, (trans(x;, Xi41))
oder h[s/xi1] € &, (ml2pl(g, xi11))
& Vs € State : h[s/xi1] € g, (trans(x;, xiy1) = mi2pl(@, Xi41))
& he gy, (Vxipa(trans(xi, xit1) = mi2pl(@, xit1))) = &4, (ml2pl(Oe, x;)),

h(xi) € 8ic (@) = {s € State | 5(s) N gi-(9) # D} « o(h(x;)) Ngk(9) # O
& Is € 6(h(x;)) : hls/xi](xit1) = s € gk (9)
"B 35 € (h(x)))  hls/xisa] € g4, (mI2pl(@,xi41))
& Is e State: (h]s/xi1)(x;), h[s/xi41](xip1)) = (h(x;),s) € trans?k
und hs/xii1] € g5 (ml2pl(@, xi41))
< Js € State : h[s/xi1] € g, (trans(x;, xi41))
und hls/xi.1] € g4y (m12pl(g, xi:1))
< Js € State : h[s/xi1] € g, (trans(x;, xiy1) = mi2pl(@, Xiy1))
< he gy (Fxipa(trans(xi, xip1) = ml2pl(@, xit1))) = &, (mI2pl(C, x;)).
4

Eine modallogische Formel ¢ heifst bisimulationsinvariant, wenn fiir alle Kripke-Strukturen K ~j zum Kern
von g (@) gehort. Demnach sind laut Satz 7.9 alle modallogischen Formeln bisimulationsinvariant.

Analog nennen wir eine pradikatenlogische YX-Formel ¢ bisimulationsinvariant, wenn fiir alle Kripke-Strukturen
K mit Zustandsmenge State, &'-Strukturen A ~ zum Kern von $, (@) gehort.

Satz 8.15 ([4], Theorem 4.18) Eine pradikatenlogische Formel ist genau dann bisimulationsinvariant, wenn sie
zum Bild von ml2pl gehort. Q

8.5 Highlights

Signatur der Pradikatenlogik: PL = ALU{Qx:1—1|Q € {V,3}, x € X}

Sei X eine Signatur der in pradikatenlogischen Formeln vorkommenden Operationen f : n — 1 und Pradikate
p:n.
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Z-Atome:

Aty (X) ={pt|p:ne X, t € Tx(X)"}.

Semantik der Pradikatenlogik:

X-Struktur A: Interpretation der Operationen und Pradikate von X

Termstruktur A: X-Struktur mit der Trigermenge und den Operationen von Ty (X) oder Ty,

PL-Algebra Pow(A) mit Tragermenge P (AX): Fiiralle S, S’ C A%,

LPow(d) = @,
TPow(A)  _ AX
ﬁPow(A)(S) —  AX \ S,
NPl (s,8) = sng,
vPowld)(s, s = suég,
=Pow(4) (5,8 = (AX\S)US/,
(Vx)Pow(A)(§) = {he AX|Vae A:hla/x] €S},
(3x)PowlA)(s) = {he AX|3ac A:hla/x] €S}

A induziert folgende Belegung ¢4 : Aty (X) — P(A%) der Atome:
Fir alle pt € Aty (X),
ga(pt) =gy {he AX[17(t) € p*}.

Sei ¢, € Tp (Atg(X))und h: X — A.

(A, h) erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: A =), ¢, wenn h zu g% (¢) gehort. h heilt dann auch
Loésung von ¢ in A.

A erfiillt ¢ oder ist ein Modell von g, geschrieben: A |= ¢, wenn g% (¢) = AX gilt.

Wir schreiben ¢ <! ), falls (A, h) genau dann ¢ erfiillt, wenn (A, 1) ¥ erfiillt, und ¢ <> y, falls A genau dann
@ erfiillt, wenn A ¢ erfiillt.

Termmodell von ¢: Termstruktur, die ¢ erfillt.

Lemma 8.1: Jede erfiillbare quantorenfreie >-Formel hat ein Termmodell.

Sei 0 : X — Tx(X). Die Erweiterung o : Tpy (Atx (X)) — Tpp(Aty (X)) von o auf pradikatenlogische Formeln
verlangt eine spezielle Behandlung der Quantoren:

e Firallef:n —1€cXundt e Tx(X)", o*(ft) = fo*(t).

e Firallep:n € XZundt e Tx(X)", o*(pt) = po*(t).

e Firalle f:n — 1€ ALund ¢ € Tpp(Ats(X))", o (ft) = fo*(¢).
e FiralleQ € {3,V},x € Xund ¢ € Tp; (Atx(X)),

Qx'olx'/x|*(¢) falls x € Vi x =g Uvar(o(free(q) \ {x})),
Qxo[x/x]*(¢)  sonst.

o (Qxe) = {

Substitutionslemma (Lemma 8.3):

Fiir alle X-Strukturen A, h: X — A, 0 : X — Ty (X) und ¢ € Tpp(Atx (X)) gilt

A |:h Qo <= A |:h*ocr P-
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Pow(A) erfiillt alle in der Bitalgebra giiltigen AL-Gleichungen sowie die folgenden PL-Gleichungen:

—Jxp = Vx—g —Vx¢g = Ix—¢
Ix(pVy)=3IxeVIxy Vx(p Ap) = Vxp AVxyp

Seien %, ¥/ Signaturen mit ¥ C ¥/ und A eine X/-Struktur.

Eine X-Formel ¢ und eine ¥’-Formel ¢ heien erfiillbarkeitsiquivalent bzgl. ¥, geschrieben: ¢ ~y 1), wenn es fiir
alle £-Strukturen A und h € A% eine ¥/-Struktur B gibt, deren L-Redukt mit A iibereinstimmt und die folgende
Aquivalenz erfiillt:

AlEne < By

Eine pradikatenlogische Formel Vx; ... Vx, ¢ heifit Skolemnormalform (SNF), wenn ¢ eine implikative Normal-
form tiber Aty (X) ist (siehe Kapitel 6).

Satz 8.7: Jede pradikatenlogische Formel hat eine erfiillbarkeitsaquivalente Skolemnormalform.

Der pradikatenlogische Schnittkalkiil PSK besteht aus den in Abschnitt 8.2 angegebenen vier Regeln zur Trans-
formation pradikatenlogischer Gentzenformeln. Die Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel heifit Re-
solvente.

Eine PSK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine PSK-Ableitung von & - L.

Satz 8.11: Die Vollstindigkeit von ASK-Widerlegungen gilt auch fiir unendliche Gentzenformelmengen & mit
hochstens abzidhlbar vielen Atomen.

Korrektheit und Vollstindigkeit von PSK-Ableitungen bzw. -Widerlegungen (Sitze 8.8 und 8.12): Fiir endliche
Mengen @ pradikatenlogischer Gentzenformeln gilt:

Aus @ Fpgk ¢ folgt P = 1.
P Fpsk L gilt genau dann, wenn @ unerfiillbar ist.

Gleichheitsstruktur: X-Struktur A, die das Gleichheitspriadikat =: 2 durch A4 und das Unleichheitspradikat
#: 2 durch A%\ Ay interpretiert.

Gleichheitsmodell von ¢: Gleichheitsstruktur, die ¢ erfiillt.

Sei ~A= A%\#A. Fiir alle X-Strukturen A sind A/=4 und A/~* Gleichheitsstrukturen und genau dann Modelle
von @, wenn A ein Modell von ¢ A A congs bzw. ¢ A A\ disgs. ist.

Satz 8.13 (iii): Eine implikative Normalform ¢ tiber Aty (X) hat genau dann kein Gleichheitsmodell, wenn ¢ A
N congs oder ¢ A A\ disgy, unerfiillbar ist.

Korrektheit und Vollstindigkeit von PSK-Widerlegungen in Gleichheitsmodellen: Fiir endliche Mengen ® pra-
dikatenlogischer Gentzenformeln gilt:

D Ucongs, Fpsg L < @ hat kein Gleichheitsmodell < ® Udisgy, Fpsk L.
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9 Logische Programmierung

Im weitesten Sinne ist ein logisches Programm eine Menge LP pradikatenlogischer Formeln. Seine Eingabe ist eine
- Anfrage genannte — weitere pradikatenlogische Formel. Es berechnet eine Menge von Liosungen der Anfrage in
einem Modell von LP.

Funktionale oder objektorientierte Programme reprédsentieren Funktionen, logische Programme sollen Relationen
représentieren. Das schliefit schon mal alle unerfiillbaren Formeln von ihrer Verwendung als logische Programme
aus.

Sei f eine Operation von X. Eine X-Gleichung tiber X (siehe Abschnitt 5.3) der Form ¢ = ft = u heifst Hornformel
fiir f.

Sei p eine Pradikat von X, das weder Gleichheits- noch Ungleichheitspradikat ist (siehe Abschnitt 8.3). Eine Gent-
zenformel der Form ¢ = pt heifit Hornformel fiir p.

Damit die durch eine Hornformel “definierte” Funktion bzw. das durch sie “definierte” Pradikat am Anfang der
Formel steht, schreiben wir ft = u <= ¢ bzw. pt <= ¢ an Stelle von ¢ = ft = u bzw. ¢ = pt.

Eine Gentzenformel pt = ¢ mit pt € Aty (X) heilt Cohornformel fiir p.

Eine endliche Menge LP von Horn- bzw. Cohornformeln fiir eine Teilmenge P von X heifit logisches bzw. cologi-
sches X-Programm fiir P.

9.1 Beispiele logischer Programme

Beispiel 9.1

Die Signatur X bestehe aus den nullstelligen Operationen zero und nil (leere Liste), der undren Operation succ
(successor, Nachfolger), den bindren Operationen +, :, ++ und \, den unédren Pradikaten Nat, sorted und unsorted
und den bindren Pradikaten <, >, € und perm.

Sei x,y,s,s' € X. Die folgenden (Co)Hornformeln bilden (co)logische Programme fiir einzelne Elemente von X:

(nat) Nat(zero)
Nat(succ(x)) <= Nat(x)
(less) zero < x <= Nat(x)

succ(x) <succ(y) <=x <y
(greater)  zero > x = L
succ(x) > succ(y) = x>y
(plus) zero + x = x < Nat(x)
succ(x) +y = succ(x +y) < Nat(x) A Nat(y)
(sorted) sorted(nil)
sorted(x : nil)) < Nat(x)
sorted(x : (y:s)) <= x <y Asorted(y : s)
(unsorted) unsorted(nil) = L
unsorted(x : nil) = L
unsorted(x : (y :s)) = x >y V unsorted(y : s)
unsorted(x : (y:s)) = Nat(x)
unsorted(x : (y:s)) = Nat(y)
(concat) nil4++s =s
(x:8)++s' = x: (s++s') < Nat(x)



120 9 Logische Programmierung

(remove) mnil \ x = nil < Nat(x)

(x:s)\ x =s < Nat(x)

(x:s)\y=x:(s\y) < Nat(x) ANat(y) Nx £y
(elem) X € x :5 <= Nat(x)

X €y:s<x€s < Nat(x) ANat(y)
(perm)  perm(nil, nil)

perm(s,x :s') < x € s A Nat(x) A perm(s\ x,s)

Die Menge IN* wird mit folgender Interpretation von X zur X-Struktur A:

Furallev,w € N*und ay,...,a, € N,

zeroA = 0,
fall N,
succA(w) = { w allsw <
sonst,
oAy — {v—i—w fallsv,w € IN,
sonst,
nilA = ¢,
oAy consy(w) fallsv € N, (siehe Abschnitt 4.7)
' sonst,
v++4w = conc(v,w), (siehe Abschnitt 4.7)

(ar,...,4;1,8i11,-..,ay) fallsw =a; € N und
aj #Fwfurallel <j<i,

(a1,...,a)) \Aw = (a1,...,an) falls w € IN und
a; #wfurallel <j<mn,
€ sonst,
Nat* = N,
<A = {(a,b) € N?|a < b},
>A = {(a,b) € N?|a > b},
=4 = AN, (siehe Abschnitt 3.2)
£4 = (N")?\ A,
et = {(a(ay,...,a,)) ENxN*|I1<i<n:a=a},
sorted® = {(ay,...,a,) EN*|V1<i<neN:a; <aj},
unsorted® = {(ay,...,a,) ENT|I1<i<neN:a; >a;},
perm? = {(v,w) € (N*)? | w ist eine ¥ Permutation von v}.
Aufgabe Zeigen Sie A = A\ LP. a

Beispiel 9.2 «= Tiirme von Hanoi

n Scheiben sind von 1 nach 3 zu transportieren, wobei ein 2 als Zwischenlager dient. Die Scheiben diirfen nur mit
nach oben abnehmender Grofie gestapelt werden. Jeder wihrend des Transports erreichte Zustand ist ein Tripel
von Listen der bei 1, 2 bzw. 3 gelagerten Scheiben. Z.B. lasst sich die Folge der Zusténde, die beim Transport von
funf Scheiben von 1 nach 2 durchlaufen werden, wie folgt graphisch darstellen:

Das logische Programm soll keine Zustandsfolge, sondern die Folge der Ortswechsel, die erforderlich sind, um
n Scheiben von Position 1 zu Position 3 zu transportieren. Wir modellieren die Aufgabe mit Hilfe einer Signatur
%, die aus den Operationen von Beispiel 9.1 und dem fiinfstelligen Pradikat actions besteht. Deren intendierte
Bedeutung ist unten als X-Struktur beschrieben.


https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation
https://de.wikipedia.org/wiki/T%C3%BCrme_von_Hanoi
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Sein, x,y,z, act,acts, acts’ € X.
Die folgenden Hornformeln bilden ein logisches Programm LP fiir actions:
actions(zero, x,y,z, nil) (1)
actions(succ(n),x,y,z,acts++((x,z) : acts')
< actions(n, x,z,y, acts) A actions(n,y, x, z, acts’) (2)

(2) driickt aus, dass  + 1 Scheiben von Turm x iiber Turm y nach Turm z getragen werden kénnen, indem zunéichst
n Scheiben von x tiber z nach y, dann eine Scheibe von x nach z und schlieSlich n Scheiben von y tiber x nach z
transportiert werden. Das Paar (x, z) steht fiir “Transportiere die oberste Scheibe von x nach z”.

Das Bild auf der vorigen Seite visualisiert die Zustandsfolge, die von der (einzigen) Aktionsfolge acts” erzeugt
wird, die actions(5,1,2,3, acts”) erfiillt. Wegen (2) gibt es Aktionsfolgen acts und acts’, die das Goal

actions(4,1,3,2,acts) A actions(4,2,1,3,acts’) A acts++((1,3) : acts’) = acts”

erfiillen. Im Bild fiihren acts vom Zustand links oben zum Zustand links unten, die Aktion (1,3) vom Zustand
links unten zum Zustand rechts oben und acts’ vom Zustand rechts oben zum Zustand rechts unten.



122 9 Logische Programmierung

Sei A = IN x IN® x (IN?)*. Eine Schrittfunktion F : P(A) — P(A) sei wie folgt definiert: Fiir alle T C A,

F(T) = {(0,a,b,c,€)|ab,cec N} U
{(n+1,a,b,c conc(v,conscy(w)) | (n,a,cb,0),(nbacw)eT}

Wir wihlen A als Tragermenge einer >-Algebra /3, interpretieren dort actions durch den kleinsten Fixpunkt von
F (siehe Kapitel 4) und zero, succ, nil, : und ++ wie in Beispiel 9.1.

Aufgabe Zeigen Sie B = A\ LP. Q

Beispiel 9.3 == Damenproblem

n Damen auf einem (n x n)-Schachbrett sollen so platziert werden, dass sie sich nach den Schachregeln nicht
schlagen konnen, also keine zwei Damen auf derselben Diagonalen, Horizontalen oder Vertikalen stehen. Z.B.
gibt es fiir fiinf Damen auf einem 5 x 5-Schachbrett genau zehn sichere Platzierungen:

1 23|4|5 1 2|3|45 1 234|5| 1 23|4|5 1 234|5|
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Die Platzierung einer Dame in jeder Zeile eines (n x n)-Schachbrettes wird als Permutation (ky,...,k,) von
(1,2,...,n) dargestellt: k; ist die Spaltenposition der Dame in der i-ten Zeile. Der Brettbelegung links oben ent-
spricht z.B. die Permutation (4,2,5,3,1).

[

O B|O|IN| =
®

O AW N =
®

O B W[N] =
®

O BN =
®

Q| B|OIN| =

Wir modellieren die Aufgabe mit Hilfe einer Signatur %, die neben Operationen und Préadikaten von Beispiel 9.1
die unédre Operation enum und die bindren Pradikate queens, board und safe besteht. Deren intendierte Bedeutung
ist unten als X-Struktur C beschrieben, die folgende Bedingungen erfiillt:

((1,...,n),(ky, ..., kn)) gehort genau dann zu board®, wenn (ki,...,ky) eine sichere Platzierung von n Damen
reprasentiert, also eine, bei der sich keine zwei Damen schlagen konnen.

(1, (k,ky,...,k,_1)) gehort genau dann zu safec, wenn unter der Voraussetzung, dass (ky,...,k,_1) eine sichere
Damenplatzierung auf den unteren n — 1 Zeilen représentiert, (k, k, ..., k,_1) eine sichere Damenplatzierung auf
dem gesamten (n x n)-Brett darstellt.

Sein, x,y,s,s',val € X. Die folgenden Hornformeln bilden ein logisches Programm LP fiir die Pradikate von X:

(queens) queens(n,val) < board(enum(n),nil,val)
(board)  board(nil,val,val)
board(s, val,val")

< x € s Asafe(succ(zero), x : val) Aboard(s \ x,x : val,val")


https://de.wikipedia.org/wiki/Damenproblem
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(safe)  safe(n,x : nil)
safe(n,x : (y:s)) <= x Zy+nAy % x+n Asafe(succ(n),x : s)
(enum) enum(zero) = nil

enum(succ(n)) = enum(n)-++(succ(n) : nil)

Hornformeln fiir €, # und 4+ stehen in Beispiel 9.1.

Die im Programm blau bzw. rot gefarbte Liste von Zahlen besteht aus den noch nicht vergebenen bzw. vergebenen
Spalten, in denen Damen sicher platziert werden kénnen.

C ist wie folgt definiert: Fiir alle n € IN*¥,

(1,...,n) fallsneN,

€ sonst,

enum®(n) = {

safec = {(i,(a,a1,...,ay)) |i,a,a1,...,ap € N:
Vi<j<n:aj—j#a#a+j},
queens® = {(n,w) € NxN*|((1,...,n),nil,w) € board“},
board® = Ifp(F), (siehe Kapitel 4)

wobei die Schrittfunktion F : P((IN*)3) — P((IN*)?) wie folgt definiert ist:
Firalle T C (N*)3,

FT) = {(eww)|weN}U
{(v,w,w') | Fa €€ v A (1,aw) € safe’ A (v \€ a,aw,w') € T}.

zero, succ, +, nil, ;, ++, \, =, Z und € werden in C wie in A interpretiert (siehe Beispiel 9.1).
Aufgabe Zeigen Sie C |= A\ LP. Q

Aufgabe Uberfithren Sie LP in eine Kripke-Struktur mit Zustandsmenge IN* x IN* und Transitionsfunktion
J, so dass durch wiederholte Anwendung von ¢ alle sicheren Platzierungen von n Damen auf einem (n x n)-
Schachbrett berechnet werden kénnen. Q

9.2 SLD-Kalkiile

Eine endliche Konjunktion oder Disjunktion von X-Atomen iiber X heifit >-Goal bzw. 2-Cogoal iiber X. T bzw.
1 ist ein weiteres Goal bzw. Cogoal.

Gy (X) und coGy,(X) bezeichnen die Mengen der X-Goals bzw. X-Cogoals iiber X.

Berechnungen auf der Basis eines logischen Programms LP entsprechen Schnittwiderlegungen von ® = LP U
{p}, wobei ¢ ein (Co)Goal ist. Wegen der speziellen Form von LP bzw. ¢ ldsst sich der Schnittkalkiil vereinfachen,
ohne dass seine Vollstandigkeit bzgl. Widerlegungen von ® verlorengeht.

Dazu betrachten wir zundchst variablenfreie PSK-Ableitungen der Form & F ¢ mit einem Goal .

Jede solche Ableitung s ladsst sich schrittweise in eine Ableitung von @ I ¢ transformieren, in der keine zwei
Hornformeln ¢ = pt und pt A ¢/ = qu geschnitten werden.

Fall 1: Die Resolvente ¢ A ¢/ = qu eines solchen Schnittes wird in s mit einem Goal — das die Form qu A ¢ = L
haben miisste — geschnitten. Dann kann sie aus s entfernt werden, weil dieser Schnitt dieselbe Resolvente liefert
wie der Schnitt der ersten Hornformel ¢ = pt mit der Resolvente pt A ¢ A9 = L der zweiten Hornformel
pt A ¢ = gu und dem Goal:
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¢ = pt pt A ¢ = qu
pN¢ = qu quAd = L
pAPNE= L
wird transformiert in:
ptA ¢ = qu quAtd = L
@ = pt ptAg NO= L
pAP NY= L

Fall 2: Die Resolvente ¢ A\ ¢' = gu wird in s mit keinem Goal geschnitten. Dann tragt sie zur Ableitung von ® F ¢
nichts bei, kann also ebenfalls aus s entfernt werden.

Demnach gilt ® 45 ¢ genau dann, wenn es eine Folge (91, ..., ) von Goals gibt derart, dass y; € D, ¢, = ¢
und fiir alle 1 < i < n ¢; die Resolvente von ;1 und einer Hornformel von ® ist — und nicht die Resolvente
zweier beliebiger Vorganger von ;.

Analog kann man alle Resolventen zweier Cohornformeln aus variablenfreien Schnittableitungen von ® = LP U
{9} F ¢ entfernen, wenn LP eine cologisches Programm ist und ¢,  Cogoals sind, so dass ® Fpsx 1 genau dann
gilt, wenn es eine Folge (¢, ...,¥,) von Cogoals gibt derart, dass ¢; € @, ¢, = pund firalle 1 < i < n ¢; die
Resolvente von ;1 und einer Cohornformel von & ist.

Die Einschrankung des préadikatenlogischen Schnittkalkiils auf solche Regelanwendungen fithrt zum (co)SLD-
Kalkiil, mit dem (Co)Goals gelost werden sollen. SLD steht fiir selective linear definite clause resolution. selective weist
auf eine mogliche Strategie hin, nach der das Atom ausgewdhlt wird, das bei einem Schnitt entfernt wird.

linear bedeutet, dass sich jede Formel ¢ einer SLD-Ableitung nur aus ihrem jeweiligen direkten Vorgédnger (und
LP) ergibt, dass also ¢ nicht wie beim Schnittkalkiil auch von fritheren Vorgédngern abhingt (s.0.). Der Begriff
clause (deutsch: Klausel) umfasst Hornformeln (definite clauses) und Goals.

Um sowohl Goals als auch Cogoals zu verarbeiten, benétigen wir einen hierarchischen Ansatz, in dem LP auch
Basispradikate enthalten darf, die von LP verwendet, aber nicht “definiert” werden.

Dazu wird von der gegebenen Signatur ¥ eine Basissignatur >’ C ¥ abgespalten, die alle Operationen von £
enthilt. Die Pradikate von X/ nennen wir Basispréadikate.

Zujedem p : n € ¥/ gehore auch das Komplementpridikat p : n zu X/ Im Fall = € ¥/ sei = = £.

Stellen alle Operationen von ¥ Konstruktoren dar, dann kénnen Gleichheits- bzw. Ungleichheitspradikate zu
2\ ¥/ gehoren. Gemidf3 Abschnitt 8.3 spezifiziert man sie dann durch das (co)logische Programm congs. bzw.
disgs, damit diese Pradikate im Fixpunktmodell als Gleichheit bzw. Ungleichheit interpretiert werden (siehe Ab-
schnitt 9.3). Sollen jedoch einige Operationen durch Gleichungen (siehe Abschnitt 5.3) spezifiziert werden, dann
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gehort = zu .

Ein (co)logisches X-Programm LP heifit Programm mit Basispradikaten, wenn fiir alle pt <= ¢ € LP bzw. pt =
@ € LP pnicht zu X’ gehort.

Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene Y'-Gleichheitsstruktur (siehe Abschnitte 5.2 und 8.3), d.h. fiir
allep:n e ¥ gilt p? = A"\ pP.

Structy, 4 bezeichnet die Klasse aller X-Strukturen B, deren ¥’-Redukt mit A iibereinstimmt. Stricty 4 1 p =def {B €
Structy 4 | B |= LP}.

Die pradikatenlogische Folgerungsrelation fiir Structy, 4 bezeichnen wir mit = 4:

Fiir alle ® C Tp; (Aty (X)) und ¢ € Tpp(Atg (X)),
SE=qy Sdef VB € Structy 4 : B = /\Cb = B .

® ist A-erfiillbar, wenn es B € Structy, 4 mit B = )\ @ gibt.

Sei LP ein (co)logisches E-Programm mit Basispradikaten und LP" die Menge aller (Co)Hornformeln ¢/, fiir die
es ¢ € LP und eine Variablenumbenennung 7 mit ¢7 = ¢’ gibt.

Sei LP logisch. Der SLD-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus vier Regeln:

Faktorregel

/
LPEONS NG oy

— : /
LP F 60 A g0 € Ats(X), ¢ € Ge(X), o = unify(8,8')

Resolution iiber LP
LP - ¢ Ay ¥ e Aty (X), p € Ge(X), 9 = 9 € LP,

LP = 9o Ao o = unify(8,9'), var(d < @) || var(®' A )

Basisregel

LP;;M(” 0 € Aty (X), p €Ge(X), c € TE, A= 0

Stopregel
LP T

Analog zu Satz 8.8 (i) erhélt man die Korrektheit des SLD-Kalkiils fiir (LP, A):
Fiir alle SLD-Ableitungen (LP & ¢1,...,LP - ¢,) gilt

LP =a ¢n = 3Z¢1, (1)

wobei Z = var(¢pq) \ var(¢,). Im Fall ¢, = T gilt demnach LP =, any(¢;) (siehe Kapitel 8).
Sei LP cologisch. Der coSLD-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus vier Regeln:

Summandregel

LPF oV Ve , - /
IPF dovgr O €ARX) @€ 0Gx(X), o =unify(d,0')
Coresolution iiber LP

LP - ¢V ¥ € Aty (X), ¢ € coGx(X), 0 = ¢ € LP,
LP = ooV o o= unify(8,9'), var(d = @) || var(®' V ¢)
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Basisregel

LP ¢
T\/(P 8 € Aty/(X), ¢ € coGs(X), 0 € T, A |- 90

Stopregel
LP - L

Analog zu Satz 8.8 (i) erhélt man die Korrektheit des coSLD-Kalkiils fiir (LP, A):
Fiir alle coSLD-Ableitungen (LP & ¢1,...,LP F ¢,) gilt
LP |:A VZ(pl = Qn, (2)

wobei Z = var(¢q) \ var(¢,). Im Fall ¢, = L gilt demnach LP =, any(—¢;) (siche Kapitel 8).

Aufgrund obiger Bemerkungen iiber variablenfreie PSK-Ableitungen und da diese ASK-Ableitungen entspre-
chen, gilt Satz 8.11 auch fiir variablenfreie SLD-Ableitungen (die auch keine Faktor- bzw. Summandregelanwen-
dungen enthalten):

Satz 9.4 (Vollstandigkeit variablenfreier (co)SLD-Ableitungen)

(i) Sei LP ein variablenfreies logisches Programm mit Basispradikaten und ¢ ein X-Goal tiber X. Ist LP U {—¢}
A-unerfiillbar, dann gilt LP Fgrp 4 T.

(ii) Sei LP ein variablenfreies cologisches Programm mit Basispradikaten und ¢ ein X-Cogoal iiber X. Ist LPU {¢}
A-unerfiillbar, dann gilt LP Fgrp 4 L. a

Satz 9.5 (Lifting und Vollstdndigkeit von (co)SLD-Ableitungen)

(i) Sei LP ein logisches X-Programm mit Basisprddikaten, ¢ ein ¥-Goal, ¢ : X — Ty und
ably = (Exp(LP) & ¢o,...,Exp(LP) - ¢)
eine variablenfreie SLD-Ableitung. Dann gibt es eine SLD-Ableitung
abl = (LP+ ¢,...,LP F )
und p : X — Tx(X) mit pp = ¢’ und yp = o, wobei y die Komposition der mgus von abl ist.
(ii) Aus LP |=4 any(¢) folgt die Existenz von abl mit ¢ = T.
(iii) Sei LP ein cologisches >-Programm mit Basispréadikaten, ¢ ein 2-Cogoal, ¢ : X — Ty, und
ably = (Exp(LP) & ¢o,...,Exp(LP) - ¢)
eine variablenfreie coSLD-Ableitung. Dann gibt es eine coSLD-Ableitung

abl = (LPF ¢,...,LP F )

und p : X — Ty (X) mit pp = ¢’ und yp = o, wobei v die Komposition der mgus von abl ist.
(iv) Aus LP =4 any(—¢) folgt die Existenz von abl mit ¢ = L.

Beweis von (i) durch Induktion iiber die Linge n von abl.

Fall 1: n = 0. Dann ist ¢/ = ¢o. Also ist (LP - ¢) eine SLD-Ableitung, die die Bedingungen von (i) erfiillt, wenn
man p = o und vy = idx setzt.
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Fall 2: n > 0. Dann ist ¢’ die Resolvente einer Hornformel 6 von Exp(LP) und eines Goals ¢} und es gibt eine
variablenfreie SLD-Ableitung
(Exp(LP) +- @0, ..., Exp(LP) = ¢})
mit weniger als n Resolventen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Goal 1, eine SLD-Ableitung
abl’ = (LP+ ¢,...,LP F )
und p" : X — Tx(X) mit 0" = ¢} und o’ = o, wobei y die Komposition der mgus von abl’ ist.

Wegen 10’ = ] und da ¢’ eine aussagenlogische Resolvente von 6 und ¢ ist, liefert Lemma 8.10 ein Goal 1,
eine SLD-Ableitung
abl” = (LPF,...,LP )

und p : X — Tg(X) mit o = ¢’ und 7'p = p’, wobei ' die Komposition der mgus von abl” ist.
o Yo =¢ p=0p p g

Setzt man abl’ und abl” zusammen, erhilt man eine SLD-Ableitung abl, die die Bedingungen von (i) erfiillt: ip =
Y, vY'p = vp' = o und 77y ist die Komposition der mgus von abl.

Beweis von (ii).

Sei LP =4 any(¢). Dann ist LP U {—any(¢)}, also auch LP U {—¢} A-unerfiillbar. Nach Satz 8.9 ist daher auch
die Termexpansion von LP U {~¢} A-unerfiillbar. Da diese abzahlbar ist und mit Exp(LP) U {-¢0o | ¢ € T¥}
iibereinstimmt, gibt es ably mit ' = T nach Satz 9.4 (i). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann die Existenz
von abl.

Beweis von (iii).
Die Existenz einer eine coSLD-Ableitung
abl = (LPF ¢,...,LP F )
mit den unter (ii) genannten Eigenschaften kann analog zu (i) gezeigt werden.
Beweis von (iv).

Sei LP |=4 any(—¢). Dannist LP U {any(¢)}, also auch LP U {¢} A-unerfiillbar. Nach Satz 8.9 ist daher auch die
Termexpansion von LP U {¢} A-unerfiillbar. Da diese abzahlbar ist und mit Exp(LP) U {¢0 | ¢ € TX} tiberein-
stimmt, gibt es ably nach Satz 9.4 (ii). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann die Existenz von abl. Q

Zusammenfassend erhalten wir:
Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene ¥/-Struktur und =4 E0 = FaNEEg

Sei LP ein logisches ~-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein >-Goal.

(LP=qany(p) & LPFopa T.| 3)

Enthilt 2 \ ¥/ die Gleichheitspradikate von ¥, dann folgt (4) aus (3) und Satz 8.13 (iii):

’LP =ap0 any(@) < LPUcongs Fsip,a T.‘ 4)

Sei LP ein cologisches Z-Programm mit Basisprddikaten und ¢ ein -Cogoal.

’LP Faany(—¢) < LPFsipa J—-‘ )

Enthilt £ \ ¥’ die Ungleichheitspradikate von £, dann folgt (6) aus (5) und Satz 8.13 (iii):

’LP a0 any(—@) < LPUdisgs Foipa L.‘ (6)
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9.3 Fixpunktmodelle logischer Programme

Schnitte zweier (Co)Hornformeln kénnen niemals zu L fithren. Demnach ist jedes endliche (co)logische ¥-Programm
LP nach Satz 8.12 (ii) erfiillbar.

Sei A eine ¥/-Struktur. Structy, 4 ist halbgeordnet:
Fir alle B, C € Structy, 4,
B < C <y fiiralle Pradikate p € £\ X/ gilt p¥ C pC.

Dariiberhinaus ist Structy, 4 ein vollstindiger Verband mit Null- und Einselement:

Fiir alle K C Structy g und p:n € £\ ¥/,

PO —Q, pl — A" pu/c _ U PB’ p|_|IC _ ﬂ pB'
BeK Bek

Folglich kénnen wir die in Kapitel 4 fiir Potenzmengenverbande formulierten Ergebnisse (insbesondere die Sitze
4.1 und 4.9) auch auf Structs 4 anwenden.

Satz 9.6

Sei LP ein (co-)logisches X-Programm mit Basispradikaten und B = Ext(A, LP) die Z-Struktur, die p : n € X wie
folgt interpretiert:

5 | {fold*(t) |t € TE LPlgpa pt} falls LP logischist,
{fold(t) | t € T, LP tfsip A pt} falls LP cologisch ist.

(i) Fiir alle Pradikate p € ¥/ gilt pB = pA. B gehort also zu Structy 4.
(ii) B erfullt LP.

(iii) Sei LP logisch. B ist der kleinste Fixpunkt der Schrittfunktion
Fs 4 = F: Structy, 4 — Structy, 4,

die wie folgt definiert ist:

Fiir alle C € Structy pund p:n € £\ ¥/,
pr© ={ae A" |Ipt =9 e LP, he AX:1*(t) =aAC |=; ¢}

F* ist F-abgeschlossen. Satz 4.9 (ii) impliziert daher B = F*.

(iv) Sei LP cologisch. B ist der grofite Fixpunkt der Schrittfunktion
Fs, o = F : Structy g — Structy, »,
die wie folgt definiert ist: Fiir alle C € Structy g und p:n € £\ Y/,
pHC —fae A" |Vpt= e LP, he AX:h*(t) #aV C =, ¢}.

F ist F-abgeschlossen. Satz 4.9 (iv) impliziert daher B = Fe.

Beweis von (i). Seip:n € ¥’ unda € A".Ist LP logisch, dann gibt es t € T3 mit
acp? o a=fld'(t)cp? o LPrgpapt & AEpt & a=fold(t) € p”.
Ist LP cologisch, dann gibt es t € Ty mit

acp? o a=fld(t) e p® & LPHgpapt & AEpt & a=fld(t) € p”.


https://de.wikipedia.org/wiki/Verband_(Mathematik)

9.3 Fixpunktmodelle logischer Programme 129

Beweis von (ii). Fall 1: LP ist logisch. Sei pt <= pity A+ A puty € LPund h € gj(pit;), also h*(t;) € p? fiir
alle1 < i < n. Nach Lemma 5.3 (iii) gibt es ¢ : X — Ty, mit fold" o ¢ = h und h* = fold* o ¢**. Daraus folgt
fold™ (t;o) = h*(t;) € p?, also

LP Fsip,a pitic

nach Definition von sz' Folglich gibt es fiir alle 1 < i < n eine SLD-Ableitung
(LP F Pifl'(]', LP Pit, -y LP+ (Pikil LP+ T)
Diese Ableitungen lassen sich zu folgender Ableitung zusammensetzen:

(LP + pto,

LP &= pitioc A=+~ A putno, (Resolution mit pt <= @)
LP | @11 Apatag A -+ A putyo,

LP &= @1, A patad A=+ A putno,

LP = T A patac A patzo A -+ A putno,

LP =T A @y Apatzc A--- A putyo,

LP =T A @or, A patsc A -+ A putyo,
LPETATAp3t30 A A patyo,

cey

LPETATATA--AT=T)

Also gilt LP g1p 4 pto, d.h. h*(t) = fold*(t) € pP nach Definition von p? und damit /i € g5 (pt).
Fall 2: LP ist cologisch. Sei pt = p1t; V -+ -V put, € LPund i € gj(pt), also h*(t) € pB. Nach Lemma 5.3 (iii) gibt
es o : X — Ty mit fold* o o = hund h* = fold” o o*. Daraus folgt fold” (to) = h*(t) € p®, also

LP W/sip,a pto 1)

nach Definition von p®. Angenommen, fiir alle 1 < i < n gilt
LP Fsip,a pitic.
Dann gébe es fiir alle 1 < i < n eine SLD-Ableitung

(LP+ pitic, LP+F ¢@;n, ..., LP & Pik;s LPF 1).

Diese Ableitungen liefien sich zu folgender Ableitung zusammensetzen:

(LP F pto,

LP &= pitio V- -V putyo, (Coresolution mit pt = ¢)
LP P11 vV pztzav eV pntna,

LP & @ig, V pat2o V- -V putno,

LP &= LV patoo V p3tzo V- - -V putyo,

LPFE LV @y Vpatso V-V putyo,

LP & LV @o, V patso V-V putyo,

LPE LV LV---Vputyo,

ey

LPH1lVIVlivV.---v1l=1)
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Das widerspricht (1). Folglich gibt es 1 < i < n mit LP V/s;p 4 pitic, d.h. h*(t;) = foldA(ticr) € p? nach Definition
von p® und daher & € gj(p;t;), also auch

hegp(piti V-V puty).

Beweis von (iii). Wir zeigen zunéchst fiir alle C € Structy, 4:

CELP < F(C)<C. @)
“=":Seip:n € L\X unda € pF(©). Nach Definition von pF(©) gibtes pt < ¢ € LPund h € AX mit h*(t) = a
und C =, ¢. Aus C |= LP folgt C =, pt, also a = h*(t) € p©.

“«":Sei pt <= ¢ € LPund I € g-(p). Nach Definition von p(©) gilt 1*(t) € pF(©). Wegen F(C) C C folgt
h*(t) € pC, also C |=, pt. Daher gilt C |= pt < ¢.

Damit ist (2) gezeigt. Daraus folgt insbesondere Ifp(F) |= LP. Ferner erhalten wir firrallep : n € £\ X' und t € T,

el (2),(7)
plf(F) S A1) ({p© | C € Structs o, F(C) <C} C pP

sowie o (FYLp
P 1) = pt o fola (1) € p ()

wegen der Korrektheit des SLD-Kalkiils fiir (LP, A), also Ifp(F) = B.

foldA(t) € pP & LPbgipa pt = LP =4 pt

Seia € p''™). Dann gibt es pt <= A¥_, p;t; € LPund h € AX mit h*(t) = a und F® |=;, p;t;, also h* (t;) € piFoo =
pll,—lf@N PO _ Ujen pfl(o) fiir alle 1 < i < k. Daher existieren ny, ..., 1 € N mit h*(¢;) € pfni(o) furallel <i <k

Sei m = max{ny, ..., n;}. Wegen F"(0) < F"(0) furalle 1 <i < k folgt h*(t;) € piFm(O) furalle1 <i <k, also
k
F"(0) = N\ piti-
i=1

Demnach gilt a = /" (t) € pF(F"(0) = PFHIH(O) C p'”. Damit ist pF(F?) C pF™ gezeigt.

Daraus folgt F(F®) < F®, d.h. F* ist F-abgeschlossen.

Beweis von (iv). Wir zeigen zunéchst fiir alle C € Structy 4:

CELP < C<FQ). 3)

“="Seip:n e L\X unda € A"\ pF(©). Nach Definition von pF(C) gibt es pt = ¢ € LP und h € AX mit
h*(t) = aund C f&), ¢. Aus C |= LP folgt C &y, pt, also a = h*(t) & pC.

“&<": Sei pt = ¢ € LP und C 4, ¢. Nach Definition von pf(C) gilt h*(t) ¢ pF(©), also C &), pt. Daher gilt
CEpt=o.

Damit ist (3) gezeigt. Daraus folgt insbesondere ¢fp(F) |= LP. Ferner erhalten wir fiir alle p : n € £\ £’ und
teTy,

B

(3),(
p° C

) L.
U{pc | C € Structy, 4, C < F(C)} Satz £1(iD) &)
sowie
fold? (£) & p° & LP b a pt = LP b —pt " gfo(F) |- pt
& foldA () ¢ pah(P
wegen der Korrektheit des coSLD-Kalkiils fiir (LP, A), also gfp(F) = B.
Seia € A"\ p'/~). Dann gibt es pt = Vi-{:l piti € LPund h € AX mit h*(t) = a und Fx &), pit;, also h*(t;) &

. Fi(1 i n;
pfw = pl,l_lng W _ Njen pl.F](l) fiir alle 1 < i < k. Daher existieren ny,...,n, € N mit h*(t;) ¢ pf ©) fir alle
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1 < i<k Seim = max{ny,...,ng}. Wegen F"(1) < F"(1) fir alle 1 < i < k folgt h*(t;) & pfm(l) fiir alle
1<i<k, also

Kk
F"(1) En \ pitie

i=1

Demnach gilta = h*(t) ¢ pFE"(1) = pF""' () alson ¢ pF~ wegen pfe C pf""' (D). Damitist pfe C pFF=) gezeigt.

Daraus folgt Foo < F(Fw), d.h. Fo ist F-dicht. a

Kongruenzaxiome sind Hornformeln, Disgruenzaxiome Cohornformeln (siehe Kapitel 8). Die einen erhélt man
durch Kontraposition aus den anderen. Analog lassen sich aus den Horn- bzw. Cohornformeln von LP durch
Kontraposition Cohorn- bzw. Hornformeln gewinnen, die Ext(A, LP) um die Komplemente der Interpretationen
der Pradikate von X \ ¥/ erweitern:

Sei LP ein (co)logisches Programm fiir P = %\ X' und P = {p : n | p : n € P}. Das (co)logische Programm

t) =Pty V-V Putn | pt <= prti A+ A puty € LP} U
t)= L |pt< T €LP} falls LP logisch ist,
)
)

=
!
I

t) =Ppiti A APty | pt = p1t1 V- -V puty € LP} U
t) < T |pt= 1L €LP} falls LP cologisch ist,

{r(
{p(
{p(
{p(

nennen wir Kontraposition von LP.

Satz 9.7

Sei B = Ext(A,LP) und B = Ext(A,LP). Fiir alle p € £ ist 5® das Komplement von p&, d.h.

PP =A"\p". (1)

Beweis. Durch Induktion tiber die Lange von SLD-Ableitungen lésst sich zeigen, dass fiir alle Pradikate p : n € &
und t € Ty Folgendes gilt:

LP l_SLD,A pf & LP }_SLD,A pt. (2)
Sei LP logisch. Dann ist LP cologisch und nach Satz 9.6

_B — _5 (@
p? = {fold"(t) | t € TZ, LP ¥sip,a Pty = {fold*(t) | t € TE, LP ¥sip,a pt}
= A" \ {fOldA(f) ‘ te T”, LP l_SLD,A pi’} = A" \pB

Sei LP cologisch. Dann ist LP logisch und nach Satz 9.6

PP = {fold* () | t € T#, LP Fsip,a Pt} 2 {fold*(t) |t € TZ, LP Fep 4 pt}
= A" \ {fOldA(f) ‘ te T”, LP |7zSLD,A pt} = A" \ pB.

Der folgende alternative Beweis von (1) verwendet anstelle von (2) die Sitze 3.2 (2/3) und 9.6 (iii/iv).

Sei ¥ = ¥\ &' U P. Wir zeigen zunéchst durch Induktion iiber i, dass fiir F = Fy 4, F = s 4 (siehe Satz 9.6) und
alle i € IN Folgendes gilt:

ﬁf (1) — A" \pFi(O). (3)

40
Beweis von (3). Sei LP logisch. Dann gilt p* ™ = Pl = A" = A"\ @ = A"\ p° und nach Induktionsvoraussetzung
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fur allei > 0:

—i —

ﬁFi(l):?F(F 1))
:{aeA"|Vﬁtj\/};1p7tjeﬁ,heAX:h*(t);Aavheg%,l
={ac A" |Vpt= Vi, pjt; € LP, h € AX:

B AavIT<j<k: () epl V)
ind. hyp. _
"2 ae AT |Vt = Vi it € TP, h e AX: .

() AavIT<j<k:hi() € ar\pr )

= A"\ {a € A" |3 pt < N pjtj € LP, h € AX:

B () =anvV1<j<k:h*(t) e pfl*l(f))}

o Vi 7))

— An\ pFETH0) = gny\ pF(O),

Ist LP cologisch, dann folgt (3) analog.
Sei LP logisch. Da F® F-abgeschlossen und F F-dicht ist, erhilt man (1) aus (3) wie folgt:
_7 Satz 9.6(iv) _F = _F1) B i
B = pFOO :pl_le]NF(l) :ﬂie]NPF(l) = miEN(An\pF (O))

Satzi.Z(Z) A\ Uie]N(pPi(O)> = A"\ pl_lieIN F'(0) — pAn \ ppoo Satz 16(1'1‘1') A\ PB'

Ist LP cologisch, dann folgt (3) analog. a

Die (Fixpunkt-)Semantik logischer Programme funktioniert offenbar immer dann, wenn die Menge aller Préadi-
kate von X so in Teilmengen P, ... P, zerlegt und ein Tupel LP = (LPy,...,LP,) logischer Programme gebildet
werden kann, dass fiir alle 1 < i < n LP; zwar nur die Pradikate von P; “definiert”, aber dazu auch Pradika-
te von P, ... P;_1 verwendet. In diesem Fall nennt man LP ein stratifiziertes Programm. Damit arbeitet z.B. die
Antwortmengenprogrammierung (siehe z.B. [2], Kapitel 9).

Die cologischen Komponenten von LP sind dort stets Kontrapositionen logischer Programme. Sie tauchen zwar
explizit nicht auf, bestimmen aber implizit die Semantik der dort in Hornformeln erlaubten negierten Atome. Ein
anderes Beispiel fiir die Verwendung von Basispradikaten ist die constraint-logische Programmierung: ¥/ ist dort
z.B. eine Signatur von Operationen und Pradikaten auf reellen Zahlen. Die Constraints entsprechen >/-Atomen,
die — analog zu den obigen Basisregeln — in einer festen ¥'-Struktur mit Trigermenge R ausgewertet werden.

Laut Satz 9.6 (iii) und (iv) ist das “Standardmodell” Ext(A, LP) eines (co)logischen Programms LP der kleinste
bzw. groBte Fixpunkt einer Schrittfunktion F auf Structy, 4. Eigenschaften von Ext(A, LP) werden deshalb gemaf
Satz 4.1 (iii/iv) mit Hilfe von F-Induktion bzw. -Coinduktion bewiesen, die als spezielle Ableitungsregeln in
einen erweiterten (co)SLD-Kalkiil eingebaut werden konnen, der beliebige pradikatenlogische Formeln — auch
iiber mehrsortigen (getypten) Signaturen — verarbeitet (siehe [34], Kapitel 17).

Dieser Kalkiil enthélt zur Anwendung von Gleichungen (siehe Abschnitt 5.3) auch Varianten der folgenden Re-
geln, deren Benutzung (die i.d.R. aufwéndigen) Resolutionen mit Kongruenzaxiomen tiberfliissig machen (siehe
[26], Theorem 5.3.4; [27], Theorem 4.4):

Paramodulation iiber E

LP + o{u/x} Ny deAtg(X), ue Te(X), p € Ge(X), t=t < @ € LP,
E = 0{t'/x}o Ao Ao o = unify(t,u), var(t = t' < @) || var(d A )

Unifikationsregel

LP - t=tA¢g
LP + @o AN{x = x0 | x € supp(0)}

t,t' € Te(X), ¢ € Gs(X), o = unify(t,t)


https://en.wikipedia.org/wiki/Answer_set_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Constraint_logic_programming
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9.4 Losungskalkiile fiir logische Programme

Wir erweitern die Sukzedenten der Regeln des (co)SLD-Kalkiils um eine Konjunktion von Gleichungen x = xo
bzw. eine Disjunktion von Ungleichungen x # xc, wobei o der mgu der jeweiligen Regelanwendung ist.

Sei A eine erreichbare ¥/-Struktur mit Komplementen (siehe Abschnitt 5.1), LP ein (co)logisches X-Programm und
LP" die Menge aller (Co)Hornformeln ¢/, fiir die es ¢ € LP und eine Variablenumbenennung v mit ¢t = ¢’ gibt.
Y/ enthalte = und #.

Sei LP logisch. Der SLDL-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus drei Regeln:

Faktorregel
LP - 0A0 Ag 9,0 € Ats(X), ¢ € Gx(X),
LP = 9o Apo AN{x =x0 |x €supp(0)} o = unify(d,9)

Resolution iiber LP

¥ e Atz(X), P e Gz(X),

0 < ¢ € LP, 0 = unify(8,?),
var(® < @) || var(d' A )

LP - O Ay
LP F ¢o Ao AN{x = x0 | x € supp(c)}

Stopregel
LP - ¢

¢ € Gy/(X)

Sei LP cologisch. Der coSLDL-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus drei Regeln:

Summandregel

LP F 9V Ve 8,9 € Aty (X), ¢ € coGg(X),
LP = 90V oV \V{x # xo |x € supp(c)} o = unify(d,9')

Coresolution iiber LP

¥ e Atz(X), P e COG2(X),
0= ¢ € LP', 0 = unify(9,?¢),
var(® < @) || var(d' A )

LP - &'V
LP F ¢oV oV \{x # xo|x € supp(o)}

Stopregel
LP + ¢

¢ € coGs/ (X)

Goals der Form ¢ A A", x; = t; und Cogoals der Form ¢ V \/"_; x; # t; heiflen geldst, wenn ¢ ein ¥'-(Co)Goal ist
und xq, ..., x; paarweise verschiedene Variablen sind, diein ¢y, . . ., t; nicht vorkommen.

Haben alle in einer (co)SLDL-Ableitung angewendeten (Co)Hornformeln von LP’ paarweise disjunkte Variablen-
mengen, dann sind die aus dem jeweiligen mgu gebildeten Konjunktionen von Gleichungen bzw. Disjunktionen
von Ungleichungen gel0st.

Satz 9.8 (Korrektheit von (co) SLDL-Ableitungen)
Sei LP ein logisches X-Programm mit Basispradikaten und (LP F ¢y, ...,LP I ¢,) eine SLDL-Ableitung.
(i) LP ‘:A Pn = @1-

(ii) Sei ¢ ein X'-Goal, ¢, = P A /\5.‘:1 x; =ty gelostund o = {#1/x1,..., tx/ X}
Dann gilt LP =4 o = ¢q0.
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Sei LP ein cologisches X-Programm mit Basispradikaten und (LP - ¢, ...,LP - ¢,) eine coSLDL-Ableitung.
(iii) LP =4 @n = @1

(iv) Sei ¢ ein X'-Cogoal, ¢, = ¢ V VLl x; £ty gelostund o = {t1/x1, ...,/ X}
Dann gilt LP =4 ¢10 = 0.

Beweis von (i). Wegen
Lp ’:A Pn = @1 = VBe Structz,A,Lp : B |: Pn = @1
& VBe StI’LlCt):,,A,Lp : gg((pn) - 82(4’1)

geniigt es zu zeigen, dass fiir alle B € Structy, o 1 p und 1 < i < n Folgendes gilt:

88(¢it1) € gp(9i)- 1)
Fall 1: Der Ableitungsschritt von LP - ¢; nach LP - ¢;; ist eine Anwendung der Faktorregel, d.h.
pi=0ANY Ng und @i =00Ago A N\{x=x0|xesupp(o)},

wobei 8, ¥, ¢, 0 die Anwendbarkeitsbedingungen der Faktorregel erfiillen.

Beweis von (1). Sei h € g} (¢i+1), also

h e gp(d0) Ngp(er) NN{gs(x = x0) | x € supp(c)}

_ g3(00) N g(90) N{{k € AX | h(x) = I (x0)} | x € supp(0)}. @

Wegen 00 = ¢/ o folgt
oo € gp(8) Ngp(8') Ng(e) 3)
aus (2) und Lemma 8.3.

(2) impliziert auerdem h(x) = h*(xo) fiir alle x € supp(c), also h = h* o g. Deshalb folgt
he g5(8) Ng(8) Ngx(e) = g5 (BN A ) = gi(gi)
aus (3).
Fall 2: Der Ableitungsschritt von LP - ¢; nach LP - ¢, ist eine Anwendung der Resolutionsregel, d.h.
pi= Ay und @1 =g Ao A N\{x=x0|xesupp(0)},
wobei 8, ¥, ¢, , 0 die Anwendbarkeitsbedingungen der Resolutionsregel erfiillen.

Beweis von (1). Sei h € g3, (¢i11), also

h e gpleo) Ngp(ypo) NN{gr(x = x0) | x € supp(0)}
= 85(p0) Ng(yo) NN{{h € A% | h(x) = I*(x0)} | x € supp(0)}.

nach Lemma 8.3 folgt 1" o o € g5 (¢) N g5 (1) aus (4), also

4)

oo e gp(8) Nga(y) (5)
wegen A =9 < ¢ und 90 = ¢'0.

(4) impliziert auSerdem h(x) = h*(xo) fiir alle x € supp(c), also h = h* o g. Deshalb folgt

e gp(9) Ngp(9) = g5(¥ A ) = g (1)
aus (5).
Beweis von (ii). Da ¢, gelost ist, gilt

k k

85(pn0) = g5(po N\ xio = tio) = gp(po A )\ ti = t;) = g5(¢o). (6)
i=1 i=1
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(i)
Sei h € gj(¢o). (6) impliziert h € gf(¢n0), also h* oo € g§(¢n) C g5(¢91) nach Lemma 8.3. Daraus folgt

h € gj(¢10), wieder nach Lemma 8.3.

Beweis von (iii). Wegen

LP 4 Q1= @n & VYV B¢E Structs po1p: B = P91 = Pn
& VB e Structs arp : 85(91) € 85 (@n)

gentigt es zu zeigen, dass fiir alle B € Structy orpund 1 <i <n
85(9i) < 8(9it1) 7)
gilt.
Fall 1: Der Ableitungsschritt von LP - ¢; nach LP - ¢; ist eine Anwendung der Summandregel, d.h.
pi=0V Ve und @i =00V ooV \/{x#xo|xesupp(c)},
wobei 8, ¥, ¢, 0 die Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.

Beweis von (7). Sei h € g5, (¢;), also
h e gp(8) Ugh(8') Ugh(e). (8)

Fall1.1: h =h*oco.Danngilt h* o0 € g5(9) U g5 (9') U gg (@) wegen (8), also

h € g(80) U gp(go) ©)
wegen Lemma 8.3 und 9o = ¢'c.
Fall 1.2: Es gibt x € supp(c) mit h(x) = h*(xc). Also gilt

hoe U{{he AX|h(x) # h*(xo)} | x € supp(0)}

— Ulga(x £ x0) | x € supp(o)} = gh(V{x £ x0 | x € supp(0)}). 10

In beiden Fallen folgt
hoc gp(doVor) Ugp(Vix # xo | x € supp(c)})
880V 9oV Vix # xa | x € supp(0)}) = gp(9ir1)
aus (9) bzw. (10).
Fall 2: Der Ableitungsschritt von LP = ¢; nach LP I ¢, ist eine Anwendung der Coresolutionsregel, d.h.
gi= (8 Ay) und g1 = 9oV oV \/{x £ 30| x € supp(0)},
wobei 8, ¥, ¢, , 0 die Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.

Beweis von (7). Sei h € g5 (¢;), also
h e gp(d') Ugh(¥). (11)

Fall2.1: h = h* oo. Dann gilt h* o o € g5(¢') U g5(¢) wegen (11), also
oo e gp(e)Ugs(y)
wegen ¢'c = 90 und A |= ¢ = ¢. Daraus folgt
h & gp(9o) U gp(yo) (12)

nach Lemma 8.3.

Fall 2.2: Es gibt x € supp(c) mit h(x) = h*(xc). Also gilt (10) wie in Fall 1.2.
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In beiden Fallen folgt

hoe gpleoVpo)Ugh(V{x # xo | x €supp(o)})
gp(@o VoV \{x # xo | x € supp(0)}) = gp(@ii1)

aus (12) bzw. (10).

Beweis von (iv). Da ¢, gelost ist, gilt

k k
8p(pn0) = gp(po v \/ xjo # ti0) = gg(po v \/ t; # t;) = gx(yo). (13)
i=1 i=1

Seih € A%\ g3 (yo). (13) impliziert h € AX\ g5 (9n0) = g (—pn0), also

(iii)

h* oo € g5(~pn) = A%\ g3(en) C A%\ g5(1) = g5(—¢1)

nach Lemma 8.3. Daraus folgt /1 € gj;(—¢10), wieder nach Lemma 8.3. a

Satz 9.9 (Losungsvollstandigkeit von (co) SLDL-Ableitungen)

(i) Sei LP ein logisches X-Programm, ¢ ein X-Goal und ¢ : X — Ty mit LP =4 ¢o. Dann gibt es eine Substitution
T < 0 und eine SLDL-Ableitung

(LP+¢,...,LPFyTtA N x=x7).
xesupp(T)

(ii) Sei LP ein cologisches X-Programm, ¢ ein X-Cogoal und ¢ : X — Ty mit LP =, —¢c. Dann gibt es eine
Substitution T < ¢ und eine coSLDL-Ableitung

(LP+g¢,...,LPFytv \/ x#x7).

xesupp(T)

(i) und (ii) lassen sich analog zu Satz 9.5 (ii) bzw. (iv) beweisen, indem man die dortigen Beweisschritte auf
(co)SLDL-Ableitungen iibertrdgt und berticksichtigt, dass eine (co) SLD-Ableitung abl = (LP - ¢1,LP & ¢,,...,LP F
@n) einer (co)SLDL-Ableitung

(LPF @1, LPF @ App...,LP = @ Aipy)

mit gelosten (Co)Goals ¢y, ..., ¢, entspricht, wobei fiir alle 2 < i < n p; den mgu reprasentiert, der im i-ten
Schritt von abl (von LP = ¢;_1 nach LP I ¢;) gebildet wird. a

Beispielhafte Anwendungen der Losungskalkiile

Die Spezifikation = log4 gibt die logischen Programme von Abschnitt 9.1 so wieder, dass der Beweiseditor = Ex-
pander2 den Losungskalkiil auf sie anwenden kann.

Das jeweils ausgewidhlte Atom eines (Co)Goals wird vollstindig expandiert, d.h. gleichzeitig mit allen (Co)Hornformeln
— auch mittels Paramodulation — geschnitten, deren Konklusion (Prdmisse) mit ihm unifizierbar ist. Folglich be-

steht das jeweilige Redukt aus der Disjunktion (Konjunktion) der Pramissen (Konklusionen) aller angewendeten
(Co)Hornformeln. Variablen, die nur im Redukt vorkommen, werden dort existenz- bzw. allquantifiziert. True

steht dort fiir T, False fiir |, & fiir A, | fiir V, Any fiir 3, A11 fiir V, = fiir =, =/= fiir #, 0 fiir zero, 1 fiir succ(zero),

n+1 fiir succ(n), [1 fir nil, “in‘ fir €, - fur \ und [1..n] fiir enum(n).

Programme fiir diese Operationen bzw. Pradikate sind in % Expander2 eingebaut und tauchen deshalb in = log4
nicht auf. Stattdessen folgen auf jede Expansion Simplifikationsschritte, die Teilausdriicke durch dquivalente Tei-
lausdriicke ersetzen und so das jeweilige Redukt soweit wie moglich vereinfachen.

Beweis von = sorted[1,3,4] (siehe Beispiel 9.1)
Widerlegung von & unsorted[1,3,4] (siehe Beispiel 9.1)


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/log4
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Expander2.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Expander2.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Expander2.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/log4
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/sorted.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/unsorted.html
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Berechnung der Losungen von # perm([1,3,4],s) (siehe Beispiel 9.1)
Berechnung der Losungen von = actions(3,A,B,C,acts) (siehe Beispiel 9.2)
Berechnung der Losungen von = queens (5,val) (siehe Beispiel 9.3)

9.5 Highlights

Hornformel: ¢ = pt Cohornformel: pt = ¢
Ein (co)logisches Programm LP besteht aus (Co)Hornformeln.

Goal: p1t1 A -+ A puty Cogoal: p1t1V -V puty

Sei ¥/ eine Teilsignatur von X, die alle Operationen von X enthilt. Die Pradikate von ¥’ nennen wir Basispradi-
kate. Zu jedem p : n € ¥/ gehore auch das Komplementpriadikat 7 : nzu X/. Im Fall = € ¥/ sei = = #.

Ein (co)logisches X-Programm LP heifst Programm mit Basispradikaten, wenn fiir alle pt < ¢ € LP bzw. pt =
¢ € LP p nicht zu ¥/ gehort.

Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene ¥/-Gleichheitsstruktur, d.h. fiir alle p : n € X’ gilt p* =
Am \ PB-

Der (analytische) (co)SLD-Kalkiil fiir (LP, A) besteht aus den in Abschnitt 9.2 angebenen Regeln zur Transfor-
mation eines (Co)Goalsnach LP - T bzw. LP + 1.

Korrektheit und Vollstindigkeit des (co)SLD-Kalkiils:

Sei LP ein logisches >-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein X-Goal.

|LP =y any(g) « LPFsipa T.|

Sei LP ein cologisches X-Programm mit Basisprddikaten und ¢ ein X-Cogoal.

|LP =y any(~¢) ¢ LPFgpa L]

Modelle
Structy, 4 = Klasse aller X-Strukturen B mit B|yy = A

Fur alle B, C € Structy, 4,

B < C <y fiiralle Pradikate p € & \ 2/ gilt pB C pc.

Sei LP ein (co)logisches X-Programm mit Basispradikaten und Ext(A, LP) die £-Struktur, die p : n € ¥ wie folgt
interpretiert:

Ext(A,LP) _ {fold(t) | t € TE, LP Fspp 4 pt} falls LP logisch ist,
P {fold(t) | t € TE, LP tfsip 4 pt} falls LP cologisch ist.

Ext(A, LP) ist das bzgl. < kleinste bzw. grofite Modell von LP, das zu Structs, 4 gehort.

Komplemente

Sei LP ein (co)logisches Programm fiir P = 2\ X' und P = {p:n|p:n € P}.


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/perm2.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/acts2.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/queens3.html
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Das (co)logische Programm

t) =Pt V-V Putn | pt <= p1ty A+ A putp € LP} U
t)= L |pt< T €LP} falls LP logisch ist,
)
)

—
S
\

t) <= Piti A APuty | pt = p1t1 V- -V puty € LP} U

{r
=) ir
{p
{p(t) «T|pt= L eLP} falls LP cologisch ist,

(
(
(
(
nennen wir Kontraposition von LP.

Sei B = Ext(A,LP) und B = Ext(A,LP). Fiir alle p € T gilt

PP = A"\ p".

Losungen

Goals der Form ¢ A A\’
und x1, ..., x, paarweise verschiedene Variablen sind, die in ¢4, .. ., t; nicht vorkommen.

', x; = t; und Cogoals der Form ¢ V' \/}"_; x; # t; heilen geldst, wenn ¢ ein ¥'-(Co)Goal ist

Der (analytische) (co)SLDL-Kalkiil fiir (LP, A) besteht aus den in Abschnitt 9.4 angebenen Regeln zur Transfor-
mation eines (Co)Goals in seine — als Gleichungen bzw. Ungleichungen — dargestellten Losungen.

Korrektheit und Vollstindigkeit des (co)SLDL-Kalkiils:

Sei LP ein logisches ¥X-Programm mit Basispradikaten, (LP F ¢1,...,LP - ¢,) eine SLDL-Ableitung, i ein ¥'-
Goalund ¢, =P A /\i“:1 x; = t; gelost. Dann gilt

LP |:A 1p{t1/x1,...,tk/xk} = (pl{tl/xl,...,tk/xk}.

Gilt umgekehrt LP =4 ¢o fiir ein 0 : X — Ty, dann gibt es eine Substitution T < ¢ und eine SLDL-Ableitung

(LP+¢,...,LPFyTtA N x=x7).
xesupp(t)

Sei LP ein cologisches X-Programm mit Basispradikaten und (LP & ¢1,...,LP - ¢,) eine coSLDL-Ableitung, i
ein ©/-Cogoal und ¢, = ¢ V V¥_ x; # t; gelost. Dann gilt

LP |:A (pl{tl/xl,. . .,tk/xk} = z,b{tl/xl,. . .,tk/xk}.
Gilt umgekehrt LP |=,4 —¢0, dann gibt es eine Substitution 7 < ¢ und eine SLDL-Ableitung

(LP+¢,...,LPFytVv \/ x#x7).
xesupp(T)
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