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VORBEMERKUNGEN
Ein Kalklil ist eine Menge von Axiomen und Regeln, die man anwendet, um formale
Beweise zu filhren. Ein solcher Beweis besteht aus einer Folge von Formeln, von
denen jede einzelne durch eine syntaktische Transformation aus einigen ihrer Vo
ginger in der Folge hervorgeht. Der Kalkil legt fest, welche Transformationen
erlaubt sind. Damit setzt er alle Formeln in ﬁeziehung, die in der einen oder
anderen Richtung ineinander transformierbar sind. Diese Relation soll nun eine
vorgegebene semantische Beziehung zwischen den Formeln wiedergeben, bei Logik-
kalkiilen die Folgerbarkeit: a soll genau dann in b transformierbar sein, wenn
aus der Wahrheit von a die Wahrheit von b folgt. In diesem Sinne ist auch jede
Ubeg;etzer, Optimierer oder Interpreter von Programmen oder Datenrepréasentation
ein Kalkiil: a soll genau dann in b transformierbar sein, wenn a und b die glei-
che Funktion bzw. das gleiche Datum reprdsentieren. Die axiomatische Semantik-
definition einer Programmiersprache ist ein Kalkiil, mit dem jedes Programm der
Sprache zusammen mit seiner Ein/Ausgaberelation erzeugbar sein soll, d.h. ein
Programm erf{illt eine vorgegebene Ein/ABusgaberelation, wenn sich Programm und
Relation durch umgekehrte Anwendung der Regeln des Kalkiils auf Axiome zuriick-
flihren lassen. (Mehr dariiber in der Lehrveranstaltung "Semantik algorithmische:

Sprachen".)

In all diesen Beispielen geht es letztlich darum, durch syntaktische (besser: »
"beweisartige", engl. proof-theoretical) Formelmanipulatiopen semantische Be-
ziehungen sichtbar zu machen. Wir werden in diesem Skript Syntax, Semantik und
Kalkile der klassischen Logik behandeln, wollen dabei aber soweit wie mdglich
Konstruktionen verwenden, die auch in den anderen oben genannten Beispielen eine
wesentliche Rolle spielen. Von daher bieten sich algebraische Begriffsbildunger
an, die Struktureigenschaften und -vertradglichkeiten von syntaktischen und se-~
mantischen Objekten auf natiirliche Weise prézisieren. Einen solchen Zugang hat
Michael Richter in seinem Buch "Logikkalkiile" gewshlt, jedoch ist wegen der Be-
handlung weiterer Themen wie nichtklassischer Logiken und automatischer Beweis-

verfahren der Prddikatenlogik nur wenig Raum gewidmet.

In Kapitel 2 formulieren wir die Begriffe Syntax und Semantik in algebraischer
Terminologie, um dann in Kapitel 3 und 4 Richters Kapitel liber Aussagen- bzw.
Pradikatenlogik in erweiterter und einheitlicherer Form darzustellen. Kapitel

5 beschaftigf sich mit dem Teil der Pradikatenlogik, der nur Gleichungen als



formalisierte Aussagen zuldBt und in der Theorie von Datenstrukturen eine
ausgezeichnete Rolle spielt (vgl. die Lehrveranstaltung "Algebra fir Informa—

tiker").

TERME UND ALGEBREN

Gegeben seien eine abz&hlbare Menge Var von {(Individuen-)variablen und eine ab-

zdhlbare Familie Z={}ﬁ}n e mlvon Symbolmengen, die Signatur genannt wird. Die
Elemente von 25 heiBen Konstanten. Fiir alle n € N heifit 6 € Z£ Operationssymbol
mit der Stelligkeit n.

Variablen und Symbole werden zu Termen (symbolischen Ausdriicken) zusammenge-

setzt: Die Menge Term der L-Terme iiber Var ist induktiv wie folgt definiert:

Alle Variablen sind Terme;

ist 6 ein Operationssymbol mit der Stelligkeit n und sind tl""'tn Terme,

dann jst auch G(tl""’tn) ein Term.

Aus 2.2 folgt insbesondere, daB alle Konstanten Terme sind.

Eine Menge A zusammen mit einer Funktion 6’A:An —> A flr jedes Operationssymbol

6 in 2 mit Stelligkeit n heiBt 2-Algebra. A heifit Trégermenggwﬁer Algebra,

GA Interpretation von 6 in A. Notationell unterscheiden wir nicht zwischen eine
Algebra und ihrer Trigermenge. Abbildungen von Var naéh A heiflen Variablenbe-

° Jar-avienve-
legungen oder Zustdnde in A. Die Menge der Zustdnde in A bezeichnen wir mit

= =
A ar.

Durch eine JZ-Algebra A wird die Bedeutung der Operationssymbole von 5 festge~
legt. Damit ist auch die Semantik Zusammengesetzter Operationen, die syntaktisct
gerade durch Terme dargestellt sind, bestimmt. Der induktive Aufbau von Term
erlaubt es uns ndmlich, jede Variablenbelegung u € AVar auf Terme fortzusetzen.

&
Diese Fortsetzung ist also eine Funktion u :Term — A mit folgender Definition:

* L3
Fir alle Variablen x ist u (%) = u(x), d.h. die Einschrdnkung von u auf Var,

*-
geschrieben u | Var, stimmt mit u dberein;

jeder Term, der keine Variable ist, hat die Form G(tl,...,tn), wobei 6 ein
Operationssymbol ist und t,,...,t Terme sind, und wir definieren
1 n
#* * +*
u (5Ktl,...,tn)) = Gé(u tl,...,u tn).

*
Aus 2.4 folgt insbesondere u (6) = GA flir alle Konstanten 6.

Term 148t sich selbst zu einer 2-Algebra erweitern: Fiir alle 6 € 5 mit

Stelligkeit n ist 5&erm:Term“ —> Term definiert durch
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6, (t,y.vst ) =6, ..,t ).
1 n 1 n 3.

Term

* s .
Durch Induktion Uber den Aufbau von Term weist man nach, daB u die einzige

Funktion £ von Term nach A ist, Ffiir die

Flvar = u
und
(G’I‘erm(ti' ce ,tn)) = SA(ftl' ce ,ftn)
fir alle 6 € Z mit Stelligkeit n
gilt. /
2.6 besagt, daR die Anwendung der Abbildung f mit der Anwendung von & vertausch- /
bar ist: f ist ein JX-Homomorphismus von Term nach A. //

* . . R
Zusammenfassend ist u also charakterisiert als der eindeutige S-Homomorphismus
f von Term nach A, dessen Komposition mit inc, der Einbettung (inclusion) von

Var in Term, mit u Ubereinstimmt:

Var —————Eﬂc—> Term
=/ak
u u
A
#
Als Umkehrung der Konstruktion von u erhalten wir demnach fur jeden JS-Homo-

morphismus f:Term — A

(Elvar)™ = £.

Wir werden die im F%thionsdiagramm 2.7 dargestellte Beziehung zwischen Syntax 31
ar .

(£) und Semantik ({A) /logische Ausdriicke und ihre Bedeutung formulieren. Sind

Z und A aber z.B. Syntax und Semantik einer Programmiersprache oder eines Daten-
typ/e"s, dann ordnet u* jedem Programm der Sprache bzw. jedem Objekt des Datentyps
des,sen Bedeutung zu. Mit diesen Interpretationen von 2.7 beschédftigen sich die
Lehrveranstaltungen "Semantik algorithmischer Sprachen™ bzw. "Algebra fir Infor-

matiker" und "Theorie von Datenstrukturen”. 3.2

AUSSAGENLOGIK
—_—— R

Menge At der atomaren Formeln,

heiBt Form und ist definiert als
Signatur £ dQurch 5y = {o,1},
(e]

o " Zl={—r},22={/\,v,—>,<—>}und
n= @ fir alle n>2 gegeben ist.

Aussagenloglsche Formeln sind also aus atoma,ﬁf/en Eormeln, den Konstanten o}

("falsch"™), 1 (" u . ,
("wahr"), dem elnstelligen Operationssymbol 7 (Negation) und der

Zweistelligen Operationssymbolen (Konjunktion), v (Disjunktion>
p

kati i i Aqui
on) sowie «— (logische Aquivalenz) aufgebaute symbolische Ausdriicke

Elemente von 5 werden auch als Junktoren bezeichnet
Junktoren .

el a n
Form ur wahr oder falsch Selin kaml, wollen wir als Bedeut:ung von a nur

die Sylnbole O oder 1 zulassen. Die Bedeutung von a hangt ab von der Bedeutung

er atomaren rmeln 1le W
n
d omar Formel. , da in a Vorkommen, und den ahrheltstafeln r durch dlE

eder elnzelne Junktor als Operatlon auf der Menge 10,1’ 1ntexpretle.tt wird.

Die Wahr eitstafeln mac. also e e '{ 0,1 } Zu er -A die wir
h e hen al di Meng ' elin 3 lgebra
’

fortan mit 2 i i
2 bezeichnen werden, Die Semantik aussagenlogischer Formeln ist

d
emnach durch den folgenden Spezialfall von 2.7 definiert:

Bei Vorqan . . @ _als Bedeu g ;
gabe einer Funktion u:At — 2 erhidlt die Formel Bifgnvor?aas unter der

Z -~homomorphen Fortsetzung u* von u:

]

L]

Definition

Eine Funktion u:At -—» i

- 2 heiBt Modell von a € Fo_lfm,v wenn u*(a) = 1 gilt.
ie Menge der Modelle vop a bezeichnen wir mit Mod(a)

R, a heift erfilibar,



Modell und Erfiillbarkeit sind fir Formelmengen entsprechend definiert. Beachte, (aAn(bAac)) «+ ({aanb)Ac) (Assoziativitdt von A )
daf jede Funktion u:At —> 2 ein Modell der leeren Formelmenge ist. ((aADb)vb) «*b (Absorption)
Eine Formel a ist aus einer Formelmenge F folgerbar, geschrieben FE a, wenn (a n(bve)) <> ((anb)viaanac) (Distributivitdt von A )
jedes Modell von F auch Modell von a ist. ) (an 78) <> 0 (A -Inversitdt von )

(a v 0) <= a (v -Neutralitdt der Null)
Der Begriff der Folgerbarkeit faBt die Aufgabe mathematischer Beweise zZusammen, entsprechende Axiome fiir A, v bzw. 1 statt v, A bzw. O
die darin besteht, aus Voraussetzungen (Axiomen) Theoreme zu gewinnen, die in (a — b) «> (12 vb) (—> - Eliminierung)
allen Umgebungen (Variablenbelegungen) gelten, in denen auch die Axiome erfGllt /é/ (a <= b) f:j)((a —> b} A (b — a)) ( <> -Eliminierung)
sind. Der Nachweis der Folgerbarkeit eines Theorems aus seinen Voraussetzungen 65:*

2) Kongruenzaxiome:
spiegelt jedoch i.a. nicht den mathematischen Beweis dieses Theorems wider. Die

a <> a (Reflexivitdt von «—> )

Folgerung einer Aussage a aus einer Axiomenmenge F erfordert ja zundchst einmal / .
n (a <= b) —> (b <= a) (Symmetrie von <> )

das Auffinden s&mtlicher Modelle von F. Wie man leicht sieht, gibt es 27 mbg- s

((a <> b) A (b <> ¢)) — (a <> c) (Transitivitdt von <—
liche Modelle von ¥, wobei n die Anzahl aller in Formeln von F vorkommenden Atome . . .

(a <> b) —> ( 7 a <> =b) (Vertrdglichkeit von <> mit 5 )
ist. Folgern hat demnach exponentiellen Aufwand. Bei I = co 18Rt sich ein Beweis

((a <= b) A (2" «> b')) —> ((a va') «<> (b vb"))

durch Folgern nicht mehr fihren. ) (Vertriglichkeit <> mit v )
ertrdglichkeit von

entsprechende Axiome fir die Vertridglichkeit von < mit A, —> und <
Demgegeniiber erh&lt man mathematische Beweise i.a. ohne den semantischen Umweg )

Uber die Modelle der Axiome durch direktes Ableiten aus den Axiomen. Jeder

3) a— (b — (aAab)) (A -Einfihrung)
Schritt einer Bbleitung besteht in der Anwendung einer Regel R, die die Form oo
(anb) —> a (A -Eliminierung)
al,....,an
a ’ 4) a, a—>b (Modus ponens)
b
hat, wobei a,al,...,an Formeln sind. al,....,an heiflen Prdmissen, a Konklusion

Charakteristisch fir den Hilbertkalkiil ist der Modus ponens als einzige Regel.
von R. Zu einem (Ableitungs-)Kalkiil gehdren eine Menge von Formeln (Axiome) und

Alg Axiome haben wir gew&hlt:1l. logische Aquivalenzen, . die den Gleichungen einer
eine endliche Menge von Regeln. Eine Ableitung einer Formel a aus eine[ Form%l—
I b f O aty [ ada FEemaey T

{ > ' Booleschen Algebra entsprechen, 2. die Kongruenzeigenschaft der logischen
menge F in einem Kalkiil K ist eine Folge £ von Formeln, in der jedes Folgenglied

Bquivalenz und 3. Axiome zur Einfihrung bzw. Eliminierung des Junktors A .
b entweder zu F gehdrt oder ein Axiom von K ist oder Konklusion einer Regel von

Dieses Ableitungssystem ist nicht minimal, es erlaubt uns aber die direkte
K ist, deren Prdmissen Vorgidnger von b in f sind.

Verwendung bekannter aussagenlogischer Gesetze beim Ableiten und erleichtert

dartiber hinaus das Verstdndnis des Zusammenhangs zwischen Hilbertkalkiil und
3.3 Definition
Folgerbarkeit, den wir im folgenden untersuchen wollen.

Der Hilbertkalkiil fiir die Ableitung aussagenlogisclier Formeln, kurz: Aussagen—

kalkiil, besteht aus folgenden Axiomen und Regeln:
D 3.4 Definition

1) Boolesche Axiome: Seien F £ Form and a € Form. a heiBt aus F ableitbar, geschrieben F i a,

(aAb) <> (b aa) (Kommutativitdt von A ) wenn es eine Ableitung von a aus F im Aussagenkalkill von 3.3 gibt.



3.5

Als erstes stellt sich die Frage nach der Korrektheit des Aussagenkalkils:
Sind alle aus einer Formelmenge ¥ ableitbaren Formeln auch aus F folgerbar?
Diese Frage beantwortet man durch Induktion Uber die (minimale) Lénge einerxr
Ableitung von F nach a. Das heiBt, wir missen zelgen:

1) Alle Formeln von F and alle Axiome aus 3.3.1 - 3.3.3 sind aus F folgerbar;

2) sind a and a — b aus F folgerbar, dann ist auch b aus F folgerbar (XKorrekt-

heit des Modus ponens).

Satz

Der Aussagenkalkdl ist korrekt.

Beweis:

1} Mod(F) € Mod(F) impliziert F & a fiir alle a € F.

Flir alle X -Homomorphismen h:Form —> 2 und alle a, b € Form gilt h(a <= b) = 1
genau dann, wenn h(a) = h(b). Da 2 eine Boolesche Algebra ist, gilt

h(a A b) = h{a) Ay h{b) = h(b) ", h{(a) = h(b A;a) also h{({a A b) <= (b Aaa)) =1.
Insbesondere ist demnach flr alle u € Mod(F) u ({(a A b) <= (b Aa)) =1, d.h.

das Kommutativitdtsaxiom aus 3.3.1 ist aus F folgerbar. Entsprechend gilt die

Folgerbarkeit der anderen Booleschen Axiome aus 3.3.1. Analog erhdlt man fir
jeden X -~Homomorphismus h:Form —> 2 und jedes Axiom a aus 3.3.2 und 3.3.3
h{a) = 1, was wie oben Fi= a impliziert.

1 und

Daraus folgt F = b.

*
2) Es gelte FEa, F k= (a — b) und sei u € Mod(F). Dann ist u (a) =

—> ") = u*a —> b) = 1, also u¥(b) = 1.

u*( )
? 2

Ist der Aussagenkalkiil michtig genug, um in ihm alle folgerbaren Formeln ab-
leiten zu kénnen? Dies ist die Frage nach der Vollsténdigkeit eines Kalkiils.
Sie ist i.a. schwerer zu beantworten als die umgekehrte Frage nach der Korrekt-
heit, weil die Menge der folgerbaren Formeln ja gerade nicht "konstruktiv" de—
finiert ist, so daB sich Aussagen iiber alle folgerbaren Formeln nicht durch

Induktion {iber ein Konstruktionsschema beweisen lassen.

Wir verwenden algebraische Methoden, um die Vollstédndigkeit des Aussagenkalkiils
zu zeigen: Zundchst wird fiir jede Formelmenge F eine dem Ableitungsoperator
entsprechende Kongruenzrelation ~a auf Form gebildet und anschlieBend fiir jede
nicht aus F ableitbare Formel a ein 2 -Homomorphismus h angegeben, der von Form

iber die Quotientenalgebra Form/fvF nach g‘fﬁhrt und alle Formeln von F auf die
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Eins, aber a auf die Null abbildet. Daraus folgt, daB hiAt ein Modell von F,

aber nicht von a ist, a also nicht aus F folgerbar ist.

Lemma
Sei F £ Form und ~p die durch

a ~p b gdw F - (a < b)
definierte Relation auf Form: Zwei Formeln a und b heiBen genau dann F-dquiva-
lent, wenn die logische HEquivalenz von a und b aus F ableitbar ist.
1) a A{F 1 gilt genau dann, wenn a aus F ableitbar ist.
2) ~o ist eine Kongruenzrelation.

3) Forf/er

ist eine Boolesche Algebra.

Beweis:

1) Durch Anwendung von Axiomen und Regeln des Bussagenkalkiils erhilt man

F - (a <> 1)
gaw Fi(a —> 1) und F (1 —> &)
gdw Fi-1 und F— a
gdw Fi-a.
2) erhdlt man mit dem Modus ponens aus den Kongruenzaxiomen des Aussagenkalkills
und aus 3.3.3.
3) Form/ﬂvF ist eine Boolesche Algebra, wenn alle Gleichungen einer Booleschen
Algebra in Form/~-

P
Form/n«F,daB fir alle a,b € Form

gelten. So bedeutet z.B. die Kommutativitdt von A in

[aJA B] = [bla, ] ist, wobei [a]

lenzklasse von a bzgl. M und A, die Interpretation von A in Form/fvF ist.

die Bguiva-

Wegen [a]a_[b] = [anb] ist die Gleichung
GIa ] = [b] A, [al
gleichbedeutend mit
{anb) ~_ (bnaa),

F
also auch mit

FhF({aAb) <> (baa).
Eine Ableitung dieser logischen Aquivalenz existiert trivialerweise, weil
(2 A b) «> (b A a) ein Axiom des Aussagenkalkiils ist.
Da wir in dieser Weise alle Gleichungen einer Booleschen Algebra als Axiome

des Aussagenkalkiils formuliert haben, ist Form/ﬂxF eine Boolesche Algebra.
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Satz

Der Aussagenkalk(il ist vollstédndig.

Beweis:
Sei F = Form und a € Form mit F £ a.

Nach Lemma 3.6.1 ist a r%/F 1 und ber 1 fiir alle b € F. Die Funktion

g:Form/va — 2
definiert Qurch ) [ 3.8
{O falls ¢ NF(c A a) ! r! “ (@/J
1

Da sich alle Operationen einer Booleschen Algebra

gl (c])
sonst
ist ein J -Homomorphismus:
als Zusammensetzungen von =1 und A darstellen lassen, genligt es, die Vertrig-

lichkeit von g mit - und A zu zeigen.

Sei ¢, d € Form. c¢ NF(c Aa) und -—c ~p (e ~ a) impliziert

({7ec v Ta) v a) e ({1ecra)va) ~p @

(1c va) ~p (1c A a), also 1~F
im Widerspruch zu a qu 1. Im Fall ¢~ (c A a) gilt also —c ’)OF (e A a),
so daf

g(,[e]) =g([c]y =1=7_0

=1, gl feD.
Wegen = -1cC _va ¢ erhdlt man in analoger Weise die Vertradglichkeit von g filir
den Fall, daB c QLF (c A a).
c NF(C/\a) oderd/vF (c Ad A a), also
gllela, [aD = g(fc A a]) =0
= g([ecD A, gtlah.

© 2%, (cAa) und d_r/zF (@ Aa) impliziert -ic ~p (e A a) und

(d A a) impliziert (c A d) ~e

ad ~e (77d A a) (siehe oben).

Daraus folgt = {c A d) ~e (7c v 714d) ~o

({ T caAaa) v (1d A a)) NF(_I(C/\d)/\(‘TC\/a)/\ (a v 1d) A a) ~p
(71 (e Aad)Aa a), also (c A d) obF (e A dAaa), so daB
gllcla, [d) = g(fc and]) =1

=1 A, 1=g(fch Ay g(lal).

Die Komposition von g mit der natiirlichen Abbildung nat:Form —> Form/ ~n

liefert demnach einen Z -Homomorphismus h:Form ——> 2, der a auf die Null und

alle Formeln von F auf die Eins abbildet. Damit ist hlAt € Mod(F) - Mod(a),
so daB F K a.

Eine Formelmenge F heifit konsistent, wenn die Null nicht aus F ableitbar ist.
Aus der Vollstdndigkeit und der Korrektheit des Aussagenkalkiils folgt sofort

die Aquivalenz von Konsistenz und Erfillbarkeit (vgl. 3.2):

Satz

Sei F £ Form. F I O gilt genau dann, wenn Mod (F) = @.

Beweis: Aus F #* O folgt F B O, d.h. es gibt ein Modell von F, das kein Model.
2

von O ist. Also ist Mod(F) # @. F 0 impliziert F =0, d.h. Mod(F) < Mod (0) .

Da es aber keine Modelle der Null gibt, ist auch Mod(F) leer.



Pradikatenlogik

Die Syntax der Pr&dikatenlogik erweitert in zweierlei Hinsicht die
Syntax der Aussagenlogik. Erstens setzt sich die Menge der atomaren For-
meln aus pradikativen Ausdriicken zusammen und nicht mehr aus unstruk-
turierten Booleschen Variablen. Zweiltens werden Existenz- und Allguan-
toren als zus&tzliche einstellige Operationssymbole eingefiihrt. Thr Auf-
treten in einer Formel a bewirkt die Bindung von Individuenvariablen in
atomaren Teilformeln von a, so daB die Semantik von a Existenz- bzw.

Allaussagen iber bestimmte Individuenbereiche enthilt.

Zum Aufbau der Atomformeln gehen wir aus von einer abzdhlbaren Menge Var
von Individuenvariablen und zwel Signaturen ¢ und /. Die Elemente von &
nennen wir wie in Kapitel 2 Operationssymbole, die Elemente von P be-

zeichnen wir als Pradikatensymbole. Term sei die Menge der O~Terme iber

Var. Die Menge At der prédikatenlogischen Atomformeln besteht dann aus

allen Ausdricken der Form P(tl""'tn) mit P € ?; und t ,...,tn € Term.

1

Ein Paar 8§ = (A,7) heiBt (®,P)-Struktur, wenn A eine G“Algebra und R
eine Menge von Relationen ist derart, daB fiir alle n € N und alle
P € 7; eine n-stellige Relation PS auf A zu R gehdrt. Die Triger—

menge von A wird auch Individuenbereich von S genannt.

Im folgenden seien & und /P fest gewdhlt. Wir schreiben deshalb fir
(&, P)-Struktur kurz Struktur.

Bel gegebener Belegung der Individuenvariablen bestimmt S die Semantik
der Atomformeln, d.h. S induziert eine Abbildung

v+ At ——> [aV% — 2]

die durch

- #* #*
VS(P(tl""’tn))(u) = Ps(u t1,...,u tn)

definiert ist. Damit haben wir den Anschluf an die Aussagenlogik her-
gestellt, wo eine Bewertung der Atomformeln durch eine Funktion
u : At —— 2 gegeben war. Dieser Funktion entspricht jetzt die

Abbildung Vg
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Nebeni dem Aufbau der Atomformeln hatten wir als Charakteristikum der
Pradikatenlogik den Gebrauch von Quantoren als logische Operations-
symbole festgestellt. Dies bedeutet eine Erweiterung der Signatur 2. aus
Kapitel 3 um je zwei einstellige Operationssymbole V x und 3:{ fir
alle Individuenvariablen x. Die so erweiterte Signatur bezeichnen wir

wieder mit 5

Die Menge Form der préddikatenlogischen Formeln ist definiert als die

Menge der S -Termée lber At. (Man beachte die Zweistufigkeit des Formel-
aufbaus: At besteht aus prddikativen Ausdriicken mit Argumenten aus Term,

der Menge der O-Terme iiber Var; Form besteht aus [ -Termen liber At.)
’
Analog zur Aussagenlogik {(vgl. 3.1) soll die Semantik einer pridikaten-—

logischen Formel a als Bild von A unter der Fortsetzung von Vg auf Form
definiert werden, Dazu miissen wir die Menge A :=[aVar _, 2]

der Fungtionen vonVariablenbelegungen in Wahrheitswerte zu einer

>~ -Algebra machen. Die Junktoren haben wir in 2 durch Wahrheitstafeln

interpretiert. Diese Interpretation setzt sich auf A folgendermaBen

fort: Flir alle n-stelligen Junktoren 67, alle fl""'fn € A und alle
u € AVar sei
Eé'(flr---,fn)(u) = 62%(f1u,...,fnu).

. Var . . . .
Sei u €A , X € Var und a € A. Fiir die Variablenbelegung, die x den
Wert a zuweist und sonst mit u Gbereinstimmt, schreiben wir u{a/x)

(,2 fr x in u").

Yx und Jx werden in A interpretiert durch

1 falls fu' = 1 fir alle u' € A'F
(\/x)A(f)(u) = mit u' = u(u'x/x)
0 sonst
bzw.
1 falls u' € a°%F mit fu' =1
(3X)A(f)(u) = und u' = u(u'x/x) existiert
o] sonst



Die Beziehung zwischen Syntax und Semantik prédikatenlogischer Formeln
18Rt sich demnach wie in der Aussagenlogik durch ein Funktionsdiagramm

darstellen {(vgl. 3.1)

Form
Var 2]
S ist ein Modell von a € Form, wenn vg (a) = 1 gilt. Den Begriff

"folgerbar" {ibernehmen wir aus der Aussagenlogik (vgl. 3.2), jedoch ist
eine préddikatenlogische Formel a bereits dann erflillbar, wenn es eine
Struktur § = (A, R )und eine variablenbelegung u in A mit v;(a)(u) =1
gibt.

Der Pradikatenkalkil

Der Aussagenkalkidl (3.3) soll zu einem vollstdndigen Ableitungskalkil
flir pradikatenlogische Formeln erweitert werden. Dazu missen wir ihn um
Axiome und/oder Regeln zur Manipulation von quantifizierten Formeln er-—
ginzen. Bei gegebener Struktur § = (A, R ) ist mit der oben definierten
Semantik eine Formel V¥ =xa genau dann wahr, wenn a fiir alle Belegungen
Vxa im Ableitungskalkiil zu

von x in A wahr ist. Um diese Bedeutung von

"simulieren", verwenden wir den Substitutionsoperator

vVar
sub : Form —————>[Term —_— Form],

der, angewendet auf Yxa, flir jede Belegung u € Termvar in allen
atomaren Teilformeln von a die Variable x durch ux ersetzt., Vor der
eigentlichen Substitution nimmt sub eine von u abhf@ngige Umbenennung
von x vor. Damit wird verhindert, daB ein Auftreten von x in ux durch

V' x "gebunden" wird:

/

S
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Definition

Sei a € Form. Das Auftreten einer Variablen x in einer atomaren Teil-

formel b von a heift frei in a, wenn es keine Teilformel Vxc oder
Jxc von a gibt, die b enthilt. fr(a) ist die Menge aller ausschlief-

lich frei i? a vorkommenden Variablen. Die Menge aller in a vorkommenden

Variablen einschlieBlich der Variablenkomponente ven Quantoren bezeich-

nen wir mit var(a).

id sei die Identitdt auf Var.

Die Funktionen

vVar

rep,tut,sub : Form —> [Term —— Form] ,

die Replacement-, Umbenennungs- bzw. Substitutionsoperator heifBen,

sind induktiv Gber dem Formelaufbau folgendermaBen definiert:

rep(P(ty ... t ) (u) = p(u*tl,...,u*‘tn)
fiir alle P(t ,...,t ) € At und u € Term'°%,
rep( 0‘(a1,---,an)) (u) = E(rep(al)(u),.-.,rep(an) (u)}

fir alle n-stelligen Junktoren &; a e € Form und u € Termvar,

gree-

rep(Qxa) (u) = Ox(rep(a) (u(x/x)))

fiir g € {bﬂ 3} , alle a € Form und u € Termvar-

i

(
tut(a}vé:a flir alle a € At,

tut(6’(a1,...,an))(u) = ﬁKtut(al)(u),...,tut(an)(u))

Var

flir alle n-stelligen Junktoren 6 ; a ,...,an € Form und u € Term ’

1
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tut(Qxa) (u) = Qy(tut(rep(a) (id(y/x))) (u))

Vi .
flir Q € {Vﬁa} , alle a € Form und u € Term ar' wobel y das erste
Element in der Bbzdhlung aller Individuenvariablen ist, das weder in a

noch in u{fr(Qya)) vorkommt;

sub{a) (u) = rep(tut(a) (u)) ()
fliir alle a € Form und u € Termvar.

V " R . . ;
a € Form heifit mit u € Term " vertrdglich, wenn fir jede Teilformel

QOxb von a mit Q € {V,H} x nicht in u(fr(Qxb)) vorkommt.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, daB der Umbenennungsoperator tut

Formeln mit Variablenbelegungen vertrédglich macht.

Lemma

Flir alle a € Form und u € Termvar gilt:
1) tut(a)(u) ist mit u vertriglich,

2) fr(tut(a)(u)) = fr(a) .

Beweis:

Wir beschrénken uns auf den Induktionsschritt von a nach Qxa, wobei

o€ {VC 3}. Der Rest ist trivial.

1) 0.B.d.A. sei Q = V. Alle Teilformeln Jzb von tut(Qxa)(u) sind
Teilformeln von tut(rep(a) (id{y/x)))(u), wobei y wie in 4.2 gewadhlt
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist diese Formel mit u vetrdglich.
Demzufolge ist auch tut(Qxa) (u) mit u vertrdglich.

Fir alle Teilformeln ¥ zb von tut(Qxa)(u) gilt entweder z=y und
b=tut(rep(a) (id(y/x))) (u) oder Vzb ist eine Teilformel von
tut(rep(a) (id(y/x)})) (u).

Im ersten Fall tritt z weder in a noch in u(fr(Vza)) auf. Nach 2)
gilt dann fr{Vza)- {x}] = €r(Vxa) = fritut{Vxa)(w)) = fr(¥zb).
Folglich kommt z in u(fr(¥ zb)) nicht vor.

4.4
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Im zweiten Fall kommt nach Induktionsvoraussetzung z in

u(fr(Vzb)) nicht vor.

2) Nach Induktionsvoraussetzung gilt
fr(tut(Qxa) (u)) = fr(tut(rep(a) (id(y/x))) (u)}- {y}
= fr (rep(a) (id(y/x)))- {y} = fr(a)- {x} = fr(gxa).

Definition

Der Hilbertkalkkil fir die Ableitung préddikatenlogischer Formeln, kurz:

Préddikatenkalkll, besteht aus dem Aussagenkalkiil und folgenden Axiomen

und Regeln (mit t € Term und u € Termvar):

pN—

-

1) sub-Axiome: {'F(ﬂxﬂj id
sub(a) (id) —> a
Vxa —> sub(a) (id(t/x))
sub(a) (id(t/x)) —> Ixa i, . ;)

2) Quantorregeln:
a

sub(a) (u)

a — sub(b) (id(y/x))

y € fr(a) v fr(b)
a ——> VYxb

sub(a) (id(y/x)) —— b

y € fr(a) u fr(b)
Jxa — b

Zum Nachweis der Korrektheit des Pradikatenkalkiils bendtigen wir das
folgende Lemma, in dem der Zusammenhang zwischen Termsubstitutionen und

“semantischen" Variablenbelegungen hergestellt wird.




- 19 ~ B - 20 ~

/

/ f 3) Sei Qxa mit u vertrdglich. Dann kommt x in u(fr(Qxa)) nicht vor.
4.5 Lemma r a ! | Var -

Sei s = (n, R ) eine Struktur, v = V:,a € Form, u € Term un i Folglich gibt es fiir alle w € A& 7, die mit u nur in x nicht {iberein-
- var 5. L B //5 stimmen, ein w e AVar, das mit G*u nur in x nicht ﬁbereinstimmt, derart,
u€a . -~ v ég(// (:7,’”“' Q,fw.,

_ - ) j%ﬁ ‘ daB w auf allen freien Variablen von a mit w*u(x/x) zusammenf&llt:

= u). ’

1) wv(sub(a)(uw)) (u) = v(a)(u

Wihle wx = wx und wz = tHuz fir alle z + x. Dann gilt wx = w*u(x/x)x

2y v(tut(a)(u)) = v{a) und wz = whiz = wru(x/x)z far alle z € fr(a)-{x}, weil x in uz nicht
: . - = Var - = = .
3) Falls a mit u vertrdglich ist, gilt : vorkosmt. Umgekehrt gibt es fir alle weEaA mit w = u®u(wx/x) ein
_ : ar . = * o=
- * = -
v(rep(a) (u)) (@) = via)(a*u) . ; wea mit w u(wx/f) derart, de wu(x/x) auf fr(a) mit w {iber
einstimmt: Wihle wx = WX und wz = uz fiir alle z ¥ x. Dann gilt
Beweis: v (x/%)% = wx und w*a(x/x)z = whz = Wtz = wz fir alle z € fr(a)- {x},
1) erhdlt man aus 2), 4.3.1 und 3): . weil x in uz nicht vorkommt.
- o = t u)) (u'a) = -
visub(a) (u)) (u) = v(rep(tut(a)(u))(w)) (u) = v(tut(a)(u) ) " Damit erh&lt man nach Induktionsvoraussetzung; virep (Qxa) (u)) (0) =
v(a) (u™u).
. = v(Qx(rep(a) (u(x/x)))) (3)
2) und 3) beschrinken wir uns wie in Lemma 4.3 auf den Induktions— min { virep(a) (u(x/x))) (w) | w u(wx/x) }
Beil uni = -
schritt von a nach Qxa. (Bei 3) lautet der Induktionsanfang: = min {v(a)(w*u(x/x))! w = ul{wx/x) }
= * * a - o -
virep(P(t ..., t ))(u)) () = v(P(uTt,,...,u%t ))(u) = min {v(a) W ]w = T Gax/x)
- - a ¥ u*u)¥t ) =vy a*u) .

- PS (u*u*tl,...,u’u*tn) = PS((u ) tl,.--,(u u) n (a) (u™)

= VPt ..ot ) (@) )

Sei y wie in Definition 4.2. Wir zeigen zundchst, daB a mit id(y/x) 4.6 Satz

vertrdglich ist: Sei Qzb eine Teilformel von a. Dann gilt Der Praddikatenkalkiil ist korrekt.

Var (id(y/x} (fr(gzb))) = id(y/x) (fr{b)- {z}]) Beweis:

€ (fr(b)~- {z}hu {y}, d.h., wenn z in id(y/x) (fr( Qzb)) vorkommt, dann

= Yy n ni ri nn Qzb keine Teilformel von a
ist z 0% in a C au ) a. Q
. Da ht ftritt, k

Sei 8 = (A, R ) eine Struktur, v = V:’ a,b € Form, u € avaF und t € Term.

i wen Nach Lemna 4.5 gilt visub(a) (id)) (u) = v(a) (u*iq) = v(a) (u). Daraus
sein. Wegen 3) erhalten wir fir alle u €

- folgt, daB g ei Modell & ub-Axi
v(rep(a)(id(y/x)))(a) = v{a) (@*id(y/x)) . (#) olg a. ein Mode es s ioms

sub(a) (id) — a
2) Nach Induktionsvoraussetzung und (* ) gilt

ist.
v{tut(Qxa) (u)) (u) ) pa u*id(t/x) mit u bis auf x Ubereinstimmt, gilt
. O G
= v(Qy (tut(rep(a) (id(y/x) visub(a) (1d(t/x))) (w) = v(a) (wid(t/x)) = 1, wenn vIVxa)(u) =1 ist,

= min {V(tUt(reP(a)(id(Y/X)))(u)))(W) Also ist § ein Modell von

| w=atwy/y) } Vxa —— sub(a) (id(t/x)) .

, {v(rep(a)(id(y/X)))(W)]W = U(wy/y) } Die Korrektheit des dritten sub-Axioms zeigt man analog.
= min
= min { v(a) (w *id(Y/X))IW = uly/v)}

= min {v(a) (w) |w = u(wx/x)}

= v(Qxa)(E)-
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Ist § ein Modell von a, dann gilt fiir alle 2 € A'F v(a)(@) = 1 .
Vi - -
Damit ist auch fir alle u € Term ar visub(a) (u) (u) = v(a)(u*u) = 1.

Das beweist die Korrektheit der ersten Quantorregel.

Die Korrektheit der zweiten Quantorregel (und analog der dritten) er-

hdlt man wie folgt: Wir nehmen an, dal S kein Modell fiir die Konklusion

v
a — Yxb ist. Dann gibt es u € A ar mit v(a)(u) = 1 und
v({ V¥V xb) u) = o. Folglich existiert u € AVar mit u = u(ux/x) und
v(b) (u) = 0. Sei w € AVar definiert durch wy = ux und wz = uz fir z % y.

w zeigt, daB S kein Modell der Prédmisse

a —> sub(b) (id(y/x))
ist: Wegen y € fr(a)ufr(b) erhdlt man v(a)(w) = v(a)(u) = 1, aber
v(sub (b) (id(y/x))) (w) = v(b) (w*id(y/x)) = v(b) (W) = O.

Da auch der im Pridikatenkalkiil enthaltene Aussagenkalkiil korrekt ist

(3.5), sind wir fertig.

Vollsténdigkeit des Prddikatenkalkiils

Um zu zeigen, daB alle folgerbaren prddikatenlogischen Formeln. im Pr&-
dikatenkalkdl ableitbar sind, greifen wir zuriick auf den Beweis der
Vollstédndigkeit der Aussagenlogik (3.6., 3.7). Die im Lemma 3.6
formulierte Charakterisierung des Ableitungsoperators H als Kon-
gruenzrelation ~e auf Form gilt auch fiir den Pradikatenkalkiil, weil
dieser den Aussagenkalkdl enthdlt.

Satz 3.7 stiitzte sich auf eine junktorenvertrigliche Abbildung

g: Form/qu——->g ,
die jetzt etwas anders definiert werden mufB, damit sie spdter zu einer
junktoren- und quantorenvertriglichen Funktion

V.
h : Form —————> [Term ar-————+ g]
erweitert werden kann (vgl. die Definition von h im Beweis von 3.7).

Das folgende Lemma enthdlt die Schritte, Uber die wir zu h gelangen.
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Lemma

Sei F < Form, a € Form und [a] die Aquivalenzklasse von a bzgl. ~

i

1) [Vxa] = inf { [sub(a) (1d(t/x))) | tererm},
[3xa] = sup { [subta) (1a(t/x)] | ¢ € Tern].

2) Tarski's Lemma:
Sei B eine Boolesche Algebra und {X } e Weine abzdhlbare
nn
Familie von Teilmengen von B derart, daB fir alle n € N inf X und
. n

sup Xn existiert. Dann gibt es fir alle x € B mit x # 1 eine junktoren-
vertrdgliche Abbildung g:B —> 2 mit gx = O und

s : .
g(inf Xn) = min { gy |y € Xn },

g(sup Xn) = max { gyly € Xn } (%)
fir allene IN.

3) Fir alle n € N sei Xnvvon der Form {fsub(a)(wﬂ | w:u(wx/x)}.
ar
(Da Form, Var und Term abzéhlbar sind, gibt es.pur abzihlbar viele
Mengen dieser Form.) Sei g eine junktorenvertrigliche Funktion von
Form‘/,vF nach 2 mit (#) und sei K = (Term, %2 ) die durch
PK(tl"”'tn)= g([P(tl,...,tn)])
definierte kanonische Struktur bzgl. F und a.
Dann ist v; (a) (u) = g([sub(a)(u)]).
Beweis:

1) Mit Hilfe des Aussagenkalkiils zeigt man leicht, daB [a] ¢ [b] genau
dann gilt, wenn a —» b aus F ableitbar ist. Aus dem zweiten sub-Axiom
folgt, daB [Vxal] eine untere Schranke aller Equivalenzklassen
[sub(a) (id(t/x))] mit t € Term ist. Andererseits liefert die
zweite Quantorregel fir alle solchen unteren Schranken [b], daB

[p] € [Vxal. also ist [Vxa]l die groBte untere Schranke.

" Die zweite Gleichung von 1) Zeigt man analog.

Binen Beweis von Targki's Lemma erhdlt man aus den S&tzen 1.5.7 und

1.5.11 bei Richter.
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i
- s * o
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion tber den Aufbau von a. ‘ = min {VK (@)(w) |w= u(WX/X)}
Fir a = P(t,,...,t ) € At gilt v;: (a) (u)_=~vK(a) (u) = = v; { V' xa) (u)
# *# = #* * :
PK(u Cireenu tn) = g([P(u t1,...,u tn)])
Da g{[sub(-)(u)]) eine junktorenvertragliche Funktion von Form
4.8 -sat
nach 2 ist, kénnen wir uns auf den Induktionsschritt von a nach Oxa =8tz

Der Pr&dikat il 4 4ndi
beschrénken. 0.B.d.A. sei Q = V¥ ikatenkalkil ist vollsténdig.

g([sub(¥Yxa) (w)]) Beweis:

y ; Sei F £ Form und a € Form mit F b* a. Das erste sub-Axiom des Pradikaten
= g([rep(tut(¥'xa) (u)) (u)]) a
g([rep kalkiils und der Modus ponens implizieren F p4 sub(a) (id). Die erste

= g([rep(Vyb) (0)]) mit y wie in 4.2 und b = tut(rep(a) (id(y/x))) (u) Quantorregel liefert F sub(b) (u) fir alle b € F und u € rernVaE pa
= g([Vy(zrep(b) (wiy/y) )] 7 der Pradikatenkalkiil den Aussagenkalkil enthdlt, folgt sub(a) (id) 4 1
= g(inf { [sub(rep(d) (uly/y))) (id(e/x))] | ¢ e Term }  nach 1) X und sub(b) (u) ~pl flir alle b € F und u & Term'2%, aed 3L A
= min { g([sub(rep(b) (uly/y))) (id(t/x)]) [t € Term } 4 2/ Nach 4.7.2 gibt es eine junktorenvertragliche Abbildung

nach Voraussetzung g : F“orm//vF —— 2 mit g([sub(a) (id)]) = 0 und

- * .
= min {vy (rep®) (w(y/y)) (a0 [ € Torm } g(inf { [sub(e) (il [w = u(ux/x) })

= min{ g([sub(c) )| ws= u(u};}/x)_}
= min {v;‘ (b) (id(t/x)*uly/y)) | t € Term} glsup { [sub(c) (w)]|w = u(wz/x)})
nach 4.5.1, weil b mit u(y/y) vertrdglich ist: Nach 4.3.1 ist b = maX{g([sub(c) w1 | w= u(wx/x)}

nach Induktionsvoraussetzung

it vertrdglich. . .
mit u ve dgli fir alle ¢ € Form, x € Var und u € Termvar.

Sei Qzc eine Teilformel von b. Falls z=y, gilt

‘ Nach 4.7.3 gilt fur ai i

u{fr(Qzc)) = uly/y}(fr(Qzc)), so daB z in uly/y) (fr(Qzc)) nicht = 7 e fr e kenonische Struktur K begl. ¥ und o
orkommt. *
vor Ve (@) () = g(fsub(c)(u)])
Falls z # y, gilt : v

fiir all rm ar
z ¢ Var(u(fr(Qzc))) u{y} 2 var (uty/y) (fr(Qzc))). ‘ir alle ¢ € Form und u € Tern - Daraus folgt

Vi (a)(id) = 0 ung VI: (B)(u) =1 flir alle b e F und u € Termvar.

[

min {vg‘ (b) (w) | w = id*ulwy/y) }
analog zum vorletzten Gleichungsschritt im Beweis von 4.5.3, denn Pemnach ist K ein Modell von ¥, aber nicht von a. Also gilt F ¢ a,
aus y € Var(u(fr( ¥ va))) und fr(b) - {v} =
= fr(rep(a) (id(y/x))) - {y} € fr(a) - {y} folgt

y & Var(u(fr( ¥V yb)))

= min {VI: (rep(a) (id(y/x)))(w) | w = u(wy/y)}
nach 4.5.2

= min {v; (a) (w ™ idly/x)) | w = ulwy/y) }

nach 4.5.3, weil a mit id(y/x) vertrédglich ist (vgl.Beweis von 4.5.)
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GLEICHUNGSLOGIXK

In diesem Kapitel betrachten wir Strukturen (A,%), in denen ein zweistelliges

Préddikatensymbol von /, das EQ heiBen mége, als die Gleichheit auf A inter-

pretiert wird. Solche Strukturen nennen wir Gleichheit&strukturen. Dement-

sprechend heiBen Gleichheitsstrukturen, die eine pridikatenlogische Formel a

erflillen, Gleichheitsmodelle von a, und F bga a bedeutet, daB alle Gleichheits-

modelle von F auch a erfiillen.

Definition

Der Gleichheitskalkiil besteht aus dem Pradikatenkalkiil und folgenden Axiomen

sind Indivfz;nvariablen):

(X'xl""’xn'yl""'yn
EQ (x,x) (Reflexivitdt von EQ)
(EQ(xl,yl)/\... A EQ(xn,yn)) —_— EQ(f(xl""'Xn)'f(yl""'yn))

fir alle f € & (Vertriglichkeit von EQ mit f)

>
(EQ(xl,yl)/\... A EQ(xn,yn)) — EQTP(xl,...,xn),P(yl,...,yn))

fir alle P € P (Vertrdglichkeit von EQ mit P)

Den Ableitungsoperator des Gleichheitskalkiils bezeichnen wir mit Fgé .

Die Korrektheit des Gleichheitskalkils, d.h., "F }— a impliziert P k= a"

EQ EQ
folgt sofort aus der Tatsache, daB die Gleichheit eine reflexive, & und P -

vertrdgliche Relation ist.

in Gleichheitsstrukturen zeigt der folgende Satz:

Satz

Der Gleichheitskalkiil ist vollsténdig.

Beweis:

Sei F bﬁS a. Dann gilt: F u EQ-Axiome b~ a. Da der Pradikatenkal-

kil vollstdndig ist (4.8), gibt es eine Struktur S=(a,%7),

Var
Demnach existiert u € A °

*
vg(b) (w) = 1 fir alle b € F und w € a’ar,

die F und die EQ-
Axiome, aber nicht a erfiillt. mit v¥(a)(u) = 0 und
Da § die EQ-Axiome erfiillt, ist EQ
eine Kongruenzrelation auf A (Symmetrie und Transitivitdt erh&lt man mit P = EQ
Folglich ist 8' = (A/EQS,.Q’) mit

PS,([alj,...,[an]) = Ps(al,...,an)

eine Gleichheitsstruktur:

im dritten EQ-Axiom).

Die Wohldefiniertheit von PS’ ergibt sich wie ‘folgt:

Die Addquatheit des Gleichheitskalkiils fur Folgerungen
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It

¥ so, daB fir alle
EQs(uxi,uyi) = EQs(ai,bi) = 1 gilt.
EQ-Axiome erfiillt, folgt Ps(al,...,an) = PS(uxl,...,uxn) = VS(P(xl""'xn))(u) =
= Ps(bl""’bn)'

Falls [31] = [bl] RN [an]
l1€£ign VS(EQ(

[bn], dann gibt es u € av2

X, ,y.)) (0 Da § die
i

= vs(P(yl,...,yn))(u) = Ps(uyl,...,uyn)

Sei nat die natiirliche Abbildung von A mach A/EQ . Far alle u e 273 una
P(tl,...,t ) € At gilt also v (P(tl,...,t 1) () = P (u t ,...,u t ) =

([u t ],...,[u t ]) , ({nat o u) tl,...,(natu u) t ) =

(P(tl,...,t ))(nat ou). Da A und Ve P Homomorphlsmen sind, folgt
v:(c)(u) = , (c) (nat s 1) fiir alle ¢ € Form, so daR man v y{@)(nateu) =0
und v;,(b)(nat ou) = 1 fir alle b € F erhdlt. Demnach 1st S' ein Gleichheits-
modell ven F, aber nicht von a, d.h. F a.

EQ

Eine atomare Formel der Form EQ(t,t’) heift Gleichung. Sei E eine Menge von

Gleichungen. Die @-Algebra A eines Gleichheitsmodells S = (3,%) von E nennen

wir (@,E)-Algebra. Demnach ist eine ©~Algebra A genau dann eine (¥,E)~Algebra,

A" #* H
wenn fir alle EQ(t,t') € E und alle u € A'°" 4™t = u*t* gilt:

Flr jedes Gleichheitsmodell S = (A,%) von E erhilt man ndmlich
* * *
vS(EQ(t,t’))(u) = EQS(u t,u t) = 1.

In der Lehrveranstaltung "Algebra fiir Informatiker" wird die Methode des Spezi-
fizierens abstrakter Datentypen mit Hilfe von Gleichungen behandelt. Aus einer
solchen Spezifikation lassen sich dann in dem folgenden Kalk{il weitere als

Gleichungen formulierte Eigenschaften des spezifizierten Datentyps ableiten.

Definition

Sei E eine Menge von Gleichungen. Der Gleichungskalkiil fiir E besteht aus fol-

reeast!
n

genden Axiomen und Regeln (t,t’,t,,...,t ,t'

Var 1 n' 1
ist aus Term ):

sind @“Terme {iber Var; u

e &
1) Die Axiome sind alle Gleichungen von E und die Formel/ﬁQ(t,t) (Reflexivitdt
von EQ).

2) Substitutivitdtsregel:
EQ(t,t")
EQ (u¥t,u*t’)

3) Kongruenzregeln:

EQ(t,t')

EQ(t*,t) (Symmetrie von EQ)
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Bt t,) BQlt,, t5) (Transitivitit von EQ)

EQ(tl,t3)
EQ(tl,ti),...,EQ(tn,tn)
EQ(f(tl""'tn)'f(tl""'tn))

fir alle f e & (Vertrdglichkeit von EQ mit f)

Flir jede im Gleichungskalkiil flir E ableitbare Formel EQ(t,t*) schreiben wir

t EE t'.

Satz

Der Gleichungskalkiil fiir E ist korrekt, d.h.

Sei E eine Menge von Gleichungen.

Var
fir alle (O}E)-Algebren A und alle u € A gilt:

¥ o
t EE t' impliziert u t = u t'.

* * # Var
Beweis: Sei B = {(ut,u' ') | EQ(t,t') € E, u € Term °*}.

= E ist die kleinste Kongruenzrelatiog auf Term, die E* enthél“l;;r Andererseits
ist auch die Menge aller (t,t’') € Term”, Ffir die Ffiir alle w € A and alle

(0, E)-Algebren A w*t = w*t' gilt, eine Kongruenzrelation auf Term, die E"i ent~-
halt: Far (u't,u™t’) € E¥ und w € 2"%% erhalt man namlich

L3 o
w*u*t = (w*u)*t = (w*u)*t' = w*u t', well A die Gleichung EQ(t,t') erfillt.

Flr Kenner der "Algebra fir Informatiker" sei bemerkt, daB Satz 5.4 fiir mehr—
sortige Signaturen ® nicht gilt. Die Korrektheit bzgl. mehrsortiger Algebren
erfordert einen modifizierten Gleichungskalkiil. Dieser ist in der Arbeit
"Completeness of many-sorted equational logic" von J.A. Goguen und J. Meseguer
angegeben (SRI Report, 1981).

Die Vollistdndigkeit des Gleichungskalkiils 5.3 beweisen wir im folgenden Satz:

Satz

Sei E eine Menge von Gleichungen. Der Gleichungskalkiil flir E ist vollsténdig:

Var % #* . .
Wenn fir alle (®,E)-Algebren A und alle u € A ut=mut'gilt, dann ist
= '
t =5 th.
Beweis: Da nat:Term — Term/ =g surjektiv ist, gibt es fiir jede Variablen-

Var _,
belegung u in Term /= - ein w € Term mit nat ¢ w = u. Durch Anwendung der

/

/

—

5.6
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Substitutivitdtsregel 5.3.2 erhdlt man Ffiir alle EQ(t,t’) € E
* # * * * *
ut= (natew) t=[wt] =[wt']= (natow) t’ = ut’.

Demnach ist Term/=

eine (O}E)-Algebra. Fiir alle (07E)-Algebren A und alle

# *
uea®* gelte u t = u t'. Sei inc die Einbettung von Var in Term und [t]
die Aquivalenzklasse von t bzgl. EE. Dann folgt
* *
[t] = nat(t) = (nat einc) t = (nat sinc) &' = nat(t') = [t'].

Der Beweis von Satz 5.5 zeigt, daB Term/EEE genau die Gleichungen erfillt, die

im Gleichungskalkiil flir E ableitbar sind. Xenner der "Algebra fir Informatiker"
weisen wir darauf hin, daB die initiale Semantik T(G/,E) der Spezifikation
(Cf,E)/nicht Term/EE, sondern deren Einschrénkung TeJ:m'/—_—-E auf die Menge Term'’
aller variablenfreien G%“Terme ist. Demzufolge gibt es Gleichungen, die von
T(GCE) erfiillt werden, die aber im Gleichungskalkiil 5.3 nicht ableitbar sind.
Was man zusdtzlich braucht, um (Gleichungs-) Theoreme {iber abstrakte Datentypen
Zu beweisen, ist ein Schema zur Induktion Gber variablenfreie Terme. In der
Literatur ist die Frage nach einem geeigneten Kalkiil zum Bbleiten aller in T(OﬁE)
giltigen Gleichungen noch nicht befriedigend geldst (vgl. hierzu Arbeiten von
J.A. Goguen und F. Nourani).

Korrektheit und Vollstindigkeit des Gleichheitskalkiils 5.1 und des Gleichungs-
kalklils 5.3 liefern uns die Bquivalenz beider Kalkiile, was das Ableiten von
Gleichungen betrifft: Fir alle Mengen E von Gleichungen und alle ®“Terme t,t'
gilt E hi; EQ(t,t') genau dann, wenn t EEt'.

In diesem Kapitel haben wir uns mit der Einschrankung prédikatenlogischer
Formeln auf Gleichungen beschidftigt. In einem abschlieBenden Satz kehren wir
von der Gleichungslogik zur Aussagenlogik zuriick, indem wir als Menge ®& der
Operationssymbole die Junktoren und als Menge E der Gleichungen die Gleichungen

einer Booleschen Algebra wahlen.

Satz

Sei @ die Menge der aussagenlogischen Operationssymbole, E die Menge der

LXK e e C

Gleichungen einer Booleschen Algebra und F = ¢, 2wei aussagenlogische Formeln

(6=Terme) t,t' sind genau dann F-dquivalent (vgl. 3.6), wenn t EEt’.
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Beweis:
Eine logische Aquivalenz t <— t' ist genau dann ein Boolesches Axiom aus

* 4
3.3.1, wenn (t,t') € E (vgl. Beweis von Satz 5.4). Demnach ist E in er

enthalten. Da ~ eine Kongruenzrelation auf Term ist, folgt EE: < o
Umgekehrt bedeutet t ~ t', daB t < t' aus F ableitbar ist. Satz 3.5

# # *
(Korrektheit des Aussagenkalkiils) liefert (u t <> P ut'y =u{te>t') =1

\'Z =
fir alle u € g-ar’ weill F leer ist. Nach Pefinition von <—9~2 folgt
#* * v -
Ut =ut' fliir alle u € Z.ar'

r

\Y * #*
Angenommen, es gibt eine Boolesche Algebra A und w € A a mitwtFwt'.

Durch Anwendung Boolescher Gleichungen folgt daraus (w*t é—é-A w*t‘) * 1.

Im Beweis von Satz 3.7 (Vollstindigkeit der Aussagenlogik) haben wir flr ein
[a] e Form/nuF mit (a] # 1 einen Y -Homomorphismus g von Form/n./F nach 2
konstruiert, der [a] auf die Null abbildet. Ganz entsprechend erhilt man einen
J_ —-Homomorphismus g:A —> 2 mit g(w*t <%e-A w*t') = 0. Daraus folgt

(gW)*t = gw*t/é gw*t' = (gw)ﬁt' im Widerspruch dazu, daB flir alle u € gyar

u*t =u t' gilt.

Demnach ist fiir alle (G7E)-Algebren A und alle w € AVar w*t = w*t', so daB

Satz 5.5 (Vollstdndigkeit des Gleichungskalkiils fiir E) t EEt' impliziert.
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Theorembeweiser (Autcmatische Beweisverfahren)

In diesem Kapitel betrachten wir 2inen Kalkdl, der zum automatischen

(d.h. programmierbaren) Finden von Beweisen von Theoremen benutzt wird.

.Beweisen und Testen

Definition 1:

Eine (mathematische, logische) Theorie T besteht aus einer Menge A von
Formeln ohne freie Variable, genannt Axiome von T, in Signaturen & und ?’

von Operations- und Pradikatensymbolen, genannt die Sprache von T. Ein Satz
von T ist eineFormel ohne freie Variable in der Sprache von T, die aus A
folgt. (Ein Mathematiker nennt einen Satz, der ihm wichtig, neu oder schwierig
erscheint, ein Theorem.) Eine Struktur, in der alle Axiome (und damlt alle

Sdtze) von T wahr 51nd heiBt Modell von T.
Satz 1 (Kompaktheitssatz):

a ist ein Satz von T genau dann, wenn es endlich viele Axiome von T gibt, aus.

denen a folgt.
Beweis:

Die Aussage gilt fir Ableitbarkeit, also wegen Korrektheit und Vollstandigkeit

auch fir Folgerbarkeit.

_ Bemerkung:

1) Fir Formeln ohne freie Variable gilt:
{al, ...anXF a &S a; A... A a - a }st allgemeinglltig.
2) Es ist also méglich und fir das Automatisieren von Verfahreh dblich,

sich beim Beweisen von Sdtzen auf die Untersuchung von Allgemeingiltigkeit

zu beschrénken.
Satz 2 (Aufzdhlbarkeit)

Die allgemeingiiltigen Formeln der Prddikatenlogik in irgendeiner Sprache sind
effektiv aufzdhlbar, d.h. es gibt einen Algorithmus, der zu einer Sprache
(&/?) als Eingabe die allgemeingiiltigen Formeln dieser Sprache in irgendeiner

Reihenfolge ausgibt. (Das Ausgeben ist ein unendlicher Prozef!)

Beweis: -

Der Algorithmus erzeugt die Zeichenreiheh, tber Fv T Evary {Klamern, Kama}‘,
entscheidet, welche davon Ableitungen sind, und gibt von jeder Ableitung die

- letzte Formel aus.
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Folgerung 1:

Es gibt Testverfahren auf Allgemeingliltigkeit, d.h. einen Algorithmus, der zu

einer Formel a als Eingabe mit der Anwort "ja" terminiert, falls a allgemein-

giltig ist, und sonst mit "nein" oder gar nicht terminiert.

éeweis:

Alle allgemeingiiltigen Formeln aufzdhlen und mit der Eingabe vergleichen.
Theorem 2 (Unentscheidbarkeit von Theorien):

Die "meisten" Theorien sind unentscheidbar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der

fir jede Formel der Signatur entscheidet, ob sie ein Satz der Theorie ist

" {(der also zur Eingabe a mit "ja" terminiert, wenn a ein Satz der Theorie ist,

und sonst mit "nein"; also immer terminiert).

Beweisidee:

~a) Das Halteproblem ist fiir Programmiersprachen, die nicht zu ausdrucksschwach

;. sind, unentscheidbar. Z.B. ist es nicht elntscheidbar, ob ein ALGOL-Programm

" zu einer Eingabe terminiert. Schade! Oder nicht?

" b) In einer Theorie T, die nicht zu ausdrucksschwach ist, kann man Berechnungen

beschreiben. D.h. es gibt eine Formel a mit den freien Variablen x und Y
und zu jedem Programm P und zu jeder Eingabe e Terme t_ und’ t , so daB
sub(a)éx(t /%, t /y)) ein Satz von T ist genau dann, wenn P zu e terminiert.

c) Ware T entscheldbar, wdre das Halteproblem entscheidbar.
Beispiele:

1) Die Peano-Brithmetik ist die Theorie mit der Sprache °6={0} , &1={s}
6=l ) . P,-4=1. 0,8 far 1>2, P, for i#2 und den Axionmen
VxVy [sx=sy —_— x=y] . Vx‘\[sx=0] (Nachfolger) ,
Vx [x+0—x] ViVy Ec+sy=s(x+y)] (addition),
¥x [x-o=0] VY [x sSy=x- y+x] (Multiplikation),
sub(a) (id(0/x)) I\VX[ > gub(a) (ld(sx/x))] —aVxa for jede Formel a mit
x als einziger freier Variable (Induktion).

Die Pean0°Ar1thmet1k ist unentscheldbar.
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2) pie Theorie der Worte (Zeichenreihen Gber einem endlichen Alphabet) mit

geelgneter Sprache (Verkettung von Worten) und Axiomen (welche?) ist

unentscheidbar.

Folgerung 2 (Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik):

Fir die “meisten" Signaturen ist die Allgemeingiiltigkeit von Formeln unent-~

scheidbar, z.B. fir ein zweistelliges Prédikaétensymbol oder zwei einstellige

Funktionssymbole.
Beweisidee:

Man suche eine unentscheidbare Theorie in der Sprache mit endlich vielen

Bxiomen.
Folgerung 3:

Das Testverfahren aus Folgerung 1 kann nicht zu einem Entscheidungsverfahren

ausgebaut werden.
Hilfssatz:

Sei a eine Formel cohne freie Variable. Dann sind dquivalent: -

(1) a ist unerf@llbar (widersprichlich, widerspruchsvoll);

(2) 7a ist allgemeingiltig;
(3) 1a ist ableitbar: b=a;
(4) a ist widerlegbar, d.h. aE-O.

L (’ /\

Folgerung 4:

Es gibt Testverfahren (aberbkeine Entsche;dungsverfahren) auf Widersprichlich-

keit. Diese Verfahren versuchen, aus der eingegebenen Formel a einen Wider-
spruch (0} abzuleiten. Ist a widerspriichlich, so terminieren sie mit "ja“,

sonst mit "nein" oder gar nicht.
Aufgabe:
Finden Sie eine geeignete Sprache und Axiome fiir eine Theorie der Worte, so

daB Sie alles, was Ihnen wichtig zu sein scheint, darin ausdriicken kdnnen.

Sind Ihnen Berechnungen wichtig? Warnung: Dies ist eine Hartgummi-Aufgabe.

Grundresoclution

"Die Resolutionsmethoée ist ein Testverfahren auf Widersprichlichkeit, das

einen Ableitungskalkdl wie in Folgerung 4 oben benutzt.
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Um einfache Ableitungen zu erhalten, werden Formeln zunichst in ELne Normal-

form gebracht. Wir beginnen in diesem Abschn1ttgﬁuantorenfrelen Formeln.

Ein Literal ist eine atomare Formel mit oder ohne Negationszeichen davor.

Eine quantorenfreie Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie eine

Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist:
(a

v...va1 nl);e...,l(amrlv...va }s a, . Literale.

1 1 m,nm i,3

Hilfssatz:

Seien a,b,c Formeln. Es sind allgemeingﬁltig-
11a &~>a (doppelte Negation),ﬂ(anb)é——a(ﬂav1b)(de Morgansche Gesetze),
aAa(i——ga(Idempotenz)

. und die-Booleschen Axiome aus 3.3(1) (dabei wird die &> -Eliminierung wie

urspringli h im Skript als eine Formel benutzt).
Definition 2:

Zwei Formeln a,b heifilen aquivalent, wenn aé&—3b allgemeingliltig ist; erfallbar-
keitsgleich, wenn a erfillbar ist genau dann, wenn b erfiillbar ist.
Satz 1:

Jede quantorenfreie Formel kann man effektiv in eine &gquivalente Formel in
konjunktiver Normalform dberfidhren.

Beweis:

Mit den Equivalenzen vom Hilfssatz 1 =3 und € eliminieren, Negationen nach )
innen treiben, doppelte Negationen eliminieren, Konjunktionen nach aufien treiben
(falls gewlnscht, doppelte Disjunktionsglieder und Konjunktionsglieder

eliminieren).
Definition 3:

Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen; die Literale heiBen ihre

Summanden. Die leere Klausel wird mit Dbezeichnet. Eine Klauselmenge ist eine

endliche Menge von Klauseln; die Klauseln heifen ihre Faktoren. Eine

Grundklapsel (menge) enthdlt keine freien Variablen. Das Klauselbild einer

Formel a

(al,lv"'val,nl? AL, A(am,iv"fvam,nm)

in konjunktiver Normalform ist-die Klauselmenge K(a)
VPR SO CERPRT |3
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Umgekehrt heiBt die Formel ein Formelbild F(M) der Klauselmenge M (eindeutig
nur bis auf die Reihenfolge der Konjunktions- und Disjunktionsglieder). Eine
Grundklauselmenge heiBt erfillbar, wenn ihre Formelbilder erfillbar sind; die

Grundklauselmenge, die nur die leere Klausel enthdlt,ist unerfillbar.

4 ﬂ?y} ==
Bemerkung:

Klauselmengen sind also nur abgekiirzte Darstellungen fir Formeln in v

i gin s K
/gigjuktiver Normalform.

Folgerung 1:
Jede variablenfreie Formel kann man effektiv in eine erfillbarkeitsgleiche

Grundklauselmenge ilberfihren.
Definition 4:

a} Der Grundresolutionskalkidl ist folgendermafen definiert:

Axiome: keine

s LEK,

Regel: Fir Grindklauseln Kl' X 1 5

5 und ein Grundliteral L mit LEK

Kye KZ (Grundresolventenregel)

(K, - Lt (x2~{1L§ )

Die gewonnene Klausel heiBt Resolvente von Klund K2‘

b) Eine Ableitung im Grundresclutionskalkil besteht aus einer Folge
Ml""’Mn von Grundklauselmengen, wobei fiir 1< 3 £n die Menge Mj aus einer
Menge Mi mit i<j entsteht durchsz = .
entweder Anwendung der Grundresolventenregel auf zwei Kl;useln in Mi
oder Hinzuflgen oder Weglassen von Klauseln aus Mi'

c) Eine Grundklausel K heifit ableitbar aus einer Grundklauselmenge M, wenn
es eine Ableitung gibt, die mit M beginnt und mit {K} endet. In Symbolen:

MPK.
Satz 2 (Korrektheit):

Der Grundresolutionskalkiil ist korrekt bezlglich Erfdllbarkeit, d.h. ist M
erfillbar und MPX, so ist{Klerfdllbar.

Bewelis:

vf(p(xl) AREK D) (W=l =D
o (F (K IR U~ (1130 (w) =1
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Folgerung 2:

1 dw] ‘% M unerfiillbar.
Satz 2(Vollstandigkeit):

Der Grundresolutionskalkiil ist vollstdndig beziiglich Widerlegbarkeit, d.h.
M unerfillbar = M+ .

Beweis:
Induktion dber n:=(f%ild IR
Bemerkung:

Der Grundresolutionskalkil ist korrekt, aber nicht vollsténdig beziglich
Ableitbarkeit, d.h.

FMEFK B ubx

Bewels:

{{ a:!MéAa} fir eine atomare Formel a.
Folgerung 3:

Flr jede variablenfreie Formel a gilt:

a widersprichlich & K(a) (1.

Der Grundresolutionskalkil liefert also fir variablenfreie Formeln ein Test-
verfahren auf Widerspriichlichkeit. Das Testverfahren kann sogar zu einem
Entsche;dungsverfahren ausgebaut werden, da es zu jeder Grundklauselmenge M

nur endlich viele Ableitungen gibt, die mit M beginnen und keine Wiederholungen
enthalten.

Aufgaben:

1) Beweisen Sie die Aguivalenzen aus Hilfssatz 1: Doppelte Negation,
de Morgansche Gesetze, Idempotenz fir beliebige prédik%épenlogische Formeln.
2) Es seien a,b,c atomare Formeln. Uberfihren Sie die folgenden Formeln in
konjunktive Normalform und bestimmen Sie die Klauselbilder dazu:

tlaé&—2>a, -1{avb)é&—> (FTavib), avbvc —™ apabac .

( 3) Es sei a:= Sch{(m(p(e)),p(m{e))), b:=T(f). Testen Sie (aATa)v(balb) mit

dem Grundresolutionskalkiil auf Widersprichlichkeit.



-36-

~37-
Zum AbschluB dieses Abschnitts untersuchen wir ganz kurz, ob das
. Folgerung 4:
Grundresolutionsverfahren praktisch anwendbar ist. Genaueres dazu in den —_—
. , R n
Lehrveranstaltungen "Effiziente Algorithmen" und "Algorithmentheorie". Fir jedes n22 gibt es Formeln a mit lg(a)=n und Aufwand(a) 22 .
Definition 5: Beweis:
Die Linge einer quantorenfreien Formel ist die Anzahl ihrer Junktoren: Das Verfahren braucht fir die Formeln aus der obigen Bemerkung schon so ‘lange,

um das Klauselbild herzustellen.
lg(a)=0 fiir a€at, lg(ra)=lgla)+l,

lg(a¥b)=lg(a)+lg(b)+1 Flr AV, —> oder &>als . Bemerkung:

Die Ldnge einer Klausel ist ihre Michtigkeit, die Ldnge einer Klauselmenge Das Grundresolutionsverfahren hat also exponentiellen Aufwand. Solche Verfahren

die Summe der Machtigkeiten ihrer Faktoren: sind nicht praktisch durchfiihrbar: Die Verlingerung der Eingabe um 1 kann

m den Aufwand verdoppeln. Tatsdchlich ist die Situation noch wiel schlimmer:
lg({al,...,ang)=n, lg(iKl,...,Kmk)==ZZj lg(Ki)- o R ] ]
i=1 Fir jedes gentigend groBe n gibt es Klauselmengen M der Linge n, so daB es

Bemerkung: exponentiell viele Ableitungen aus M gibt, die nur die Grundresolventenregel
%1 a eine quantorenfreie Formel in konjunktiver Normalform, in der kein benutzen. Beispiel:
Konjunktionsglied ein Literal mehrfach enthilt (siehe Ende des Beweises M={{alr---ramrb}r{1alr---:1amkl fir m2 9;denn lg(M)=2m+l, Anzahl der Ableitunge
von Satz 1). Dann gilt : aus M ist m!, also ist Aufwand (F(M)))> m! Um das Verfahren praktisch verwend-

ig(a)=lg®(a))-1. bar zu machen, benutzt man daher Strategien, die mehr-oder weniger geschickt
Dagegen gibt es quantorenfreie Formeln a, deren konkunktive Normalform b aus den mbglichen Ableitungen auswdhlen. Vergleiche dazu die Biicher
gemd Satz 1 exponentfgll ldnger ist, d.h. ’ E. Bergmann, H. Noll: Mathematische Logik mit Informatik-Anwendungen,

T 1g(m 2 2te@ - " "“Springer verlag 1977, .
» T o C.L.Chang, R.C.T. Lee: Symbolic Logic and Mechanical Theorem Proving.

Beispiel: :
EE— Academic Press 1973,
Sei m D.W. Loveland: Automated Theorem Proving: A Logical Basis.

a:= 1(ai""ai)' wobei m= 2. North-Holland Publ.Comp. 1978.

i=
Dann ist Aufgaben:
m

b=f€M ;!3 ai,f(i)’ 4) Beweisen Sie, daB der Grundresolutionskalkil ein Entscheidungsverfahren
wobei liefert (siehe Folgerung 3).

M:={f:i1"“’m3 —€>{O,13} und ai,l bzw. ai, flir a; bzw,-1ai steht. 5) Beweisen Sie die Behauptungen in den beiden obigen Bemerkungen.

Definition 6:

Der Aufwand des Grundresolutionsverfahrens aus Folgerung 3 sei die Anzahl der
"Schritte" flir eine eingegebene Formel bis zur Termination, also

Bufwand: Evariablenfreie Formeln } > \Q{
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Das Resolutionsverfahren

In diesem Abschnitt dehnen wir das Grundresolutionsverfahren auf Formeln

mit Variablen und Quantoren aus.
Definition 1:

Eine pradikatenlogische Formel a ist in prénexer Normalform, wenn alle

Quantoren allen aussagenlogischen Junktoren vorangehen:

a = lel" .annb, b quantorenfrei, Qi=Voder Qi=3.
Die Folge lel"'ann heiBit Prdfix von a, die Formel b Kern von a.
Hilfssatz 1:

Seien a,b Formeln. Es sind allgemeinglltig:

“1dxa &> V¥xa, “Vxal~> A xra,

@xavIxb) &> A x(avb), (VxaaVxb)E>¥x(anb),

(’Jxa\/( b) &> ax(a\/(b), (anx b) & VX(aXb) , wenn x@fr(b)

3 xa e -'Jy sub(a) (id(y/x)), an D Vy sub(a) (id(y/x)), wenn ygfr(a).

Satz 1:

Man kann jede Formel effektiv in eine dquivalente Formel in prénexer Normal-

form {berfihren.
Beweis:
Mit Hilfssatz 1 Quantoren nach auBen ziehen.

Eine Formel ist in Skolem(scher Norrﬁal)—-}?orm, wenn sie in prénexer Normal-

form ist, wobei das Pr&fix nur Allquantoren enthdlt.
Hilfssatz 2:

Flir jede prddikatenlogische Formel a gilt:

Vyl. . .\ijymaxa erfillbar & Vyl. . .Vym sub(a) (iC'l(f(y1 P ,ym)/x)) erfillbar

wobel das Funktionssymbol £ in a nicht vorkommt.
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Beweis: = : Die Belegung u:Var —> A erfillt die Formel

Y i &
X/yi... ygixa in der Struktur 8 Cifb

fiir alle el,...,emeA gibt es e¢A, so daB die Belegung
u':=u(e1/y1,...,em/ym,e/x) die Formel a in § erfiillt =
fiir alle el,...,emeA erfiillt u":=u(e1/y1,...,em/ym,fs(el,...,em)/x) die Formel

a in S, wobei die Funktion fS:Am —> A flir alle e
auswdhlt (=D

2
o o T i
flir alle el,...,emeA erfillt u —u(el/yl,...,em/ym) uld(f(yl,---,ym)/x)

die Formel a in § (&= (Lemma 4.5.1.)

1,...,emeA ein e€A wie oben

fir alle el,...,emeA erfiillt u(el/yl,...,em/ym) die Formel

sub(a) (1d(£ly, ...,y )/x)) in § &>

u erfﬁlladyl...Vym sub(a)(id(f(yl,...,ym)/x)) in §, é%i: Entsprechend umgekehrt.
Satz 2:

Man kann jede Formel effektiv in eine erflillbarkeitsgleiche Formel

(Def. 6.2.2) in Skolemform lberfihren,
Beweig:

Die Formel mit Satz 1 prdnex machen, mit Hilfssatz 2 von auBen nach innen
die Existenzquantoren eliminieren.

Definition 3:

Das Klauselbild K(a) einer prédikatenlogischen Formel a ohne freie Variable
erhdlt man, in dem man a mit Satz 2 in Skolemform {berfihrt, das Prafix
wegldfit, den Kern in konjunktiver Normalform bringt und davon das Klausel-
bild M herstellt. Umgekehrt heifit dann a oder die konjunktive Normalform des
Kerns von a ein Formelbild ¥(M) der Klauselmenge M. Das Formelbild von {C]l
sei die Formel 0. Eine Klauselmenge heiBt erfiillbar, wenn ihre Formelbilder

erfiillbar sind.
Bemerkung:

Fir quantorenfreie Formeln und Grundklauselmengen stimmen diese Begriffe mit

denen aus Def. 6.2.3 dberein.
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Folgerung 1:

Man kann jede Formel ohne freie Variablen effektiv in eine erfiillbarkeits-

gleiche Klauselmenge tiberfUhren.
Bemerkung:

Die Variablen in einer Formel in Skolemform sind durch Allgquantoren gebunden.
im Klauselbild sind sie jedoch frei. Man findet daher in einer widesprichlichen
Klauselmenge Literale L und -1L, die man durch die Resolventenregel eliminieren
kénnte, im Allgemeinen nicht direkt, sondern in-dem man geeignete Terme durch
Substitutionen gleich macht. Beispiel: Die FormeleP(x)A~Vy1P(y) ist
widerspriichlich. Sie hat die Skolemform\/xVy[P(x)AﬂP(yi] und das Klauselbild
i{P(xﬂ ,%1P(yﬁ} . Durch die Substitution id(t/x,t/y) fiir irgendeinen Term t
wird daraus {{P(tﬂ ,%1P(tﬁl , woraus man durch Resolution %[]‘erhélt.

Ahnlich hat.VxP(x)AgyjP(y) die SkolemfornxVx[P(x)AﬂP(f(x)ﬂ und das Klausel-
bild {XP(X)X,{1P(f(X))X1, aus dem man erst durch Umbenennen von x in y in der
ersten Klausel und durch die Substitution id(t/x,f(t)/y) die resolvierbare
Klauselmenge {ip(f(t))} , el ernate.

Definition 4:

Seien L und N zwei atomare Formeln, se=i u:Var —> Term eine Substitution:

u heifit Vereinheitlicher von L und N, wenn rep(L) (u)=rep(N) (u). Ist u ein

Vereinheitlicher von L und N und gibt es zu jedem anderen Vereinheitlicher
v von L und N eine Substitution w, so daB v=wﬁ u, so heiBt u ein allge-

meinster Vereinheitlicher von L und N.
Satz 3:

Der folgende Algcfithmus entscheidet, ob zwei atomare Formeln L und N ver-
einheitlicht werden kodnnen; falls ja, liefert er einen allgemeinsten Ver-
einheitlicher:

Falls L und N mit verschieden(stellig)en Pradikatensymbolen beginnen, sei die
ABusgabe "nein". Anderenfalls sind L und N von der Form Pp bzw. Pg., wobei

p und g Folgen von Termen sind. Setze u:=id.(+) Von links her streiche gleiche
Anfangszeichen von p und q. Falls dabei p und q geldscht werden, war p=q;

gib u aus. Anderenfalls erhdlt man p' und g', die mit verschiedenen Zeichen
beginnen. Es seien s und t die beiden eindeutig bestimmten Terme, mit denen

p' und g' beginnen.
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Falls der eine dieser Terme eine Variable x ist, die in dem anderen, be-
zeichnen wir ihn mit r, nicht vorkommt, setze u:=id(r/x)eu,

p:=rep(p') (id(r/x)), q:=rep(q') (id{r/x)) und beginne wieder bei (+).
Anderenfalls gib "nein" aus.

In Funktionsprozeduren geschrieben:

Uni(P(s ..,sm),Q(t .,tn»:=

1" 17

if Pw=Q or m¥=n then "nein" else uni(sl,...,s .,tn;id)

m;tl,..
uni(p;q;u):= if p=q then u else

if p=wp', g=wq', p'¥=q', interm(p',q')=fx,r],erar—Var(r)

then uni(rep(p') (id(r/x)); rep(q') (id(x/x)); id{x/x)ru)else "nein"
Beweis:

a) Man zeigt (erster Teil durch Induktion nach der Anzahl der Zeichen von p):
Wenn uni(p;q;u)=v-u, dann rep(p) (v)=rep(q) (v); wenn uni(p;g;u)="nein",
dann rep(p) (v)= rep(q) (v) fir alle v.

b) Man zeigt:

Wenn Uni (L,N)=u, so ist u ein allgemeinster Vereinheitlicher von L und N;

wenn Uni (L,N)="nein", so gibt es keinen Vereinheitlicher von L und N.
Beispiel:

Sei L:=P{fx,gx), N:=P(z,ghy). Dann gilt Uni(L,N)=uni(fx,gx;z,ghy;id).

Daflr liefert der Algorithmus:

P a u p' g’ x r
£x,9% z,ghy id fx,gx z,ghy z £x
fx,gx fx,ghy id(fx/z) x hy X hy

hy hy id(hy/z)eid (fx/2)

Also gilt Uni(L,N)=id(hy/x)oid(fx/z){?5id(hy/x,fx/z)!]
pefinition-5:

Der Resolutionskalkiil ist folgendermafen definiert:

Axiome: keine
Regeln: (1) Fir Klausel K und Permutation u:Var —D Var
K

(Umbenennung)
rep(K) (u)
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(2) FPir Klausel K, Literale L, NE€K, allgemeinsten Vereinheitlicher u von

L und N:
% ’ e
(Vereinheitlichung)
rep(K) (u)
(3) Fiir Klauseln K1 und K2 mit Var(K1»\Var(K2)=¢, Literale LleKl,vLZGKZ,

allgemeinsten Vereinheitlicher u von L1 pnd L

2:
K %

{(Resolventenregel)
(rep(Kl)(u)—rep(Ll)(u))u(rep(Kz)(u)—repéﬂLz)(u))

Die so gewonnene Klausel heiBt Resolvente von Kl und K2.

Ableitung und ableéitbar sind definiert wie im Grundresolutionskalk@l mit den

obigen drei Regeln. Wir schreiben wieder MFX.
Satz 4 (Korrektheit):

Der Resolutionskalkiil ist korrekt beziiglich Erflillbarkeit, d.h. ist M erfillbar
und M¥K, so ist K erfiillbar.

Beweds:
Korrektheit der Regeln nachprtifen.
Bemerkungen:

a) Fiir Grundklauseln stimmt der Resolutionskalkdl mit dem Grundresolutions-—
kalkil Uberein.
b} Der Kalkiil ist sinnvoll definiert, da mit Satz 3 entscheidbar ist, ob

eine Folge M ,...,Mn eine Ableitung ist.

1
Um die Widerlegungsvollstdndigkeit des Resolutionskalkils zu beweisen, brauchen
wir die folgenden Begriffsbildungen. Sie sind von dem polnischen Logiker
Jacques Herbrand parallel zu dem Vollstdndigkeitsbeweis von Godel (1930)

entwickelt werden.

Definition 6:

Sei M eine Klauselmenge:

a) Das Herbrand-Universum H(M) ist die Menge der variablenfreien Terme, die

man aus den Operationssymbolen in M bilden kann. Enthdlt M keine Operations-
symbole, sei H(M):={dl fir ein beliebiges nullstelliges Operationssymbol
d (Konstante).
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b) Die Herbrand-Sdttigung S(M) ist die Menge aller-"Beispielformeln" F(K) flur

KeM, in denen die freien Variablen durch "Beispiele" aus H(M) ersetzt sind: : Denn nach Folgerung 1 und den S&tzen 4 und 6 ist a widerlegbar genau dann,
Beispiel S(M):=1rep(F(K))(u); KeuM, u:Var-——%)H(M)}. wenn MF({ . Dieses Verfahren fiir beliebige Formeln ohne freie Variable ist
e :

aber sicher noch weniger praktisch durchfithrbar als das Grundresolutions-
M={{P(c), ol Jarce@ ). pann gitt:

B ={c,d,£(c), £4a@), £(£(c)), ...}
sM)=]P(c)vQ(c),P(c)VQ(A) ,P(cIVQIE(C)),
P(c)VQ(E(d)) ,P(CIVQIE(E(C))), ..., P(£(A))]
S(M) ist also eine (i.A. unendliche) Menge von variablenfreien Disjunktionen. f a:=Va¥y (WxWy P (x,y)—> 1(¥x P(x,y)—}y Px,v)))
b:=VYx (P(x)A W (B (y)—3P(g(x,y)) ¥y (Q(x,y)—>P (y)))
c:=Vx P(x)A Vx¥y (B (y)—> Q(x,9(y))Ia1Vx¥y Q(x,g(y))

Sei M eine Klauselmenge: A:=Vx(P(x)—> Q(x) ) Vy(Q(y)—> R(y) W VyIPly)—> R(y)]
M ist erfiillbar genau dann, wenn S(M) erfillbar ist.

verfahren fiir Formeln ohne Variable (siehe Ende von 6.2).

AUFGABEN: Untersuchen Sie eine der folgenden Formeln

Satz 5- (Herbrand-Theorem) :

mit Hilfe des Resolutionskalkiils. D.h. {berfiihren Sie die Formel

Vereinbarung: . -
— (1) in prénexe Normalform,
Zur Vereinfachung schreiben wir im Folgenden u(N) oder uN statt rep(N) (u) (2) in Skolem-Form,
flir Literale, Klauseln oder Formeln N. . (3) in Klauselform.
a ; . ; ; . .
Hilfssatz (Lifting Lemma): (4) Testen Sie die Formel mit Hilfe des Resolutionskalkiils auf
Widerlegbarkeit.

Seien Kl' K2 Klauseln. Es gebe Literale L16K1,1L2€K2 und Substitutionen
Uy, SO daB K'1:=u1K1 und K‘2:=u2K2 keine Variablen gemeinsam haben und

o= foe i i i 5 v d K!
L 1 ulL1 und L 5 u2L2 vereinheitlicht werden kénnen, also auf K 1 un 5

die Resolventenregel bezliglich der Literale L'1 und L‘2 angewendet werden kann.

Ist K' die Resolvente von K'1 und K'2 beziiglich L', und L'2, so gibt es

1

Faktoren viKi von Ki und eine Resolvente K von lel und v2K2 bezliglich vlL1

und v2(1L2) und eine Substitution u mit uK=K'. (D.h. die Resolvente K' von

K‘1 und K'Z wird zu einer Resolvente K von K1 und K, "hochgehoben" . )

Satz 6 (Widerlegungsvollsténdigkeit):

Sei S eine unerfillbare Klauselmenge. Dann gilt St im Resolutionskalkiil.
Folgerung 2:

Das folgende Verfahren liefert also ein Testverfahren auf Widerlegbarkeit:
Die Eingabeformel a mit Folgerung 1 in eine KlauselmengepM iberfithren und aus

M mjit dem Resolutionskalkiil die leere Klausel [] abzuleiten suchen (durch Auf-

zdhlung aller Ableitungen wie in Folgerung 6.1.1).
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Beweis von Satz 5: =2:

Sei M erfiillbar. D.h. die Formel F(M) hat ein Modell S. Also ist

¥ (F(K)) (T§)=1 fir alle TU:Var —=> 5 und alle KEM. Daher ist nach Lemma
4.5.1 vsﬁ(rep(F(K))(u))(w)=VSW(F(K))(w*§u)=1 fir alle u:Var —>H(M),
w:Var —) S, KeM, da w*o u:var —> S. Also ist S ein Modell von S(M).
= : Sei S5(M) erfiillbar. D.h. die Menge S(M) hat ein Modell S.

#
Also ist Vg (a) (w)=1 fiir alle w:Var —> S und alle a&€S(M). D.h.
%

v (rep(F(K)) (u)) (w)=1 fir alle w:Var —> S5 und K€M und u:Var —=>H(M). Sei
w:Var —> S eine beliebige Belégung. Wir konstruieren eine Struktur H:
Der Individuenbereich sei die Termmenge H(M) Herbrand-Universum von M); die
Operationen seien die Termoperationen,
d.h.

£ (tl" .
die Pradlkagte seigen definiert durch

» G ?
PH(tl,...tn).=iiS (P(tl,...,tn))(w) far tl,...tnGH(M),PE .

"tn):=f(t1"“'tn) fir t ,...,tHGH(M), fee;

1

Sei u:Var —> H(M) eine Belegung in H. Dann gilt fir atomare Formeln
P(tl,...,t ) (mit Variablen)
2
(P(tl,...,t )) (w)=pP, (u* (ty )....,u (t )=

(P(u (tl),...,u (t ) )= (Lemma 4.5.,1)v (rep(P(t ,...,t Y)Y (a)) (w) .,

#
Also gilt Vi (a) (u)—v (rep(a) (u)(w) fir alle atomaren Formeln a, also auch

fir alle Literale a, also auch far alle Konjunktlor% von Literalen.
Speziell gilt

v, (F(K) (w)=v_" (rep (F(K)) (w)) (w)=1
fiir alle KeM. Also ist H ein Modell von M.

—
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