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[ 1 Vorwort }

In Kapitel 2 weist Fettdruck auf die informelle Einfithrung eines Begriffs hin, in spéteren
Kapiteln auf die Textstelle, an der er mathematisch definiert wird. Begrifte sind historisch
gewachsen und daher nicht immer so prézise voneinander abgegrenzt wie Definitionen.

Ein mathematisches Symbol mit einer festgelegten Bedeutung ist an der Stelle, an der es
zum ersten Mal benutzt wird, rot gefarbt. Manchmal weist Rotfarbung allerdings nur auf
entscheidende Teile einer Formel hin.

Interne Links — einschlieklich der Seitenzahlen im Index — sind an ihrer braunen Farbung,
externe Links (z.B. zu Wikipedia) an ihrer magenta-Farbung erkennbar. Vor letzteren
steht zusétzlich das Symbol = |

Zum Inhaltsverzeichnis gelangt man von einer beliebigen Folie aus, indem man auf die
Kapiteliiberschrift rechts oben oder die Seitenzahl rechts unten auf der Folie klickt. Von
dort aus fiithrt ein Klick auf den Titel des gewiinschten Kapitels zu seinem jeweiligen
Anfang. Das Klicken auf eine Seitenzahl im Inhaltsverzeichnis fithrt nicht zur jeweiligen
Seite.

Die eingestreuten Aufgaben lassen sich ohne besondere Tricks 16sen — nur unter Verwen-
dung hier behandelter Definitionen und Satze. Auch wer sie nicht bearbeitet, sollte sie
lesen und sich ihre jeweilige Aussage klarmachen.



[ 2 Grundbegriffe

reale Welt
modellieren interpretieren
formales Kalkal formales
Modell (rechnen) Modell
Korrektheit

Vollstandigkeit

Semantik
(Bedeutung)

Syntax

(Beschreibung)} Interpretieren >‘




Syntax
(Beschreibung)

Typ
Term t
Gleichung t=t’

aussagenlogische
Formel ¢

modallogische
Formel ¢

pradikatenlogische
Formel ¢

interpretieren ——>

L,? Grundbegri ﬁe}

(Bedeutung)

Semantik ]

Menge M
Element(e) von M

Wahrheitswert(e)

Wahrheitswert

Menge der Zustande,
die o erflllen

Menge der Variablenbelegungen,
die o erflllen



LQ Grundbegri ﬁ()}

Syntax: Formeln der jeweiligen Logik

Semantik:

Bedeutung der Formeln und ihrer Komponenten in einem semantischen Bereich (do-
main) D, d.i. eine Klasse mathematischer Strukturen, in denen die Formeln als Wahrheits-
werte oder von Zustanden abhangige Wahrheitswerte interpretiert werden kénnen.

Umgekehrt werden Elemente des semantischen Bereichs durch Formeln reprasentiert.

Fiir eine Formel ¢ nennt man ein Element a von D ein Modell von ¢, wenn a ¢ erfiillt
(oder ¢ in a giiltig ist), geschrieben: a = ¢. Was das bedeutet, hdngt von der jeweiligen
Logik ab. Die Menge aller Modelle von ¢ wird oft mit " bezeichnet.

Auf D und dem jeweiligen Modellbegriff bauen die folgenden Definitionen bzw. Notatio-
nen auf:

@ ist erfiillbar, wenn ¢ ein Modell in D hat. ¢ ist widerspriichlich, wenn ¢ unerfiillbar
ist. ¢ ist allgemeingiiltig oder tautologisch, wenn alle Elemente von D Modelle von
¢ sind. Eine Formel 1 folgt aus ¢, geschrieben: ¢ = ¢/, wenn jedes Modell von ¢ auch
Modell von ) ist. Gilt o” = ¢ dann sind ¢ und ¥ Aquivalent.



LQ Grundbegri ﬁ()}

Werden diese Definitionen fiir Formelmengen @& anstelle einzelner Formeln verwendet,
dann ist mit ® stets die logische Konjunktion der Elemente von ® gemeint.

Die Teilformeln ¢ und ¥ einer Implikation ¢ = 1) heift Pramisse bzw. Konklusion
der Implikation.

Im Gegensatz zum Implikationspfeil =, der zur Syntax vieler Logiken gehort, also in
ihren jeweiligen Formeln vorkommen kann, beschreibt = stets eine semantische Beziehung
zwischen Formeln, also niemals in diesen vorkommt.

Gilt ¢ = 1 bzgl. der jeweiligen Semantik, dann sagt man auch:
e o impliziert (implies) 1,
e o ist hinreichend (sufficient) fiir ¢,

e 1) ist notwendig (necessary) fir .

Ein synthetischer Kalkiil ist eine Menge /K von (Schluss-)Regeln der Form

@1}_9017 R q)k|_90]f
O ¥

10



LQ Grundbegri ﬁ()}

Ein analytischer Kalkiil ist eine Menge K von (Schluss-)Regeln der Form
O 0
@1}—g01, Cee q)kl—gpk

In beiden Féllen sind ® und ®;, 1 < ¢ < k, Mengen von Formeln und ¢ und ¢;, 1 <1 < £k,
einzelne Formeln der jeweils zugrundeliegenden Logik sind. Rechts neben einer Regel
stehen oft Anwendbarkeitsbedingungen.

Intuitiv beschreibt der — Urteil (= judgment) genannte — Ausdruck © = ¢ die Giiltigkeit
von ¢ in jedem Kontext, in dem die Formeln von & gelten.

Die Urteile oberhalb bzw. unterhalb des Bruchstrichs nennt man Antezedenten bzw.
Sukzedenten der Regel. Rechts neben dem Bruchstrich stehen manchmal Eigenschaften
der Antezedenten, die diese haben miissen, damit die Regel anwendbar ist.

Der Sukzedent bzw. Antezedent einer Regel der Form

b ON 0
B Z. B
ON 0 v

eines synthetischen bzw. analytischen Kalkiils heikt Axiom.

11
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LQ Grundbegri ﬁ()}

Ein Urteil a heifst K-ableitbar, wenn wiederholte Anwendungen von Regeln von K von
Axiomen hin zu a (falls K synthetisch ist) bzw. von @ hin zu Axiomen fiihren (falls K
analytisch ist).

Die Folge der Ante- und Sukzedenten der jeweils angewendeten Regeln nennt man eine
K-Ableitung von a.

Je nach Kalkiil und Semantik der Formeln, aus denen seine Regeln gebildet sind, kann
man aus der K-Ableitbarkeit von ® F ¢ verschiedene Schliisse ziehen, z.B.

e » folgt aus @,

e d ist widerspriichlich,

e  reprasentiert eine Losung von @,

e ¢ reprasentiert eine Normalform von O.

12



LQ Grundbegri ﬁe}

Beispiel Sei @ die Menge aller Gleichungen der Form

t0*<t1+°"—|—tn> = toxtly+ -+ 1lo*xty,, (1)
(b4 +t,) %ty = tyktg+ -+ 1, *tg (2)

zwischen arithmetischen Ausdriicken und NF' die Menge aller arithmetischen Ausdriicke,
die aus +, % und Konstanten bestehen, aber keinen Teilausdruck der Form der linken
Seite von (1) oder (2) enthalten.

Mit der folgenden Regel lasst sich jeder arithmetische Ausdruck in einen semantisch
aquivalenten Ausdruck von NF' iiberfiihren:
¢ F c|[L/x]
¢ F c|R/x]

L=R € © (3)

Hierbei bezeichnet der Ausdruck c[u/x| die Instanz des Ausdrucks ¢, der aus ¢ entsteht,
wenn (die Variable) x durch den Ausdruck u ersetzt wird.

Da sich bei der Anwendung von (3) nur die Teilformel L von ¢[L/x]| verdndert, nennt
man diese den Redex und die korrespondierende Teilformel R von ¢[R/z| das Redukt
der Regelanwendung.

13



LQ Grundbegri ﬁ()}

Die schrittweise Uberfithrung eines arithmetisches Ausdrucks ¢ in eine Normalform lésst
sich als K-Ableitung beschreiben, wobei der analytische Kalkiil K aus (3) und folgender

Regel besteht:
O+ u

u € NF (4)

Fiir den Ausdruck 5% (6% (11 % (z +y+2)) *x 14+ (c+ g+ b) * 22) + 44 % (99 + hh))
erhélt man z.B. die K-Ableitung

O F 5x(6x((Ilx(x+y+2z)*x1ld+(c+g+0b)*22)+44% (gg9+ hh))
O F 5x(6k((Ilxax+1lxy+1l*x2)x1d+ (c+g+0b)*22)+44% (g9 + hh))

O DxO6x1l*xxx1d+D5x06x11xyx14+D5%x6*11*2*14 +
DxbOxcxk224+D5%x06xg*x224+5%x06xbx22+5x44xgg+5x44x hh

Die komplette Ableitung steht #= hier. Die Ausdriicke sind dort als Baume dargestellt.
Teilbdume, die Redexe oder Redukte einer Regelanwendung darstellen, sind rot bzw. griin

gefarbt. l:I

14
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LQ Grundbegri ﬁ()}

Ein Kalkiil K ist korrekt (sound), wenn aus ® - ¢ stets & | ¢ folgt.
Ein Kalkiil K ist vollstandig (adequate), wenn aus ® = ¢ stets ¢ - ¢ folgt.

Eine Theorie Th ist eine Menge von Formeln.

Th ist vollstandig (complete), wenn jede Formel ¢ oder die Negation von ¢ zu Th
gehort.

Th ist konsistent (widerspruchsfrei), wenn die Zugehorigkeit einer Formel zu Th aus-
schliekst, dass auch die Negation von ¢ zu Th gehort. Die Konsistenz von Th wird oft
durch die Angabe eines aus Th konstruierten “kanonischen” Modells von Th bewiesen.

Th ist entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der, auf eine Formel angewendet,
feststellt, ob sie zu Th gehort oder nicht, und stets terminiert.

Th ist semi-entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der, auf eine Formel ange-
wendet, feststellt, ob sie zu Th gehort und in diesem Fall terminiert. Andernfalls termi-
niert er moglicherweise nicht.



LQ Grundbegri ﬁe}

Eine Prasentation oder Spezifikation von Th ist eine — i.d.R. endliche — Menge von
Formeln, aus denen alle Formeln von Th mit einem gegebenen Kalkiil ableitbar sind.

Wo kommt mathematische Logik in der Informatik vor?

Uberall! In Hard- und Software gleichermafen:

e Schaltnetze und Schaltwerke

e Boolesche Ausdriicke (Darstellungen zweiwertiger Funktionen) kommen in jeder Pro-
grammier- oder Entwurfssprache vor.

e Programmverifikation besteht klassischerweise im Beweis von Zusicherungen,
das sind Formeln, die Eigenschaften beschreiben, die Programmvariablen an bestimm-
ten Positionen im Programm besitzen sollen.

e Programmverifikation kann auch die komplette Ubersetzung der Programme in
eine geeignete Logik bedeuten, in der ihre gewiinschten Eigenschaften auf abstrakterer
Ebene als bei der Zusicherungsmethode iiberpriift werden konnen.

16



LQ Grundbegri ﬁ()}

e Programmtransformation dient der Effizienzsteigerung oder Anpassung an vorge-
gebene oder veranderte Datenstrukturen (82 refactoring) oder gar zur Synthese von
Programmen aus Formeln, die ihre gewiinschten Eigenschaften beschreiben.

e Logische Programme losen Formeln, d.h. (“das heifst”) berechnen Werte logischer
Variablen, die die Formeln erfiillen.

e Datenbankprogramme operieren auf Relationen, kombinieren sie und stellen An-
fragen (berechnen Teilrelationen). Im Gegensatz zu logischen Programmen sind die
berechneten Werte hier i.d.R. selbst Relationen.

e Automatisches Beweisen befasst sich mit der Implementierung von Inferenzsy-
stemen und ist weniger eine Anwendung der Logik in der Informatik als eine der
Informatik in der Logik.

17
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[ 3 Mengen und Funktionen J

3.1 Mengen und Relationen

Eine Menge ist eine ungeordnete Kombination von Elementen ohne Wiederholungen,
d.h. ohne mehrfache Vorkommen einzelner Elemente.

Die Elemente einer Menge konnen selbst Mengen sein, allerdings muss zur Vermeidung
logischer Widerspriiche fiir jede Menge M und jedes Element e gelten, dass e entweder
zu M gehort (in M enthalten ist; geschrieben: e € M) oder nicht (e ¢ M). Das schliesst
u.a. Mengen aus, die sich selbst enthalten:

Wiirde man z.B. die Kombination K aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten, als
Menge betrachten und annehmen, dass K zu K gehort, dann gilt K € K nach Definition
von K. Nehmen wir dagegen an, dass K nicht zu K gehort, dann gilt, wieder nach
Definition von K, K € K. Um solche Widerspriiche zu vermeiden, wird manche Menge
von Mengen als Klasse eingefiihrt. Eine Klasse enthéalt sich per definitionem niemals
selbst.

e () ist die leere Menge.

e | bezeichnet die einelementige Menge {x}.

18



[3 Mengen und Funktionen}

e 2 bezeichnet die zweielementige Menge {0, 1}.

e N bezeichnet die Menge {0,1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen.

e N bezeichnet die Menge {1,2,3,...} der positiven natiirlichen Zahlen.
e 7/ und R bezeichnen die Mengen der ganzen bzw. reellen Zahlen.

Die obige Konvention, dass sich Mengen niemals selbst enthalten, erlaubt uns das Over-

loading von Bezeichnungen fiir Elemente einerseits und Mengen andererseits — wie z.B. 1
und 2.

Eine Menge B heifst Teilmenge (subset) einer Menge A oder unare Relation auf A
(geschrieben: B C A) und A Obermenge von B, wenn alle Elemente von B Elemente
von A sind. () ist also eine Teilmenge jeder Menge. B C A ist eine echte Teilmenge von
A, wenn A aufer den Elementen von B weitere Elemente enthélt. A und B sind gleich
(geschrieben: A = B), wenn A C B und B C A gilt.

Durch Komprehension oder die Anwendung von Mengenoperatoren werden aus Mengen
neue Mengen gebildet:

e Komprehension: Sei A eine Menge und ¢ eine Eigenschaft von Elementen von A.
B =45 {e€ A|eerfillt p} und e€ B &4r e€ Aund e erfiillt ¢

definieren B als Menge aller Elemente von A, die ¢ erfiillen.

19



[3 Mengen und Funktionen}

e Vereinigung von Mengen Ay, ..., A,:

ec AyU---UA, &gy esgibtl <i<nmitec A
e Durchschnitt von Mengen Ay, ..., A,:

ec AiN---NA, &gy firallel <i<ngiltee A,
e Differenz zweier Mengen A und B:

ec A\B &4y ecAunde ¢ B

e (Kartesisches) n-stelliges Produkt von Mengen Ay, ..., A,:

Ay xoox Ay =g {(ar,...5a,) |a; € 4, 1 <i<n}

(ay,...,a,) heilst n-Tupel mit den Komponenten ay, ..., a,. Sind A;,..., A, die-
selben Mengen, dann schreibt man A anstelle von Ay X --- X A,,.

Das nullstellige Produkt ist die einelementige Menge 1 (s.0.).

{1,...,n} ist die Indexmenge des Produktes A; x --- X A,.

Fiir alle 1 <7 < n besteht A; aus den moglichen Werten eines bestimmten Attributs
der Elemente des Produkts, z.B. seiner Farbe. Man ersetzt dann den Index ¢ hau-
fig durch das zugehorige Attribut. Im Rahmen vieler Programmiersprachen werden
derart attributierte Mengen als Records bezeichnet.

20



[3 Mengen und Funktionen}

e n-stellige Summe oder disjunkte Vereinigung von Mengen Aq,..., A,:
Al +---+ A, = def Aig---W A, = def {(a,i) ‘ aEAi, 1§z§n}

Die zweite Komponente eines Paares (a,i) von Ay + --- + A, informiert iiber die
Herkunft von a.

Die nullstellige Summe ist die leere Menge ().

Gibtesace AjU---UA,und 1 <4, <nmiti+# jund a € A; N A;, dann gibt es
mindestens zwei Kopien von a in Ay + - -+ + A, ndmlich (a,i) und (a, 7).

Gibt es kein solches a, dann heifsen A;..., A, (paarweise) disjunkt, geschrieben:
Al || A

e Menge der Listen oder Worter iiber einer Menge A:

AT —def Un>() A"
A* —def A+U{€}.

Wie die Definition von A™ zeigt, lassen sich die oben definierten n-stelligen Mengen-
operationen auch auf unendlich viele Mengen anwenden.

Elemente von A* werden oft ohne Klammern und Kommas geschrieben, z.B. abc
anstatt (a, b, c). Bestehen sie aus mehreren Zeichen, setzt man Punkte dazwischen,
schreibt also z.B. ab - bz - de fiir (ab, bz, de). ¢ wird als leeres Wort bezeichnet.

21



[3 Mengen und Funktionen}

Listen bilden neben Bidumen und Graphen die wichtigsten Datenstrukturen fast aller
Programmiersprachen. Sie werden dort u.a. zur Implementierung von Mengen be-
nutzt. Da der Begriff der Menge sowohl von der Anordnung als auch der Anzahl
der Vorkommen ihrer jeweiligen Elemente abstrahiert, gibt es fiir jede Menge M mit
mindestens zwei Elementen mehrere Listen, die A reprasentieren.

e Die Potenzmenge 7P (A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A:
e c P(A) def € CA

® P, (A) bezeichnet die Menge aller endlichen Teilmengen von A. Pg,(A) ist also eine
Teilmenge von P(A).

Satz 3.1 Seien A eine Menge und B, C' Teilmengen von A. Dann gilt:
BCC < BNn(A\C)=10.

Beweis. “=":Sei B C C'und a € BN(A\C). Nach Definition der Mengendifferenz gehort
a nicht zu C. Das geht nicht, da nach Voraussetzung a € B C C' gilt. 4 (Widerspruch zu
B C C). Also sind B und A \ C' disjunkt.

22



[3 Mengen und Funktionen}

“<" Seien B und A\ C disjunkt und a € B. Dann gehort a nicht zu A \ C. Aus
a € B C A folgt deshalb a € A\ (A\ C)= ANC C C nach Definition der Mengendif-

ferenz. Damit ist B eine Teilmenge von C'. EI

Satz 3.2 Fiir alle C, D C A und CS C P(A),
CCD < A\DCA\C, (1)
A\ Jes = ({A\C | Ccecsy, (2)
A\(es = | Jfa\c | cecsy, (3)
(4)
()

\_/
VCeCS:ccD) = | |cscp,

\_/
(WCeCS:DCC) = DC()CS.

Fortan werden gelegentlich die logischen Symbole A,V,V und = in ihrer iiblichen um-
gangssprachlichen Bedeutung verwendet (“und”, “oder”; “fiir alle ... gilt” bzw. “es gibt ...
mit”). Thre formale Semantik wird in Kapitel 6 bzw. 8 definiert.

23



[3 Mengen und Funktionen}

Eine n-stellige Relation R ist eine Teilmenge eines Produktes der Form A; x --- x A,,.
Ay, ..., A, sind die Komponenten des Produkts.

Ist n = 2, dann wird R bindre Relation genannt und bindre Relation auf Ay, falls A;
mit As iibereinstimmt.

R =4 {(b,a) | (a,b) € R} heikt Inverse von R. R ist eine Relation auf A, falls A;
mit As iibereinstimmt.

Wegen A = 1 gibt es genau zwei nullstellige Relationen, ndmlich 1 und (.

Eine Teilmenge Z von P(A) heift Partition oder Zerlegung von A, wenn die leere
Menge nicht zu Z gehort, je zwei verschiedene Elemente von Z disjunkt sind und Z ganz

A abdeckt, d.h. A mit | J Z tibereinstimmt.

Partitionen liefern ein mathematisches Mittel zur Abstraktion: Elemente von A, die zur
selben Teilmenge von Z gehoren, werden als gleich angesehen. Z entspricht daher einer
Aquivalenzrelation auf A (siehe Kapitel 5).

24



[3 Mengen und Funktionen}

3.2 Funktionen

Seien n € N und A und B Mengen. Eine n-stellige Funktion oder Abbildung (func-
tion, map) f: A — B von A nach B ordnet jedem — Argument oder Stelle von f
genannten — Element a € A genau ein Element f(a) € B zu, das Bild von a unter f
genannt wird. Man sagt auch: f bildet a auf f(a) ab.

Fiir alle C' C A nennt man die Menge f(C) = {f(c) | ¢ € C'} ebenfalls das Bild von C
unter f.

Seibe Bund DC B. [ Yb)={acA| f(a)=b}und f'(D)={a€ A| f(a) € D}
heifen Urbilder (pre-image) von b bzw. D unter f.

o type(f) = A — B ist der Typ von f.

e arity(f) = n ist die Stelligkeit von f, falls A ein n-stelliges Produkt ist,

e dom(f) = A ist der Definitionsbereich (domain) von f,

e ran(f) = B ist der Wertebereich (range) von f,

o img(f)= f(A)={f(a) | a € A} ist das Bild (image) von f,

o ker(f) ={(a,ad) € A* | f(a) = f(d')} ist der Kern (¥ kernel) von f,

e Die Relation graph(f) = {(a, f(a)) | a € A} C A x B heift Graph von f.


https://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_(algebra)

[3 Mengen und Funktionen}

Nullstellige Funktionen haben den Definitionsbereich 1 und heifsen auch Konstanten.
f A — B ist eine Endofunktion, wenn A = B gilt.

f: A — B ist endlich, wenn A endlich ist.

f : A — B ist surjektiv, falls img(f) = B.

Die Relation Ay =45 {(a,a) | a € A} heift Diagonale von A”.

f A — B ist injektiv, falls ker(f) = Ay.

Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn je zwei unterschiedliche Ele-
mente von A verschiedene Bilder unter f haben.

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle C' C A und D C B folgende Implikationen gelten:
fle)cD = i),
cCfiD) = [flC)CD,
f surjektivund f~Y(D)C C = D C f(0),
f injektivund D C f(C) = f}D)CC.

26



[3 Mengen und Funktionen}

Funktionen konnen auf mehrere Weisen definiert werden. Wir schreiben z.B.
fNxN — R
(m,n) — mxn/2
oder
Fiir alle m,n € N, f(m,n) =45 m xn/2. (2)
oder
[ =def A(m,n).(m*n/2). (3)

(3) definiert f durch einen A\-Ausdruck. Sie macht deutlich, dass jede Funktion f: A —
B Element einer Menge ist, nimlich der Menge B =,,; (A — B) aller Funktionen von
A nach B. Demnach bedeutet f € B* dasselbe wie [ : A — B.

In klassischer Algebra und Analysis taucht A bei der Darstellung von Funktionen nicht
auf, wenn Symbole wie x, y, 2 konventionsgemaf als Variablen betrachtet und daher z.B.
fiir die Polynomfunktion A\z.2 % 2% + 55 * 2> + 33 : R — R einfach nur 2 * 2% 4+ 55 % 22 + 33
oder sogar nur 22° + 552% + 33 geschrieben wird.

Da in allgemeiner Logik oder Algebra Symbole wie x, v, z, * unterschiedlich interpretiert
werden, konnen solche Kurzschreibweisen hier zu Missverstandnissen fithren und sollten
deshalb vermieden werden.
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[3 Mengen und Funktionen}

Das Update von f : A — B an Stellen aq,...,a, € A durch Werte by,...,b, € B ist
eine neue Funktion, die wie folgt definiert ist:

f[bl/al, Cee bn/CLn} A —- B “f mit bz fir CLZ'”
b; fallsa =q; firein 1 <1 <n
a +—»
f(a) sonst

Fiir jede Menge A liefert jede binire Relation R C B x B eine Relation R C B4 x B4:

Fir alle f,g: A — B,
(f,9) € R <4y firalleae Agilt (f(a),g(a)) € R.

Die (sequentielle) Komposition g o f zweier Funktionen f: A — B und g : B — C' ist
eine Funktion von A nach C-

gof: A — C
a — g(f(a))
Offenbar ist o assoziativ, d.h. fiiralle f: A —- B, g: B— Cund h: C' — D gilt

ho(gof)=(hog)of.
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[3 Mengen und Funktionen}

Die Klammern werden deshalb oft weggelassen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn je zwei Funktionen
g,h: A — Amit fog= foh iibereinstimmen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass f genau dann surjektiv ist, wenn je zwei Funktionen
g,h: B— B'mit go f = ho f iibereinstimmen.

Zu jeder Menge A gibt es die Identitat «d, : A — A auf A, die jedem Argument dieses
selbst zuordnet: Fiir alle a € A, id4(a) =4 a.

Zu jeder Teilmenge B von A gibt es die Inklusion incp : B — A, die ebenfalls jedem
Argument dieses selbst zuordnet: Fiir alle b € B, incp(b) =4 b.

Eine Funktion g : B — A heift Inverse (Umkehrfunktion) von f: A — B, falls gilt:

go f=idy, fog=1idg.

Die Elemente eines Produktes A; x --- x A, werden mit Projektionen
7T7jIA1><°"XAn—>A7; 1 <1 <n
(a1, ...,a,) V> a;
auf ihre n Komponentenmengen Aq, ..., A, abgebildet.
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[3 Mengen und Funktionen}

Die Elemente von n Mengen A, ..., A, werden mit Injektionen
LZ'IAZ'—>A1+“‘+AVR 1 <1< n
a — (a,i)

in die Summe A; + --- + A, eingebettet.
Die Summenextension

fiyeos fo) i Ai -+ A, — B
von n Funktionen f, : Ay — B, ..., f,: A, — B ist folgendermafen definiert:
Fiir alle (a,i) € A1 +--- 4+ Aj,

i llay ) =aer fila).

Die Produktextension

(g1, ..., gn) : B—=> A1 x -+ X A,
von n Funktionen ¢, : B — Ay, ..., g, : B — A, ist folgendermafsen definiert:

Fiir alle b € B,
(g1 90) () =der (92(D), ..., gn(D)).
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[3 Mengen und Funktionen}

[f1, -, fo] und (g1, ..., g,) sind die eindeutigen (!) Funktionen, die fir alle 1 < i < n
folgende Gleichungen erfiillen:

i, falow=fi  bzaw.  mo(gi,...,0.) =g

Funktionsgleichungen lassen sich als kommutative Funktionsdiagramme darstellen:

Li T

Ai %A1+"°—|—An A1X---><An %Az’

) A

7 S
7 \
Ve
Ve _—

/i s Sl <91>---79n>\\\ Ji
s \
B B
Ein gestrichelter Pfeil deutet an, dass die Funktion, mit der er markiert ist, eindeutig ist.
Ebenso sind die Summe
h+-+fnAi+---+A, =B +---+ DB,
von f; : A; = B;, 1 <i <n, und das Produkt

gL X X@gy: Ay x---xA,—> B xX---x B,
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[3 Mengen und Funktionen}

von g; : Bi =& A;, 1 <1 < n, als die eindeutigen Funktionen definiert, die fiir alle
1 <1 < n folgende Gleichungen erfiillen:

fl+"‘+fnz[Llofla---abnofn] bzw. glX"'Xgn:<glo7ﬁ7"'7gno7r”7">'

Li T

Ai %A1‘|—+An A1X"'><An %Az
| A
fi = it o g1 X - X gy = ng
L; Y | Uy
B; - By+---+ B, By x.---x B, — B;
Im Fall gy = --- = g, = g schreibt man auch ¢" an Stelle von ¢; x --- X g,.

Die Potenzschreibweise wird allerdings auch fiir die Iteration einer Endofunktion ver-
wendet:

Fiir alle n € N bezeichnet f” : A — A die n-fache Komposition f o --- o f, wobei
fY =aer ida (s.0.).
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[3 Mengen und Funktionen}

3.3 Isomorphien

f A — B ist bijektiv oder eine Bijektion, falls f eine Inverse g hat. In diesem Fall
ist g eindeutig und wird deshalb mit f~!' bezeichnet.

Beweis. Seien g und h Inverse von f. Dann gilt:

h=hoidg=ho(fog)=(hof)og=idsog=g. N

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Komposition zweier Bijektionen bijektiv ist.

Aufgabe Zeigen Sie, dass eine Funktion genau dann bijektiv ist, wenn sie injektiv und
surjektiv ist.

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir Funktionen zwischen endlichen Mengen die Begriffe injektiv,
surjektiv und bijektiv zusammentfallen.

Zwei Mengen A und B sind isomorph, geschrieben: A = B, wenn es eine Bijektion von
A nach B (oder B nach A) gibt.

Da die Identititét idy : A — A eine Bijektion ist, gilt trivialerweise:
A=A (0)
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[3 Mengen und Funktionen}

Produkt-, Summen- und Funktionsmengenbildung sind unter Isomorphie abgeschlossen,
d.h. sind

AXC ANB=2D = A+BZXC+D,
A=ZC N B=ZD = AxXxB=(CxD,
AYC AN B2D = BixpC,

/N N TN
wWw N =
N——r N N~

Sind A und B Mengen mit Operationen, dann verlangt Isomorphie zusétzlich, dass die
Bijektion mit den Operationen von A und B vertraglich ist. Das wird in Kapitel 5 néher
ausgefiihrt.

In diesem Fall folgt aus A = B, dass A und B elementar aquivalent sind, d.h. diesel-
ben — in der jeweils zugrundeliegenden Logik formulierbaren — Eigenschaften haben. Die
Umkehrung: Elementare Aquivalenz impliziert Isomorphie, gilt jedoch nicht immer.

Mathematiker betrachten isomorphe Mengen A und B oft als gleich. Informatiker stofen
hingegen manchmal auf grofe Unterschiede, wenn A und B (als Formate, Datentypen,
Klassen o.a.) implementieren und den Aufwand eines bestimmten auf A operierenden Al-
gorithmus mit dem seines Pendants auf B vergleichen. Umgekehrt erleichtert die Kenntnis
von Isomorphien die Auswahl geeigneter Datentypen fiir bestimmte Algorithmen.
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[3 Mengen und Funktionen}

Wichtige Isomorphien (jeweils mit der zugehorigen Bijektion und deren Inverser)

e Seien A und B disjunkt. Dann gilt: A + B = A U B. Die zugehorige Bijektion
f: A+ B — AUB und ihre Inverse {1 : AUB — A+ B lauten wie folgt: Fiir alle
a€ Aund b e B, f(a,1)=a, f(b,2) =b, fa) = (a,1) und f~1(b) = (b,2).

e Kommutativitdt von + und x: Ax B=Bx A und A+ B =B+ A. (4)
Die zugehorige Bijektion f: AXxB — Bx Abzw. f : A+ B — B+ A lautet wie folgt:
Fir alle a € Aund b € B, f(a,b) = (b,a) bzw. f(a,1) = (a,2) und f(b,2) = (b, 1).

o P(A) 2224 (5)
Die Funktionen y : P(A) — 24 und v ! : 24 — P(A) sind wie folgt definiert:

1 falls a € B,

Fir alle BC Aund a € A, x(B)(a) = { 0 sonst

X(B) heift charakteristische oder = Indikatorfunktion von B.
Fiir alle g € 24, x '(g) = {a € A | g(a) = 1}.

[st A ein bindres Produkt, z.B. A = A; x Ay, dann wird x(B) auch als Boolesche
Matrix oder Adjazenzmatrix bezeichnet.


https://en.wikipedia.org/wiki/Indicator_function

[3 Mengen und Funktionen}

X ist bijektiv.
Beweis. Nach Definition von Bijektivitat und Funktionsgleichheit ist zu zeigen:
(i) Fiir alle B C A gilt x " }(x(B)) = B.
(ii) Fiir alle g : A — 2 und a € A gilt x(x '(g9))(a) = g(a).
Beweis von (i). Sei B C A. Dann gilt nach Definition von x ! bzw. x:
X '(x(B)={a€ A|x(B)a)=1} ={a€ A|a€ B} =B.
Beweis von (ii). Sei g : A — 2 und a € A. Dann gilt nach Definition von y bzw. y !

O (@) = { 1 falls a € x (g) } _ { 1 falls g(a) =1 } _ 4. @

0 sonst 0 sonst

° CAXB ~ (CB>A. (6)

Die Funktionen
curry - CYP — CP' und uncurry : (CP)4 — c4*B

sind folgt definiert:
Firalleg: AxB—C,ac A, be Bund h: A — CP,

curry(g)(a)(b) = g(a,b) und uncurry(h)(a,b) = h(a)(b).
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[3 Mengen und Funktionen}

curry(g) : A — COP heikt kaskadierte oder ¥ curryfizierte Version von g.
curry ist bijektiv.

Wie die oben definierten Funktionssummen- und produkte, so sind auch curry und
uncurry die eindeutigen Funktionen derart, dass bestimmte Funktionsgleichungen
gelten oder die entsprechenden Diagramme kommutieren. Hier lauten letztere wie
folgt:

O < A, )-f(b) Cj < B A Aa.Ab.(a,b) - (Ax B)”
g Mab)(curry(gh ) " o Mauncurry(h) o f
A X B O
e A~ B = P(A)=P(B). (7)
e P(A x B) = P(B)4, (8)

Die Funktionen
mkfun : P(A x B) — P(B)* und mkrel : P(B)* — P(A x B)
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[3 Mengen und Funktionen}

sind wie folgt definiert: Fiir alle RC AXx B,a€ Aund g: A — P(B),
mkfun(R)(a) ={b € B | (a,b) € R} und mkrel(g) ={(a,b) e Ax B|begla)}.

mkfun(R) wird auch nichtdeterministische oder mehrwertige Funktion oder
Adjazenzliste genannt.
mkfun ist bijektiv.

(5) (6) (0),(3),(5)
Beweis. P(A x B) =248~ 9B)4 =~ p(B)4, a

—~

Aufgabe Folgern Sie aus den obigen Isomorphien die folgende:

P(A)P = PB4

Aufgabe Zeigen Sie die Assoziativitat von Summe und Produkt:

A+(B+C)=(A+B)+C, Ax (Bx(C)=(Ax B)xC.
Aufgabe Zeigen Sie folgende Distributivitatsgesetze:
AX(B1‘|—°"—|—Bn)g(AXBl)—F"’—i—(AXBn) (9)
pArt-tan o pAi e pAn (10)

12

(B x -+ x By)* B x ... x B4

~—
—_
—_



[3 Mengen und Funktionen}

Aufgabe Zeigen Sie fiir alle f : A — CP und g : C — D:
g o uncurry(f) = uncurry((Ah.g o h) o f). (12)

Aufgabe Zeigen Sie fiir alle R C A x B: curry(y(R)) = x o mkfun(R).

Aufgabe Zeigen Sie fiir alle f : A — B: mkfun(graph(f)) = single o f, wobei fiir alle
b € B, single(b) =45 {b}.

Offenbar sind viele zusammengesetzte Mengen zu Funktionsmengen isomorph. Eine end-
liche Funktion kann durch ein Feld oder == Array oder eine Liste (s.u.) der Elemente
ihres Graphen implementiert werden.

Weitere als Funktionen darstellbare Datenstrukturen:

e Multimengen (bags) sind wie Mengen ungeordnete Kombinationen von Elementen.
Im Gegensatz zu Mengen koénnen sie jedoch Elemente mehrfach enthalten:
Eine Multimenge tiber einer Menge A, d.h. mit Elementen von A, lasst sich daher
als Funktion f : A — N darstellen: Fiir alle a € A gibt f(a) als Anzahl der Vorkom-
men von a in f an. Die Menge B(A) aller Multimengen iiber A ist daher definiert als
die Funktionsmenge N*.
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[3 Mengen und Funktionen}

e Die Menge Strome oder unendlichen Folgen von Elementen einer Menge A, kurz:
Strome iiber A, ist umgekehrt definiert als die Funktionsmenge A": Fiir alle s € AN
und n € N liefert s(n) das n-te Element von s.

Ist A eine endliche Menge, dann ist die Machtigkeit oder = Kardinalitit |A| von A
durch die Anzahl der Elemente von A gegeben. Die Méchtigkeit endlicher Produkte,
Summen bzw. Funktionsmengen Mengen ergibt sich wie folgt aus den Kardinalitdten der
jeweiligen Komponentenmengen:

[Ax Bl=|A|%|B], |A+B|=|A[+|B], [|A%|=[A]".

Hier sieht man, wo die Bezeichnungen dieser Mengenoperatoren herkommen.
Isomorphe Mengen nennt man auch gleichmachtig.

Die Méchtigkeit oder “Grofse” einer Menge A wird durch eine Kardinalzahl beschrieben.
Die kleinste unendliche Kardinalzahl wird mit w oder N (aleph, hebriischer Buchstabe)
bezeichnet.
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[3 Mengen und Funktionen}

Demgegeniiber gibt eine Ordinalzahl die “Position” von A innerhalb der totalen Ordnung
aller Ordinalzahlen an. Ist A endlich, dann stimmen die Kardinal- und die Ordinalzahl
von A miteinander iiberein. Andernfalls lassen sich A mehrere Ordinalzahlen zuordnen.
Die Kardinalitdt von A ist die kleinste davon.

Lasst sich A z.B. die Ordinalzahl w + 1 zuordnen, dann hat A dennoch die Kardinalitit
w.

Mengen mit einer Kardinalitét, die kleiner oder gleich w ist, heiken abzahlbar. Nicht ab-
zahlbare Mengen werden auch iiberabzahlbar genannt. Eine abzdhlbare Menge A heift
aufzahlbar, wenn es einen — im Falle von |A| > w moglicherweise nichtterminierenden
— Algorithmus gibt, der die Abzahlung der Elemente von A durchfiihrt.

A ist genau dann abziéhlbar, wenn es eine injektive Funktion f : A — N oder eine
surjektive Funktion g : N — A gibt. Die beiden Bedingungen sind dquivalent zueinander.

Z.B. ist A =N x N abzihlbar, weil die folgende Funktion f : A — N injektiv ist: Fiir
alle m,n € N,
f(m,n) =g (m+n)*x(m+n+1)/2+m

(siehe [35], §3.2.2).
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[3 Mengen und Funktz’onen}

f basiert auf == Cantors erstem Diagonalargument. An der graphischen Darstellung er-
kennt man, dass sich Cantors erstes Diagonalargument wie folgt verallgemeinern lésst:

Sind zwei Mengen A und B abzdhlbar, dann ist auch A x B abzéhlbar.

i Cantors zweites Diagonalargument dient dem Nachweis der Uberabzihlbarkeit einer
Menge A. Fiir A = 2N lautet es wie folgt: Wére A abzihlbar, dann gibe es eine Bijektion
f:A— N. Seih € 2V wie folgt definiert: Fiir alle n € N, h(n) =1 — f~1(n)(n). Daraus
folgt

h(f(h) = 1= [ (f()(f(R)) = 1 = h(f(h)). %

Wieder erkennt man an der graphischen Darstellung, dass sich auch Cantors zweites
Diagonalargument wie folgt verallgemeinern lasst:

[st eine Menge A abzéhlbar und hat eine Menge B mindestens zwei Elemente, dann ist
B4 iiberabzihlbar.

Aufgabe Zeigen Sie unter Verwendung von Cantors erstem Diagonalargument, dass A*

abzéihlbar ist, falls A abzédhlbar ist.
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Highlights

B € P(A) < def
e€ AU UA, S

[3 Mengen und Funktionen}

BCA
d1<:<n:ec A

ec AiN---NA, 4 V1<i<n:ec i

GGA\B < def
A1+"'+An —def
Ay X ox Ay =

BA =def
Ap =gef

ACB &
AN(BUC) =
AUu(BNnC) =

A\ (BUC) =

A\ (BNnC) =
graph(f : A — B) =4y
img(f : A— B) =g

ker(f A — B) =def
[ A— B injektiv & gef
[ A= Bsurjektiv &y

ec ANeég DB

{(a,i) |a € A;, 1 <i<n}
{(ar,...,ay) | a; € A;;, 1 <i<n}
Menge aller Funktionen von A nach B
{(a,a) | a € A}

C\BCC\A
(ANB)U(ANC)
(AUB)N(AUC)
(A\B)N(A\C)
(A\B)U(A\ C)

{(a, f(a)) € A% | a € A}

{fla) |a € A}

{(a,a") € A% | f(a) = f(d')}
ker(f)= Ay

img(f) =B
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Ax (B+C)

(B x O)4
B=D
P(A)
P(A)
P(A x B)
A=B

[3 Mengen und Funktionen}

B4 x Cc4

A+B2C+D N AxB(CxD A BA~ D¢
A

24 (Funktionsdarstellung von Teilmengen)
P(B)4 (Funktionsdarstellung bindrer Relationen)
P(A) = P(B)
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[ 4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen }

4.1 (Co)Induktiv definierte Mengen

Mit Mengenoperatoren lassen sich aus gegebenen Mengen neue bilden. Weiterhin haben
wir gesehen, wie mit Hilfe der Komprehension eine Teilmenge T einer gegebenen Menge
S beschrieben wird, ndmlich indem man 7" als Menge aller Elemente von .S definiert, die
eine logische Formel ¢ erfiillen. Damit ist ¢ eine endliche Beschreibung von 7" — auch
wenn 1’ selbst unendlich ist.

Insbesondere unendliche Mengen erhélt man oft als Losungen von Gleichungen der Form
F(X) = X in der Mengenvariablen X, wobei I : P(S) — P(S5) eine monotone Funk-
tion ist, d.h. fiir alle Teilmengen T', 7" von S gilt:

TCcT = F(T)CFT.
T C S heifst Fixpunkt von F'; wenn F'(T) mit T {ibereinstimmt.
Hier ist also die monotone Funktion F' (und keine Formel ¢ wie oben) eine endliche

Beschreibung von T'. Hat F' mehrere Fixpunkte, dann muss man noch dazusagen, welchem
(dem kleinsten, dem grofsten, etc.; s.u.) T entspricht.

Der Beweis, dass T' ein Fixpunkt von F'ist, besteht — wie immer bei Gleichungen zwischen
Mengen — aus dem Nachweis zweier Inklusionen, namlich



[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

(1) F(T) C T und (2) T C F(T).
T heift F-abgeschlossen bzw. F-dicht, wenn (1) bzw. (2) gilt.

Die Monotonie von F' garantiert die Existenz eines kleinsten wie auch eines groften Fix-
punkts von F:

Satz 4.1 Fixpunktsatz fiir (co)induktiv definierte Mengen
Sei F': P(S) — P(S) monoton und ¢ eine mogliche Eigenschaft von Elementen von S.

(i) Ufp(F) =aes (T C S | T F-abgeschlossen} ist die kleinste F-abgeschlossene Teil-
menge von S und der kleinste Fixpunkt von F'.

(ii) gfp(F) =aer U{T € S | T F-dicht} ist die grofte F-dichte Teilmenge von S und
der grokte Fixpunkt von F'.

(iii) F-Induktion: Alle Elemente von Ifp(F’) haben eine gegebene Eigenschaft ¢, wenn
die Menge 7', aller Elemente von S, die ¢ erfiillen, F-abgeschlossen ist; als Beweisregel:

lfp(F) C T,
F(T,) CT,

oder als Aquivalenz:
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[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

(iv) F-Coinduktion: Alle Elemente von S, die eine gegebene Eigenschaft ¢ erfiillen,

gehoren zu gfp(F'), wenn die Menge 7, aller Elemente von S, die ¢ erfiillen, F-dicht ist;
als Beweisregel:

T, C gfp(F)
T, C F(T,)

i

oder als Aquivalenz:

Tgp C gfp<F> ﬁ
EI w . T@\//(/) g F<T\,O\/U>
Beweis von (i). Sei T eine F-abgeschlossene Teilmenge von S. Dann gilt:

fp(F)=([{UCS|FU)CU}CT. (1)
Da F monoton und 7" F-abgeschlossen ist, folgt
F(lfp(F)) € F(T) C T 2)

aus (1). Da T beliebig gewdhlt wurde, ist F/(Ifp(F’)) eine Teilmenge jeder F-abgeschlosse-

nen Teilmenge von S, also auch des Durchschnittes aller F-abgeschlossenen Teilmengen
von S, d.h.

F(lfp(F)) € [ {U € S | F(U) C U} = ifp(F), (3)
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[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

m.a.W.: [fp(F) ist selbst F-abgeschlossen, zusammen mit (1) also die kleinste F-abgeschlos-
sene Teilmenge von S. Da F' monoton ist, folgt

F(F(Yfp(F))) € F(ifp(F)) (4)
aus (3), d.h. auch F(lfp(F)) ist F-abgeschlossen. Also gilt
fp(F) = {U € $ | F(U) € U} € F(ifp(F)) (5)

Aus (3) und (5) folgt F(lfp( )) = Ilfp(F), d.h. Ifp(F) ist ein Fixpunkt von F.

Sei T' ein beliebiger Fixpunkt von F. Dann ist T' F-abgeschlossen. Also gilt Ifp(F) C T
d.h. Ifp(F') ist der kleinste Fixpunkt von F'.

Aufgabe Zeigen Sie (ii) analog zu (i).
Beweis von (iii). Sei T, F-abgeschlossen. Aus (i) folgt dann
fp(F)=( U C S| FU)CU}CT,

Beweis von (iv). Sei T,, F-dicht. Aus (ii) folgt dann
T, | U cS|UCFU}y=gfp(F). 1
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[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

T C S heikt induktiv definiert, wenn es eine monotone Funktion F' : P(S) — P(S)
mit [fp(F) = T gibt, wenn also T" die kleinste F-abgeschlossene Teilmenge von S ist.

T C S heift coinduktiv definiert, wenn es eine monotone Funktion F': P(S) — P(S)
mit gfp(F) =T gibt, wenn also T die grofte F-dichte Teilmenge von S ist.

In beiden Fallen nennen wir F' die Schrittfunktion von 7T'.

Satz 4.2 N ist induktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir N lautet wie folgt:
Eoa : P(N) — P(N)
T — {0}u{n+1|neT}
Beweis. Offenbar ist F),,; monoton. N ist F,,;-abgeschlossen:
Fow(N)={0}uU{n+1|neN} CN.
Sei T" C N F,u-abgeschlossen, aber N keine Teilmenge von T'. Dann ist N \ 7" nach

Satz 3.2 (1) eine nichtleere Teilmenge von N\ F, (7). Sei n das (bzgl. der iiblichen
kleiner-Relation auf N) kleinste Element von N\ 7.
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Dann gilt
ne€N\T CNN\ F,.(T),

alson # 0 und n # m + 1 fiir alle m € T', also n — 1 # m fiir alle m € T'. Daraus folgt
n —1 € N\ T. Das widerspricht der Voraussetzung, dass n das kleinste Element von

N\ 7 ist. Daher gilt N C T

Demnach ist die F},,~abgeschlossene Menge N in jeder F},,;~abgeschlossenen Teilmenge
von N enthalten. N ist also die kleinste F;,-abgeschlossene Teilmenge von N und stimmt
daher nach Satz 4.1 (i) mit [fp(F,4) Giberein. H

Beispiel 4.3 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Menge evens der
geraden Zahlen induktiv definiert und

Feve‘nr:,P(N> — P<N>
T v {0YU{n+2|neT}

eine Schrittfunktion fiir evens ist. ]
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Satz 4.4 Sei A eine Menge. A™ ist induktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir A* (siche
Kapitel 3) lautet wie folgt:
Flist - P(A*) — P(A")
T — {efUAU{(a,a1,...,a,) |a €A, (ar,...,a,) € T}
Beweis. Offenbar ist Fj;; monoton. A* ist Fj;4-abgeschlossen:
Fiiss(A") ={e} UAU{(a,aq,...,a,) |a € A, (a1,...,a,) € A", ne N} C A"

Sei T C A* Fjg-abgeschlossen, aber A* keine Teilmenge von T'. Dann ist A* \ T' nach
Satz 3.2 (1) eine nichtleere Teilmenge von A* \ Fj;s(T).

Sei w ein Tupel von A*\ T derart, dass kein Tupel von A*\ T kiirzer als w ist. Dann gilt
we AN\NT C A"\ Fou(T),

also w # €, w # a und w # (a,ay,...,a,) fir alle a € A und (ay,...,a,) € T, also
tail(w) € A*\ T, wobei tail(w) des Tupel w ohne dessen erste Komponente ist. Das
widerspricht der Voraussetzung, dass kein Tupel von A* \ T kiirzer als w ist. Daher gilt
A*CT.
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Demnach ist die Fj;q-abgeschlossene Menge A* in jeder Fj;q-abgeschlossenen Teilmenge
von A* enthalten. A* ist also kleinste Fj;-abgeschlossene Teilmenge von A* und stimmt
daher nach Satz 4.1 (i) mit Ifp(Fj;s) tiberein. ]

Beispiel 4.5 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Menge sorted auf-
steigend sortierter Listen reeller Zahlen induktiv definiert und

T — {efURU{(a,ai,...,a,) |a €R, a<ay, (ai,...,a,) €T, n> 0}

eine Schrittfunktion fiir sorted ist. l

Beispiel 4.6 Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.4, dass die Menge
Rlz] = {)\x.Zai x2' |neN, a,#0}
i=0

reellwertiger Polynome induktiv definiert und
Fyory : P(RY) — P(R¥)
T — {Ara|aceR}U{zx.(a+zxplx))|aeR, peT}
eine Schrittfunktion fiir Rz] ist. l:l
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Satz 4.7 T C S ist genau dann induktiv definiert, wenn S \ T" coinduktiv definiert ist.

Beweis. “=": Sei F eine Schrittfunktion fiir 7" und G : P(S) — P(S) wie folgt definiert:
Firalle U C S, GU) =S\ F(S\U).

[st F' ist monoton, dann auch G: Sei T' C U. Aus Satz 3.2 (1) folgt S\ U C S\ T, also
F(S\U)C F(S\T) und daher

Satz 3.2 (1)

G(T)=S\F(S\T) <C S\FlS\U)=G(U).
G ist eine Schrittfunktion fiir S'\ 7T

Satz 4 1(

ahr(C) DT CS | TCam) LT C S| TCS\FS\T))
S W C S RS\ T) C S\ T}

— S\ (S\T)CS|TCS, F(S\T)C S\ T}

—U{S\T\TCS F( )CT}Sat232 S\ {T CS|FT)CT)
Sat242 S\lf( )lfp S\T

‘<" analog. 4
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4.2 Induktion uber n € N

Gezeigt werden mit dieser Beweismethode Eigenschaften ¢ aller natiirlichen Zahlen. Sie
besteht darin, ¢ zunéchst fir die Null zu zeigen (Induktionsanfang) und dann aus der —
Induktionshypothese (oder Induktionsvoraussetzung) genannten — Giiltigkeit von ¢ fir n
die Giiltigkeit von ¢ fiir n + 1 zu folgern (Induktionsschritt).

Sei Fi. wie in Satz 4.2 definiert. Wie man leicht sieht, entsprechen Induktionsanfang
und Induktionsschritt einem Beweis, dass die Menge M () aller nattirlichen Zahlen, die
@ erfiillen, F},,;-abgeschlossen ist.

Die Korrektheit der Induktion iiber n folgt demnach aus der Monotonie von F,,, Satz
4.1 (iii) und Satz 4.2:

Foa(M(p)) € M(p) impliziert N = [fp(F,t) € M(p), d.h. alle natiirlichen Zahlen
erfiillen .

Induktion tiiber n € N ist also F),;~Induktion. J

Aufgabe Zeigen Sie durch Induktion tiber n, dass jede natiirliche Zahl gerade oder un-
gerade ist. -



Induktion iiber n € N ldsst sich verallgemeinern zur Noetherschen Induktion (s.u.), die
anstelle von N eine beliebige Menge mit wohlfundierter Relation voraussetzt:

Sei A eine Menge. Eine Relation R C A? heifit wohlfundiert, wenn jede nichtleere
Teilmenge M von A ein bzgl. R minimales Element a enthélt, d.h. fiir alle b € M gilt

(b,a) € R.

7.B. ist die kleiner-Relation < auf N wohlfundiert. Jede nichtleere Teilmenge M enthalt
hier sogar ein kleinstes Element bzgl. <. Die echte-Teilmengen-Relation C auf der Po-
tenzmenge P(A) einer endlichen Menge A ist auch wohlfundiert. Die meisten Elemente
von P(A) (= Teilmengen von A) haben bzgl. C mehrere minimale Elemente.

Satz 4.8 Sei R C A? eine wohlfundierte Relation. Dann ist A induktiv definiert. Eine
Schrittfunktion fiir A lautet wie folgt:

Fr:P(A) — P(A)
T — {aeA|VbeA:(bja)e R=beT}

Beweis. Offenbar ist Fr monoton. A ist Fr-abgeschlossen:
Fr(A)={a€e A|Vbe A:(bja) e R=be A} C A.

Ut
t
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Sei T' C A Fgr-abgeschlossen.

Wir nehmen an, dass A keine Teilmenge von 7T ist. Dann wire A \ T nichtleer. Da R
wohlfundiert ist, enthélt A\ T ein bzgl. R minimales Element a. Wegen Fr(T) C T folgt
a ¢ Fr(T), also b € A\ T fiir ein (b,a) € R. Das widerspricht der Definition von a als
minimalem Element von A\ T'. Also gilt A C T

Demnach ist A die kleinste Fr-abgeschlossene Teilmenge von A und stimmt daher nach
Satz 4.1 (1) mit Ifp(FRr) iiberein. a

4.3 Noethersche Induktion bzgl. R C A?

Gezeigt werden mit dieser Beweismethode Eigenschaften ¢ einer Menge A, fiir die es eine
wohlfundierte Relation R C A? gibt.

Ein Beweis von ¢ durch Noethersche Induktion bzgl. R besteht im Nachweis von ¢ fiir
alle a € A unter der Voraussetzung, dass ¢ fiir alle b € A mit (b,a) € R gilt. Das
entspricht einem Beweis, dass die Menge M (p) aller Elemente von A, die ¢ erfiillen,
F'r-abgeschlossen ist.

Die Korrektheit Noetherscher Induktion bzgl. R folgt demnach aus der Monotonie von
Fr, Satz 4.1 (iii) und Satz 4.8: Fr(M (p)) C M (p) impliziert A = Ifp(Fr) C M(p), d.h.
alle Elemente von A erfiillen ¢.
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Noethersche Induktion bzgl. R ist also Fr-Induktion.
Induktion iiber n € N ist Noethersche Induktion bzgl. R ={(n,n+1) | n € N}. a

Da F' monoton ist, bilden die Iterationen
FO0), FY(0), F2(@),... bzw. FYS),FYS), F*S),...
von F'*° bzw. F eine auf- bzw. absteigende Kette, d.h. fiir alle n € N gilt
F*(@) € F""™N0) baw. F™(S) D F"(9).

Aus der Ketteneigenschaft folgt sofort, dass im Fall einer endlichen Obermenge S der
obere bzw. untere Kleene-Abschluss von F' mit einer seiner Iterationen iibereinstimmt
und damit F-abgeschlossen bzw. F-dicht ist.

e —def U Fn((b) bzw. FQO —def ﬂ Fn(S)

heilst oberer bzw. unterer Kleene-Abschluss von F'.
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Satz 4.9 Sei F': P(S) — P(S) monoton.
(i) > CUp(F).

(i) F(F®)CF* = F>=Ifp(F).

(iii)  g/p(F) € Fi.

(iv) FoCF(Fy) = Fx=gF).

Beweis von (i). Wir zeigen
F"(0) C ifp(F) (1)
fiir alle n € N durch Induktion iiber n: Induktionsanfang: F°(@) = @ C ifp(F).

Induktionsschritt: Da F' monoton ist und [fp(F’) ein Fixpunkt von F', gilt
(1)
FH(0) = F(F™(0)) € F(ifp(F)) = ifp(F).

Also gilt F>° =, ey F7(0) C Ifp(F).

Beweis von (ii). Sei F*° F-abgeschlossen. Also gilt Ifp(F) C F'* nach Satz 4.1 (iii). Aus
(i) folgt daher F*> = Ifp(F).
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Beweis von (iii). Wir zeigen
gfp(F) € F*(S5) (2)
fiir alle n € N durch Induktion iiber n: Induktionsanfang: gfp(F) C S = F°(S9).

Induktionsschritt: Da F monoton ist und gfp(F') ein Fixpunkt von F', gilt

oo (F) = Flgfo(F)) © F(F"(S)) = F™(S).
Also gilt gfp(F) € ,en F"(S) = Fuo.

Beweis von (iv). Sei Fy, F-dicht. Also gilt F, C gfp(F) nach Satz 4.1 (iv). Aus (iii)
folgt daher Fi, = gfp(F). 3

F* (siehe Satz 4.8) wiére nicht Fr-abgeschlossen, wenn ein Element a € Fr(F7°) unend-
lich viele Vorgénger bzgl. R hitte, die in verschiedenen Approximationen von Fp° vor-
kommen. Dann gabe es zwar fiir alle (b,a) € R n, € N mit b € Fp'(0), aber kein n € N
mit b € F(() fiir alle (b,a) € R, also auch kein n € N mit a € Fgr(Fn(0) = Fp(0),
d.h. a wiirde nicht zu F3° gehoren. Die Wohlfundiertheit von R schlieft diesen Fall jedoch
aus.
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4.4 Logische Ableitungen

Formeln bilden induktive Mengen. Fiir deren Schrittfunktionen verweisen wir auf spéatere
Kapitel.

In diesem Abschnitt geht es um die aus einer beliebigen Formelmenge Fo fiir einen Kalkiil
K gebildeten K-ableitbaren Ausdriicke der Form ® F ¢ (siehe Kapitel 2), die, falls
K synthetisch ist, eine induktiv definierte und, falls K analytisch ist, eine coinduktiv
definierte Menge bilden:

Laut Kapitel 2 besteht K aus Regeln der Form
q)l}_@ly ,q)]{}_QOA
Nl ’

falls K synthetisch ist, oder aus Regeln der Form
ON 0
<D1 }_gﬁl, ceey (Dk}_gOk7

falls K analytisch ist, mit ®q,..., Py, ® C Fo und ¢4, ..., 0, @ € Fo.

Mengentheoretisch betrachtet, ist jedes Urteil ® = ¢ ein Paar (@, ¢) aus der Menge
R(Fo) =4 P(Fo) x Fo.
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Der Begiff der K-Ableitung basiert auf folgender Schrittfunktion:
Fi : P(R(Fo)) — P(R(Fo))

R — {a | 2= € K, ay,...,a, € R} falls K synthetisch ist,
€K, a0, € R} falls K analytisch ist.

o =aer IR heilt K-Ableitungsrelation.

Die Elemente von Fx heifsen K-ableitbar

. Man benutzt die Infixschreibweise, schreibt
also @ - ¢ anstelle von (O, ) C Fp.
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Sei K synthetisch. (ai,...,a,) € R(Fo)* heit K-Ableitung von a,, falls fiir alle
1 <1< n,a € FK<{CL1, e ,ai_l}).

Sei K analytisch. (a1,...,a,) € R(Fo)* heift K-Ableitung von ay, falls fiir alle
1<i<n, a € Fg({ai1,...,a.}).

Satz 4.10 Fiir alle Kalkiile K gilt i = Ifp(Fi).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Fx = F2° Fi-abgeschlossen ist.
Sei K synthetisch. Dann gilt

Fr(FP)={a| 222 c K, a1,...,a, € FF}

a

~Unfa | 222 € K, ay,...,a, € Fi(0)} = Uy F(0) = F3e
Sei K analytisch. Dann gilt
FK<FI%O):{CL‘ - EK) al)"')a'nEF]O(O}

al ..... an

:UieN{a‘ €K, a17'°'7anEF}%((D)}:UneNF[i(H(@):Flo(o'

Also folgt - = Ifp(Fk) in beiden Féllen aus Satz 4.9 (i) und (ii), weil Fx monoton ist.
l:l

62



[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

4.5 Weitere (co)induktiv definierte Mengen

Beispiele 4.11 (Induktive Definitionen von Eigenschaften einer Komponente eines un-

endlichen Objekts)
Strome iiber einer Menge A (siehe Kapitel 3) entsprechen Funktionen von N nach A.

Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass die Mengen has0 und unsorted der
Strome reeller Zahlen mit mindestens einer Null bzw. der unsortierten Strome reeller
Zahlen mit den Schrittfunktionen

F:PRY) — PRY)
T — {seRY|s(0)=0V Ni.s(i +1)eT},
G:PRY) — PRY)
T +— {seRY|s(0)>s(1)VXis(i+1)eT}
induktiv definiert sind.

Anschaulich gesprochen ist s(0) das erste Element von s und Ai.s(i + 1) der Strom, der
aus s entsteht, wenn s(0) entfernt wird. -
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Beispiele 4.12 (Coinduktive Definition von Eigenschaften aller Komponenten eines un-

endlichen Objekts)
(i) Sei sorted die Menge der sortierten Strome reeller Zahlen, also
sorted = {s € RY |V neN:s(n)<sn+1)}.
sorted ist coinduktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir sorted lautet wie folgt:
Foored - P(RY) — P(RY)
T — {seRY|s(0)<s(1)AN.s(i+1)€T}.

(ii) Die Menge hasoo( der Strome reeller Zahlen mit unendlich vielen Nullen ist coin-
duktiv definiert. Eine Schrittfunktion fiir hasoo0 lautet wie folgt:

Fhasoo() : P(RN> — P(RN>
T — {s € hasO | Xi.s(i+1) € T}.

Beweis von (1). Offenbar ist F' =g¢r Fyopieq monoton. sorted ist F-dicht:

sorted C {s € RN | 5(0) < s(1), Xi.s(i + 1) € sorted} = F(sorted).
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Sei T C RN F-dicht und s € T.
Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass fiir alle n € N Folgendes gilt:

s(n) <s(n+1)und Ai.s(i+n+1)eT. (1)
Induktionsanfang: Aus s € T C F(T) folgt s(0) < s(1) und Ai.s(i+ 1) € T. Also gilt (1)
fiir n = 0.
Induktionsschritt: Es gelte (1) fiir n. Daraus folgt Ai.s(i +n+1) € T C F(T), also

sm+1)=Ni.s(i+n+1))0) < (Mi.s(i+n+1))(1) = s(n+2)

sowie Ai.s(i +n+2) = Ni.(Ai.s(i+n+1))(i+1) € T und damit (1) fiir n + 1.

(1) impliziert s € sorted. Also gilt T' C sorted. Demnach ist sorted die grofte F-dichte
Teilmenge von RY und stimmt daher nach Satz 4.1 (i) mit gfp(F) iiberein.

Beweis von (ii). Offenbar ist F' =gef Fhasooo monoton. hasool ist F-dicht:
hasoo0 C {s € has0 | Ai.s(i+ 1) € hasoo0} = F(hasoo0).
Sei T C RN F-dicht und s € T,
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Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass fiir alle n € N Folgendes gilt:
ANi.s(i+mn) € hasO und Ni.s(i+n+1) € T. (2)

Induktionsanfang: Aus s € T C F(T)) folgt s € has0 und Ai.s(i + 1) € T. Also gilt (2)
fiir n = 0.

Induktionsschritt: Es gelte (2) fiir n. Daraus folgt Ai.s(i +n + 1) € T C F(T), also
ANi.s(i+mn+ 1) € has0O sowie

Nios(i+n+2) = .(Nis(i+n+1)(i+1)eT
und damit (2) fiir n + 1.

(2) impliziert s € hasool. Also gilt T' C hasoo0. Demnach ist hasoo0 die grokte F-dichte
Teilmenge von RY und stimmt daher nach Satz 4.1 (i) mit gfp(F) iiberein. a
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Beispiel 4.13 (Beweis durch Fj,s000-Coinduktion)
Seien blink, blink’ € hasO wie folgt definiert: Fiir alle n € N,
blink(2 «n) =blink'(2xn+1)=0 und blink(2+xn+1)="0blink'(2*n) = 1.
Die Menge BB = {blink, blink'} ist Fjuseco-dicht:
BB C {s € has0 | Xi.s(i + 1) € BB} = Fjus000(BB).

Also gehoren blink und blink’ nach Satz 4.1 (iv) zu gfp(Fhaseco), Was wegen gfp(Fhasocn) =
hasoo( (siehe 4.12 (ii)) bedeutet, dass blink und blink’ unendlich viele Nullen enthalten.
a
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Manchmal kénnen n > 1 Teilmengen von S nur wechselseitig (co)induktiv definiert wer-
den. Die zugehorige Schrittfunktion hat dann den Definitions- und Wertebereich P(.5)",
wobei Inklusion und Vereinigung von Teilmengen von S wie folgt auf n-Tupel (17, ...,T,)
von Teilmengen von S fortgesetzt werden:

(Tl,...,Tn) C (T{,,T;L) < def fir alle 1 <2 <n, T; QTZ/,
(Ty,...,T)U(T],....T)) =4 (LUTL,...,T,UT.).

Aufgabe Zeigen Sie analog zum Beweis von Satz 4.2, dass das Paar (evens, odds) der
Mengen aller geraden bzw. ungeraden Zahlen induktiv definiert und

F:P(N)? — P(N)?
(11, T3) — ({0yU{n+1|neDl,{n+1|neTi})

eine Schrittfunktion fiir (evens, odds) ist. -

Bei (co)logischen Programmen (siche Kapitel 9) geht man noch einen Schritt weiter und
interpretiert diese als induktiv definierte Tupel mehrstelliger Relationen.
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Tatséchlich stimmen die in Kapitel 9 definierten Modelle solcher Programme iiberein mit
dem kleinsten bzw. grokten Fixpunkt einer Schrittfunktion des Typs

P(AM) x.x PAM) — P(AM) > x P(AM),

die n Relationen Ry C A™, ... R, C A" simultan schrittweise vergroRert bzw. verklei-
nert.

4.6 Konstruktoren und Destruktoren

Sei C eine endliche Menge von Funktionen mit Wertebereich S und Definitionsbereichen
der Form A x §". Im Fall A =1 und n > 0 oder n = 0 entféllt die erste bzw. zweite
Komponente von A x S". Im Fall A=1und n =0 wird A x S" zu 1.

C induziert folgende Schrittfunktion, deren kleinster Fixpunkt aus den mittels Anwen-
dungen von C konstruierten Elementen von S bestehen soll:

Fe:P(S) — P(5)
T — {c(w)|c:AxS"—=SeC, we AxT"}

Fe-Induktion (siehe Satz 4.1 (iii)) wird auch strukturelle Induktion iiber C genannt.
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Fr-abgeschlossene Mengen heifsen auch C-Invarianten von S.

C={c:A — S|1< i<k} heift Konstruktormenge fiir S, falls die Summenex-
tension

[Cl,...,Ck] 1A1 X ... XAk%S
bijektiv ist (sieche Abschnitt 3.2).

Satz CONSTR C ist genau dann eine Konstruktormenge fiir S, wenn jedes Element
von S genau eine eindeutige C-Reprasentation hat, d.h. eindeutig als Ausdruck, der
aus Funktionen von C und Elementen von ..~ A. besteht, dargestellt werden kann.

Beweis. Siehe [30], Kapitel 2. Man benotigt hier die aus der = Kategorientheorie
bekannte axiomatische Definition einer Summe, die impliziert, dass auch alle zu einer
disjunkten Vereinigung isomorphen Mengen Summen sind. Danach ist C genau dann eine
Konstruktormenge fiir S, wenn [ [, . dom(c) eine Summe ist (mit den Funktionen von C
als Injektionen; sieche Abschnitt 3.3). o

70


https://de.wikipedia.org/wiki/Kategorientheorie

[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

Satz 4.14 Sei S = Ifp(Fp) und fir alle ¢ : Ax S — S, ¢ : Bx S" — S € C,
te Ax S"und t' € B x S gelte folgende Implikation:

ct)=d{t) = c=dnt="t. (1)
Dann ist C eine Konstruktormenge fiir S.

Beweis durch Fe-Induktion. Sei T die Menge aller Elemente von S mit eindeutiger
C-Repréasentation. Nach Satz 4.1 (iii) und Satz CONSTR ist zu zeigen, dass T Fp-
abgeschlossen ist.

Sei s € Fe(T). Dann gibt es ¢ : A x S" — S € C,a € Aund s1,...,8, € T
mit s = c¢(a, S1,...,8m). Si,--.,8, haben also eindeutige C-Repréisentationen. Sei ¢ :
BxS"—SelC,be Bund s),...,s, € S mit s = (b,s],...,s,). Da T eine Teil-
menge von S ist, folgt ¢ = ¢/, a = b und s; = s fiir alle 1 < i < m = n aus (1). Daher
ist auch die C-Reprasentation von s eindeutig, d.h. s gehort zu T l:l

Beispiel 4.15 Sei S =Nund C={0:1— 5, (+1) : S — S}. Offenbar stimmt F¢
mit der Schrittfunktion F),, iiberein. Deshalb folgt Ifp(F) = N aus Satz 4.2. (1) ist in
diesem Fall dquivalent zum 3. und 4. = Peano-Axiom, gilt also trivialerweise. Daher ist
C nach Satz 4.14 eine Konstruktormenge fiir .S. l:l
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Beispiel 4.16 Sei A eine Menge, S = A*und C={e: 1 — S, cons: A x S — S} mit

cons(a,€) =g @,
cons(a,b) =4 (a,b),
cons(a,a,...,a,) =g (a,a1,...,a5)
fir alle a,b,aq,...,a, € A. Offenbar stimmt Fg mit der Schrittfunktion Fj;; von Satz

4.4 tiberein. Deshalb folgt Ifp(Fp) = A" aus Satz 4.4. Auch hier gilt (1) trivialerweise.
Daher ist C nach Satz 4.14 eine Konstruktormenge fiir S. 4

Beispiel 4.17 Sei S = R|z] und C = {const : R — S, add : R x § — S} mit

const(a) =4 Ax.a,
add(a, \x. > " ga;* ') =g Ava+ >0 a;xx't!

fiir alle a, ag, a1, ...,a, € R. Nach Beispiel 4.6 und Satz 4.14 ist C eine Konstruktormen-
ge fur S. Die Giiltigkeit von (1) folgt hier aus der Eindeutigkeit der Darstellung einer
Polynomfunktion als Ausdruck der Form Y " ,a; * ' (siehe z.B. [?], Abschnitt 2.1). 1
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Wihrend Konstruktoren fiir S den Aufbau der Elemente von S beschreiben, werden diese
von Destruktoren “zerlegt’:

Sei D eine endliche Menge von Funktionen mit Definitionsbereich S. Diejenigen mit einem
Wertebereich der Form S nennen wir Transitionsfunktionen. Die anderen Elemente
von D heifen Attribute. In der objektorientierten Programmierung (OOP) bezeichnet
S die Menge der moglichen Zustande eines Objekts. Transitionsfunktionen werden dort
auch Methoden genannt. Attribute bezeichnen zustandsabhéngigen, aber kontextun-
abhéingige Eigenschaften eines Objekts wie seine Farbe, Grofe, etc., und konnen durch
die Anwendung einer Methode verandert werden. Die Giiltigkeit in Kapitel 7 behandel-
ter modallogischer Formeln hangt von einer gegebenen Kripke-Struktur ab, die aus einer
(nichtdeterministischen) Transitionsfunktion und einer Attributfunktion besteht, die Zu-
stdnden keine Attributwerte, sondern Aussagen wie “Die Farbe ist griin” zuordnet.

D induziert folgende Schrittfunktion, deren grofster Fixpunkt die Diagonale von S liefern
soll:
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Fiir alle R C 2,

Gp: P(S?) — P(S?)
R {(s.5) €S| {Vd:S%SAeD, a € A:(d(s)(a),d(s')(a)) € R, }}'

fir alle Attribute d : S — B € D : d(s) = d(s')

D={d;: S— B;|1<i<k} heifst Destruktormenge fiir S, falls die Produktexten-
sion
(dy,...,dy): S — By X ...x By

bijektiv ist (siche Abschnitt 3.2).

Destruktoren tauchen in der objektorientierten Programmierung (OOP) auf. S bezeichnet
dort die Menge der moglichen Zustande eines Objekts. Destruktoren mit Wertebereich S
nennt man Methoden oder Transitionsfunktionen, Demgegeniiber werden Destruk-
toren mit einem Wertebereich C' # S als Objekt-Attribute bezeichnet.

Satz DESTR D ist genau dann eine Destruktormenge fiir S, wenn fiir alle s,s" € S
Folgendes gilt:
Vd:S—CeD:d(s)=d(s) = s=5. (2)
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Beweis. Siehe [30], Kapitel 2. Man benétigt hier die aus der == Kategorientheorie be-
kannte axiomatische Definition eines Produkts, aus der folgt, dass auch alle zu einem
kartesischen Produkt isomorphen Mengen Produkte sind. Danach ist D genau dann eine
Destruktormenge fiir S, wenn [ [,.pran(d) ein Produkt ist — mit den Destruktoren als
Projektionen (siche Abschnitt 3.3). -

(2) gilt offenbar genau dann, wenn die Diagonale von S ein Fixpunkt von Gp ist.

Der strukturellen oder Fpg-Induktion als Beweismethode fiir Eigenschaften von S =
lfp(Fe) entspricht die Gp-Coinduktion, die im Fall Ag = ¢fp(Gp) dem Beweis der Giil-
tigkeit von Gleichungen zwischen Elementen von S dient. Die Diagonale von S wird
dann auch Verhaltensidquivalenz genannt, weil aus Ag = gfp(Gp) (2) folgt, also die
Gleichheit zweier "Zustinde” s und s’ allein von deren "Verhalten” unter D bestimmt
wird. Verhaltensaquivalenzen spielen deshalb in der (mit Zustandsanderungen befassten)

Modallogik eine wichtige Rolle (siche Abschnitt 7.3).


https://de.wikipedia.org/wiki/Kategorientheorie
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Beispiel 4.18 (Strome; siche Abschnitt 4.5)
Sei S = RN und D = {head : S — R, tail : S — RN} mit
head(s) =g s(0),
tail(s) =g An.s(n+1).

Wir zeigen (2) durch Kontraposition: Sei s,s" € S mit s # §'. Dann gibt es n € N mit
s(n) # s'(n). Ist n =0, dann erhalten wir

head(s) = s(0) = s(n) # s'(n) = s'(0) = head(s).
Ist n > 0, dann gilt
tail(s)(n—1) = (Am.s(m+1))(n—1) = s(n) # s'(n) = (Am.s'(m+1))(n—1) = tail(s')(n—1
also tail(s) # tail(s'). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S. l:I
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Beispiel 4.19 (unendliche bindre Baume)
Sei S =R? und D = {root : S — R, left, right : S — S} mit

root(t) =g t(e),
left(t) =g Aw.t(Ow),
right(t) =45 Aw.t(lw).

Wir zeigen (2) durch Kontraposition: Sei t,¢ € S mit ¢t # t'. Dann gibt es w € 2* mit
t(w) # t'(w). Ist w = €, dann erhalten wir

root(t) = t(e) # t'(e) = root(t').
Ist w = 0w’ fiir ein w’ € 2*, dann gilt
left(t)(w') = (Av.t(0v))(w') = s(w) # t'(w) = (Av.t' (0v))(w) = left(t')(w'),
also left(t) # left(t'). Ist w = 1w’ fiir ein w’ € 2%, dann gilt
right(t)(w') = (Av.t(1v))(w') = t(w) # t'(w) = (Av.t'(lv))(w) = right(t')(w’),
also right(t) # right(t'). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S. Q
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Beispiel 4.20 Sei S=CP und D={B:S = C, §:S — SP} mit
B(s) =aer s(e),
0(S) =gt AbAw.s(bw).

Wir zeigen (1) durch Kontraposition: Sei s, s’ € S mit s # §’. Dann gibt es w € B* mit
s(w) # §'(w). Ist w = €, dann erhalten wir

B(s) = s(e) # s'(e) = B(s).
Ist w = bw' fiir ein b € B und ein w’ € 2*, dann gilt
0(5)(b)(w') = (Av.s(bv))(w') = s(w) # &'(w) = (Av.s'(bv))(w) = 6(s)(b) (w'),
also left(s) # left(s'). Folglich ist D eine Destruktormenge fiir S.

D reprisentiert librigens den finalen Moore-Automaten mit Eingabemenge B und Aus-

gabemenge C' (siehe Abschnitt 7.6). EI
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4.7 (Co)Induktiv definierte Funktionen

Induktiv definierte Funktionen
Sei C eine Konstruktormenge fiir .S.

Eine Funktion f : S x B — (' heilst induktiv definiert bzgl. C, wenn fiir alle ¢ :
AxS" — S € C eine Funktion h, : A x 5" x B x (" — (' existiert derart, dass fiir alle
a €A s,....,sp€SundbeB

f(cla,s1,...,8,),b0) = he(a,s1,..., 8,0, f(51,0), ..., f(sn, b)) (1)

genau eine Losung in der Funktionsvariablen f hat.

Im Fall C = {0,(+1)} (siehe Beispiel 4.15) nennt man eine bzgl. C induktiv definierte
Funktion auch primitiv-rekursiv.

Satz 4.21 Sei lfp(Fp) = S (siehe Abschnitt 4.6). Es gibt hochstens eine Losung f
S x B — C von (1).

Beweis durch Fe-Induktion. Seien f,g: S x B — C zwei Losungen von (1) und T die
Menge aller s € S mit f(s,b) = g(s,b) fiir alle b € B. Nach Satz 4.1 (iii) ist zu zeigen,
dass 1" Fe-abgeschlossen ist.
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Sei also s € Fe(T). Dann gibt esc: Ax S" - S e€C,a€ Aund s1,...,s, € T und
s = c(a, $1,...,8,). Demnach gilt f(s;,0) = g(s;,b) fir alle 1 <7 <nundb € B. Daraus
folgt

f<87 b) - f(C(CL, S1y-- 45 Sn)7 b) — hc(a’a S1y- -5 Sn, b7 f(517 b>7 SR f(Sna b))
= he(a, $1,. .., Sn,b,9(51,0),...,9(sn,0),81,...,8,) = glcla, $1,...,8,),b) = g(s,b),
also s € T', d.h. f und g sind gleich. 4

Es gibt zahlreiche Verallgemeinerungen von Gleichung (1), die ebenfalls eindeutig 16sbar
sind. Dazu gehoren insbesondere Schemata zur gleichzeitigen, wechselseitig-rekursiven
Definition mehrerer Funktionen auf Produkten mit mehreren induktiv definierten Fakto-
ren.
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Beispiel 4.22 Sei S = A*. Nach Satz 4.21 bilden die Gleichungen
length(e) = 0,
length(cons(a,w)) = length(w) + 1,
conc(e,w) = w,
conc(cons(a,v),w) = cons(a,conc(v,w))
eine induktive Definition der Funktionen
length : A* — N
e — 0
(a1,...,a,) —= n
und
conc: A" x A*¥ — A*
(e,w) — w
(w,€) +—
(a1, ...y am), (b1,..., b)) — (ai,...,am,b1,...,by)
bzgl. der Konstruktormenge C von Beispiel 4.16. length ordnet einer Liste ihre Léinge zu,

w

conc konkateniert zwei Listen , d.h. fligt sie zu einer Liste zusammen.
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Aufgabe Zeigen Sie, dass length und conc die obigen Gleichungen erfiillen. EI

Beispiel 4.23 Sei S = R[z|. Nach Satz 4.21 bilden die Gleichungen
scalar(const(a),b) = const(a,b),
scalar(add(a,p),b) = add(a * b, scalar(p,b))
eine induktive Definition der Funktion
scalar : Rlz] x R — R|x]
Az Yl gaix 2 b) — Ao > " a;xbxa™ !
bzgl. der Konstruktormenge C von Beispiel 4.17. scalar multipliziert ein Polynom mit

einer reellen Zahl.

Aufgabe Zeigen Sie, dass scalar die obigen Gleichungen erfiillt. EI

Beispiel 4.24 (siehe Beispiel 4.22) Wir zeigen durch strukturelle Induktion, dass fiir
alle v, w € A*

length(conc(v,w)) = length(v) + length(w)
gilt.
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Wegen A* = Ifp(F};s) (siche Beispiel 4.16) gilt diese Gleichung nach Satz 4.1 (iii), falls
die Menge der Listen tiber A, die sie erfiillen, eine Cj;4-Invariante (= Fe,. ~abgeschlossene
Teilmenge) von A* ist, falls also fiir alle a € A und v,w € A* (1) und (2) gilt:

length(conc(e,w)) = length(e) + length(w), (1)
length(conc(v,w)) = length(v) + length(w) )
= length(conc(cons(a,v),w)) = length(cons(a,v)) + length(w).
Beweis von (2).
length(conc(e, w)) = length(w) = 0 + length(w) = length(e) + length(w).
Beweis von (3). Es gelte die “Induktionshypothese”
length(conc(v,w)) = length(v) + length(w). (4)

Wir erhalten
length(conc(cons(a,v),w)) = length(cons(a, conc(v,w))) = length(conc(v,w)) + 1
@ length(v) + length(w) + 1 = length(v) + 1 + length(w)

= length(cons(a,v)) + length(w). a
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Eine weitere Verallgemeinerung von (1) betrifft den Fall von wechselseitig induktiv
definierten Komponenten eines Funktionstupels (f; : S — A;)1<j<,. Dann benotigt
man fir alle 1 <7 < m eine Funktion

hic:AxS"xBxC" = C
derart, dass fiir allea € A, b € B und t4,...,t, € S folgende Gleichung gilt:

f,;(C(CZ, tl, c ,tn>, b) = h,;jc(a, tl, c ,tn, b, fl(t17 b), ceey fl(tm b), ceey

(5)
Funt1,0), oy Funlta, D).

Beispiel 4.25 (Hilbertkurven)
Sei D = {east, west,north, south}. Das folgende Funktionsquadrupel
(goi - N = D%)1<i<u
berechnet Folgen von Himmelsrichtungen, die == Hilbertkurven repréasentieren:

Wird jedes Element d der Folge go;(n) als Befehl interpretiert, in Richtung d eine Linie
zu ziehen, dann liefert die Ausfithrung der Befehlsfolge eine Hilbertkurve n-ter Ordnung.

Im Fall i = 1 und n = 5 entsteht z.B. folgende Kurve:
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o

(go1, ..., go4) ist wie folgt induktiv definiert: Fiir alle 0 <i <3 und n € N,

g0i(0) = ¢,
goi(n+1) = gos(n)-east-goy(n)-south-goi(n)-west-gos(n),
goa(n+1) = gos(n)-west-gos(n)-north-gos(n)-cast-gos(n),
gos(n + 1) (n)

(n+1) ()

= gos(n)-north-gog(n)-west-gos(n)-south-goi(n),
(

gog(n + 1
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Die Funktion
coords - D* — (R* — (R?)*)
soll jede Richtungsfolge s € D* und jeden Punkt (z,y) in der Ebene in die Folge der

Ecken des durch s reprasentierten Linienzuges tiberfiihrten, wobei jede einzelne Linie die
Lange 1 hat.

coords ist wie folgt induktiv definiert: Fiir alle s € D* und (z,y) € R?,

coords(e) = A, y).(x,1y),
coords(cons.,s(s)) = Mux,y).(x,y)-coords(s)(x + 1,y),
coords(cons,.si(s)) = M, y).(x,y)-coords(s)(x — 1,y),
coords(cons,,imn(s)) = M, y).(x,y)-coords(s)(x,y + 1),
coords(consgpun(s)) = Mz, y).(x,y)-coords(s)(x,y —1). 1

Aufgabe Zeigen Sie, dass jede induktiv definierte Funktion einen induktiv definierten

Graphen hat. EI

Es gibt allgemeinere Schemata fiir induktive Funktionsdefinitionen als das hier behandelte
bis hin zu mehrstelligen Funktionen auf Produkten verschiedener (induktiv definierter)
Mengen.
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Coinduktiv definierte Funktionen
Sei D eine Destruktormenge fiir S (siche Abschnitt 4.6).
Eine Funktion f: A x S — S heifst coinduktiv definiert bzgl. D, wenn

e fiir alle Transitionsfunktionen d : S — S? € D eine Funktion h; : A x B x S" —
A x S™ existiert derart, dass fir allea € A und s1,...,s, € S

d(f(a,s1,...,8,)) = Ab.f(hgla, b, s1,...,8,)) (6)

genau eine Losung in (der Funktionsvariablen) f hat,

o fiir alle Attribute d : S — C' € D eine Funktion h,; : A x S" — (' existiert derart,
dass fir allea € A und sq,...,s, €S

d(f(a,s1,...,8,)) = hgla, si,...,s,) (7)

genau eine Losung in [ hat.

Ebenso wie (1) kann auch (6) verallgemeinert werden, z.B. um die simultane, wechselseitig
coinduktive Definitionen mehrerer Funktionen zu erlauben.
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Satz 4.26 Sei gfp(Gp) = Ag (siehe Abschnitt 4.6). Es gibt hochstens eine Losung
f:AxS"— Svon (6) und (7).

Beweis durch Gp-Coinduktion. Seien f,g: A x S™ — S zwei Losungen von (6) und (7)
und R die Menge aller Paare (f(w), g(w)) mit w € A x S". Wir zeigen, dass R Gp-dicht
und damit nach Satz 4.1 (ii) in gfp(Gp) enthalten ist. Nach Voraussetzung sind daher f
und g gleich.

Seialsoa € A, s1,...,5,€S5,d:S— SP&Dund b € B. Dann gilt

(d(f(a’a Slyevey 8%))([))7 d(g(CL, Slyeees Sll))(b)) = (f(h(](a7 b7 Sly+- - Sn))a g(hd(a’7 b? Sly«vy Sn>
Seid: S — C eine Attribut von D. Dann erhalten wir

d(f(@, Sty Sn)) — ]’Ld(@, Sty Sn) — d(g(@, Sty Sn))7
Folglich ist R Gp-dicht. a

Analog zu (1) gibt es zahlreiche Verallgemeinerungen von (6) und (7), die ebenfalls ein-
deutig losbar sind.
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Beispiel 4.27 Sei S = R" und D die Destruktormenge fiir von Beispiel 4.18. Nach Satz
DESTR gilt daher (2), d.h. die Diagonale von S ist ein Fixpunkt von Gp. Um Satz 4.26
anwenden zu konnen, miissen wir zunédchst zeigen, dass sie der grifite Fixpunkt von Gp
ist. Da Ag G'p-dicht ist und nach Satz 4.1 (ii) gfp(Gp) die Vereinigung aller Gp-dichten
Teilmengen von S? ist, gilt Ag C gfp(Gp). Es bleibt also zu zeigen, dass alle G'p-dichten
Teilmengen von S? Teilmengen von gfp(Gp) sind.

Sei also R C Gp(R), (s,s') € R und fiir alle n € N gelte
(tail"(s), tail"(s")) € R. (8)
Daraus folgt (tail"(s),tail"(s")) € Gp(R), also
s(n) = tail"(s)(0) = head(tail"(s)) = head(tail™(s")) = tail™(s')(0) = s'(n)
fiir allen € N, d.h. s = ¢

(8) erhilt man durch Induktion iiber n: Im Fall n = 0 gilt (8) wegen tail’(s) = s,
tail’(s') = s’ und (s,s') € R. Im Fall n > 0 gilt (tail""(s), tail"1(s')) € R C Gp(R)
nach Induktionsvoraussetzung, also auch (8) nach Definition von Gp(R):

(tail™(s), tail™(s")) = (tail(tail"*(s)), tail(tail”'(s))) € R.
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Damit ist Ag = gfp(Gp) gezeigt, so dass nach Satz 4.26 die Gleichungen
head(nats(n)) = n,

tail(nats(n)) = nats(n + 1),
head(cons(x,s)) = =,
tail(cons(z,s)) = s,
head(s®s') = head(s) + head(s'),
tail(s®s’) = tail(s)®tail(s'),
head(zip(s,s')) = head(s),

tail(zip(s,s’) = zip(s', tail(s))
eine coinduktive Definition der Funktionen
nats : N — RN
n +— Ai.n+1
cons : R x RN — RN

(rs) > A r falls n =0
T, S n.
s(n—1) fallsn >0
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o :RYx RN — RN
(s,8") — An.s(n)+ s'(n)
zip : RN x RN — RN
. { s(n/2) falls n gerade

(s,8") —
s'(n/241) falls n ungerade

bzgl. D bilden. nats(n) erzeugt den Strom aller natiirlicher Zahlen ab n. ® addiert zwei
Strome reeller Zahlen elementweise, zip mischt zwei Strome s und s’ zu einem Strom, an
dessen geraden Positionen die Elemente von s und an dessen ungeraden Positionen die
Elemente von s stehen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass nats, cons, @ und zip die obigen Gleichungen erfiillen.

@ ist kommutativ: Wegen Ag = gfp(Gp) geniigt es nach Satz 4.1 (iv) zu zeigen, dass die
Relation
R=4;{(s®5,s@s)|ss cRY}
G'p-dicht ist. Sei also s, s’ € RY. Dann gilt
head(s @ s') = head(s) + head(s') = head(s") + head(s) = head(s' @ s),
(tail(s ® &), tail(s' @ s)) = (tail(s) ® tail(s'), tail(s') & tail(s)) € R,
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dh. (s s, sPds)e GpR). EI

Beispiel 4.28 Sei S = R?* und D die Destruktormenge fiir von Beispiel 4.19. Nach
Satz DESTR gilt daher (2), d.h. die Diagonale von S ist ein Fixpunkt von Gp. Um Satz
4.26 anwenden zu konnen, miissen wir zunéachst zeigen, dass sie der grifite Fixpunkt von
G'p ist. Analog zu Beispiel 4.17 bleibt zu zeigen, dass alle Gp-dichten Teilmengen von S?
Teilmengen von gfp(Gp) sind.

Sei also R C Gp(R), (t,t') € R und fiir alle w € 2% gelte
(f(t,w), f(t,w)) € R, (9)
wobei f : 2% x § — S wie folgt induktiv definiert ist: f(e,t) = ¢ und fiir alle w € 2%,

f(t,w0) = left(f(t,w)) und f(t,wl) = right(f(t,w)). Aus (9) folgt (f(t,w), f(t',w)) €
Gp(R), also

t(w) = f(t, w)(e) = root(f(t,w)) = root(f(t',w,)) = f(t,w)(e) = t'(w)
fir allew € 2*, d.h. t ="
(9) erhdlt man durch Induktion iiber die Lénge von w:
Im Fall w = € gilt (9) wegen f(e,t) =t, f(e,t') =t und (¢,t') € R.
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Im Fall der Existenz von v € 2" und b € 2 mit w = vb gilt (f(t,v), f(t',v)) € R C Gp(R)
nach Induktionsvoraussetzung, also auch (9) nach Definition von Gp(R):

(f(t7 ’LU), f(t,7 w)) - (f(t7 UO), f(t,7 UO)) - (leﬁ(f(t) ’U)), left(f(tla U))) € R

bzw.
(f(t,w), f',w)) = (f(t,vl), f(t',v1)) = (left(f(t,v)), right(f(t',v))) € R.
Damit ist Ag = gfp(Gp) gezeigt, so dass nach Satz 4.26 die Gleichungen

root(bnats(n)) = n,
left(bnats(n)) = nats(2 *n),
right(bnats(n)) = nats(2xn+ 1),
root(fork(x,t,t')) = =x,
left(fork(x,t,t") = t,
right(fork(x,t,t")) = t,
root(tdt’) = root(t) + root(t'),
left(tept’) = left(t)Dleft(t'),
right(t@dt’) = right(t)®right(t’)
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eine coinduktive Definition der Funktionen

bnats - N — RZ

(

n = Aw. <
fork : R x R? x R¥ — R?
(r,t, 1) — Aw. <
$:R¥ xR¥ —» R?”
(¢, )

n falls w =€
2%mn falls Jv € R? : Qv = w
\ 2%n—+1 falls v e R : lv =w
r falls w =€
t(v) falls Jv € R* : 0v = w
\ t'(v) falls v € R* 1 lv =w

= Aw.t(w) + t'(w)

bzgl. D bilden. bnats(n) erzeugt einen bindren Baum mit allen natiirlichen Zahlen ab n.
Durchlduft man seine Knoten in & Heapordnung, dann erhdlt man den Strom nats(n)
(siche Beispiel 4.27). & addiert zwei bindre Baume mit reellwertigen Knoten knotenweise.

Aufgabe Zeigen Sie, dass bnats, fork und & die obigen Gleichungen erfiillen.
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Analog zur Kommutativitdt der Addition von Stromen (siehe Beispiel 4.27) zeigen wir
die folgenden Gleichungen durch inkrementelle Gp-Coinduktion geméfs Satz 4.1 (iv) und
der darauffolgenden Bemerkung: Fiir alle n € N,

bnats(n) = fork(n,bnats(2 * n), bnats(2 xn + 1)). (10)
Fiir alle r,s € R und ¢, ', u, v’ € R?,
fork(r,t,t") @ fork(s,u,u’) = fork(r + s,t ®u,t' ®u). (11)
Beweis von (10). Wegen Ag = gfp(Gp) geniigt es zu zeigen, dass die Relation
R =45 {(bnats(n), fork(n,bnats(2 * n), bnats(2«n +1))) | n € N}
in einer Gp-dichten Teilmenge von S? enthalten ist. Sei also n € N. Dann gilt

root(bnats(n)) = n = root(fork(n,bnats(2 x n), bnats(2 xn + 1))),
(left(bnats(n)), left(fork(n, bnats(2 x n), bnats(2 *n + 1))))
= (Aw.bnats(n)(0w), Aw.fork(n, bnats(2 * n), bnats(2 x n + 1))(0w))
= (Aw.bnats(2 * n)(w), \w.bnats(2 «n)(w)) € Ag,
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(right(bnats(n)), right(fork(n,bnats(2 x n), bnats(2 xn + 1))))
= (Aw.bnats(n)(1w), Aw.fork(n, bnats(2 * n), bnats(2 x n + 1))(1w))
= (Aw.bnats(2 xn + 1)(w), Aw.bnats(2 xn + 1)(w)) € Ag,
d.h. (bnats(n), fork(n,bnats(2 xn),bnats(2*n+1))) € Gp(RU Ag).

Daher und wegen Ag C Gp(R U Ag) ist RU Ag Gp-dicht.

Beweis von (11). Wegen Ag = gfp(Gp) gentigt es zu zeigen, dass die Relation
R =g {(fork(r, t,t') @ fork(s,u,u), fork(r+s,t@u,t' ®u)) | r,s € R, t,t' u,u' € R*'}

in einer Gp-dichten Teilmenge von S? enthalten ist. Sei also r, s € Rund ¢, ¢, u, v’ € R?.
Dann gilt

root(fork(r,t,t") @ fork(s,u,u’)) = root(Aw.fork(r,t,t")(w) + fork(s,u,u’)(w)) = fork(r,
=71+ s = root(fork(r +s,t & u,t’ & u')),
(left(fork(r,t,t') @ fork(s,u,u’)), left(fork(r + s,t ® u,t’ ®u')))
= (left(Aw.fork(r,t,t")(w) + fork(s,u,u')(w)),t ® u)
= (Av.(Aw.fork(r, t,t')(w) + fork(s,u, v’ )(w))(0v),t & u)
= (Av.fork(r,t,t")(0v) + fork(s, u,u")(0v),t & u)
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= (Av.left(fork(r,t,t"))(v) + left(fork(s,u,u))(v),t ®u) = (Av.t(v) +u(v),t ®u)
=t Pu,tPu) € Ag,
(right(fork(r,t,t") @ fork(s,u,u’)), right(fork(r + s,t ® u,t’ ®u')))
= (right(Aw.fork(r,t,t")(w) + fork(s, u,u’)(w)),t ® u)
= (M. Aw.fork(r, t, ") (w) + fork(s,u,u)(w))(1v),t’ & u')
= (Av.fork(r,t,t")(1v) + fork(s,u,u’)(1v),t & u)
= (Av.right(fork(r,t,t"))(v) + right(fork(s,u,u))(v),t' & u')
= (M.t (v)+d ), )=t du,t' du) e Ag,
d.h. (fork(r,t,t") & fork(s,u, '), fork(r + s,t D u,t' B u')) € Gp(RU Ag).
Daher und wegen Ag C Gp(R U Ag) ist RU Ag Gp-dicht.
(11) ist iibrigens auch Teil einer induktiven Definition von @ auf endlichen Bindrbau-
men. In diesem Kontext wéare fork ein Konstruktor analog dem Konstruktor cons fiir
endliche Listen (siehe Beispiel 4.16). Anstelle von nil gébe es einen Konstruktor empty

— als Représentation des “leeren” Baums. Die Definition von @ enthielte neben (11) die
Gleichungen t & empty =t und empty &t = t. l:l
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Highlights

F :P(S)— P(S) monoton: Fiir alle T, 7" C S gilt: T CT = F(T) C F(T").
T C S F-abgeschlossen: F(T) C T.
T C S F-dicht: T C F(T).
I(F) =4 NAT C S| F(T) C T},
afp(F) =g H{T S S[T CF(T)}.
Ist ' : P(S) — P(S) monoton, dann ist [fp(F') der kleinste und gfp(F') der grofte

Fixpunkt von F'.

F-Induktion
ifp(F) C T,

F(T,) T,
Alle Elemente von Ifp(F') haben eine gegebene Eigenschaft ¢, wenn die Menge 7', aller

Elemente von S, die ¢ erfiillen, F-abgeschlossen ist. Begriindung: Jede F-abgeschlossene
Teilmenge von S enthalt fp(F).
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Inkrementelle F-Induktion
ifp(F)CT 0
HT’QT:F(T’)QT’

F-Coinduktion
T, C gfp(F)
T, € F(T,)
Alle Elemente einer gegebenen F-dichten Teilmenge von S haben eine gegebene Eigen-

schaft ¢, wenn gfp(F) mit der Menge 7', aller Elemente von S, die ¢ erfiillen, iiberein-
stimmt. Begriindung: gfp(F') enthélt jede F-dichte Teilmenge von S.

Inkrementelle F-Coinduktion

T C gfp(F) 0
3T DT :T C F(T)

Oberer Kleene-Abschluss von F': F* =ge¢ |, e F(0).
Unterer Kleene-Abschluss von F: Fiyo =ger (e F7(5).
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F(F>®)C F>* = Ifp(F)=F>.
Fo CF(Fy) = gfp(F)=F.

Schrittfunktion fir N:
Fnat . P(N) — P(N)
T — {0}Uf{a+1|aecT}

Induktion tiber n € N = F,,,,~Induktion.

Schrittfunktion fiir A bzgl. wohlfundierter Relation R C A?:

T — {acA|VbeA:(bja)e R=beT}

Noethersche Induktion bzgl. R = Fr-Induktion.
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Schrittfunktion fir kg

Fy - P(P(Fo) x Fo) — P(P(Fo) x Fo)
T — {(CI), 90) ’ q)lhplwfk'_@k € K, (q)lv g01>, ! ((I)k 901{5) = T}

Eine Funktionsmenge C = {¢; : A; — S| 1 <i < k} heifst Konstruktormenge fiir S, falls
die Summenextension [c1, ..., x| @ Ay + -+ + A — S bijektiv ist.

Eine Funktionsmenge D ={d; : S — B; | 1 < i < k} heift Destruktormenge fiir S, falls
die Produktextension (dy,...,d;) : S — By x ... X By, bijektiv ist.

Schrittfunktion F¢ @ P(S) — P(S):
Fiir alle T C S,
Fo(T)={c(w) |c: AxS"eC, we AxT"}.

Strukturelle Induktion iiber C = Fp-Induktion
C-Invariante = Fp-abgeschlossene Menge
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Schrittfunktion Gp : P(S?) — P(S?):
Fiir alle R C 52,

Gp(R) = {(s,5') € S*| {

Vd:S—SteD, ac A:(d(s)a),d(s)(a)) €R, )
fir alle Attribute d: S — B € D : d(s) = d(s) .

Bzgl. C induktiv definierte Funktion f : S x B — "
Fiir alle c: A x S" — S € C existiert h,. derart, dass fiir allea € Aund ¢1,...,t, € S

f(C(CL, S1y.- 4 Sn)a b) - h(:<a7 S1y+++3S5n; b) f(Sla b>7 s ey f(S’rLa b>>

genau eine Losung in f hat.

Bzgl. D coinduktiv definierte Funktion f: A x " — S:

e Fiir alle Transitionsfunktionen d : S — SP € D existiert hy derart, dass fiir alle
a € Aund s1,...,5, €S

d(f(a,si,...,s,)) = Ab.f(hgla, b, s1,...,8,))
genau eine Losung in f hat.

102



[4 (Co)Induktiv Definieren und Beweisen}

e [iir alle Attribute d : S — C € D existiert hy derart, dass fiir alle ¢ € A und
S1,...,8, €S
d(f(a’7 S1y++ 4 3’7L>) — hd<a’7 S1y++ 4 3’7L>

genau eine Losung in f hat.
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Im vorangegangenen Kapitel war hdufig von Ausdriicken im Sinne zusammengesetzter
Funktionsaufrufe die Rede. Da diese Sprechweise den Unterschied zwischen Syntax und
Semantik (siehe Kapitel 2) verschwimmen lésst, fithren wir in diesem Kapitel mathema-
tische Begriffe ein, die eine klare Trennlinie ziehen zwischen syntaktischen Ausdriicken
(Termen), die nichts anderes als Symbolfolgen sind, und deren variierender Bedeutung
als Elemente strukturierter Mengen (Algebren).

5.1 Signaturen, Terme und Algebren

Eine Signatur > ist eine Menge von — Operationen genannten — Funktionssymbolen f
mit Stelligkeit n € N. Wir schreiben [ : n — 1 fiir eine Operation mit Stelligkeit n.

Sei X eine Menge von Variablen und S die Menge aller Folgen von runden Klammern,
Kommas und Elementen der Menge > U X.

Die Menge 7%(X') der ¥-Terme iiber X ist induktiv definiert. Thre Schrittfunktion lautet
wie folgt:
Fy,: P(S) — P(9)
T w— XU{ft|f n—o1eX teT"}
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Jedes Funktionssymbol f = n — 1 € ¥ induziert eine Funktion f’=*) . 8" — S: Fiir alle
te S, fR(t) =4 ft.

Zusammen mit den (als nullstellige Funktionen betrachteten) Variablen von X bilden
diese Funktionen eine Konstruktormenge fiir 7%(X):

C=XU{fBX | fnos1ex}
Deren induzierte Schrittfunktion F (siehe Abschnitt 4.6) stimmt offenbar mit Fy; iiberein.

Die Elemente von 7% =45 T5(0), also die Terme ohne Variablen, heifen Grundterme.

>-Terme werden in Y-Algebren ausgewertet:

Eine Y-Algebra besteht aus

e ciner — Daten-, Grund- oder Tragermenge — genannten Menge A und

e ciner Menge { " : A" — A| f :n — 1 € ¥} von Funktionen, den Interpretationen
von X in A.

Falls keine Verwechslungen moglich sind, dann werden eine Algebra und ihre Tragermenge
gleich bezeichnet.
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Da ein nullstelliges Produkt mit der Menge 1 = {x} gleichgesetzt wird (siehe Abschnitt
3.1), wird eine Konstante f : 0 — 1 (5.0.) als Element f% € A interpretiert.

Algys, bezeichnet die Klasse aller X-Algebren.

Tx(X) ist die Triagermenge der gleichnamigen >-Algebra, die f € ¥ durch (die Einschrén-
kung von) f7=(X) (auf Ty (X); s.0.) interpretiert. Da T (X) aus Termen besteht, wird sie
als Termalgebra bezeichnet.

Sei h : A — B eine Funktion zwischen zwei >-Algebren A und B und h" : A" — B" das
n-fache Produkt von h (siche Abschnitt Funktionen in Kapitel 3). Man schreibt oft nur
h anstelle von h'".

h heifst X-Homomorphismus, >-homomorph oder mit > vertraglich, wenn fiir alle
fn—1eX
hofA:fBohn

gilt, m.a.W., wenn das folgende Funktionsdiagramm kommutiert:
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(1) |k

Y fB Y
B"——— B

(1) veranschaulicht die Orthogonalitiat zwischen Operationen und Homomorphismen: Er-
stere transformieren Elemente einer Algebra, letztere stellen Beziige zwischen mehreren

Algebren her.

Bijektive »-Homomorphismen heiflen »-Isomorphismen.

Lemma HOM Seien A, B, C' X-Algebren, g : A — B ein surjektiver X-Homomorphismus
und h : B — C' derart, dass h o g X-homomorph ist. Dann ist auch h >-homomorph.

Lemma HOM ergibt sich aus folgender Charakterisierung surjektiver Funktionen:

g - A — B ist genau dann surjektiv, wenn ¢ rechtskiirzbar ist, d.h. fiir alle h, b’ : B — C
folet h=h" aus hog="hog.
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Die hier behandelten Signaturen X sind einsortig, d.h. jede X-Algebra hat genau eine
Tragermenge. In realistischen Anwendungen kommen héaufig Operationen vor, deren Defi-
nitionsbereich aus verschiedenen Mengen zusammengesetzt ist. Fast alle hier behandelten
Begriffe und Resultate lassen sich problemlos auf mehrsortige Signaturen iibertragen.

Die zugrundeliegende Signatur hat dann fiir jede dieser Mengen einen Namen, den man
Sorte nennt. Z.B. kann der Konstruktor cons bzw. poly (siehe Beispiel 4.16 bzw. 4.17)
nur als Interpretation einer Operation einer Signatur betrachtet werden, die fiir A und
A* bzw. R und R[z| jeweils eine eigene Sorte hat.

Dementsprechend ist die Tragermenge einer Algebra einer n-sortigen Signatur ein n-Tupel
von Mengen: Jeder Sorte wird eine eigene Menge zugeordnet. Die Menge der Terme setzt
sich aus m wechselseitig induktiv definierten Termmengen zusammen (sieche Abschnitt
Induktiv definierte Mengen in Kapitel 4).

In der Préadikatenlogik kann man jede Sorte als einstelliges Préadikat realisieren und so
mehrsortige Modelle durch einsortige simulieren (siehe Beispiel 9.1).

Im Ubersetzerbau 28] werden die Terme einer (aus einer kontextfreien Grammatik gebil-
deten) mehrsortigen Signatur Syntazbidume genannt. Sie liefern abstrakte Beschreibungen
von Quellprogrammen, auf deren Basis sie ein Compiler in Zielprogramme iibersetzt.
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Auch logische Formeln sind Terme geeigneter Signaturen. Wahrend die Syntax der aussagen-
und modallogischer Formeln durch eine feste Signatur gegeben ist, baut dort die Signatur
pradikatenlogischer Formeln auf einer beliebigen Signatur > von Operationen auf einem
Datenbereich auf, dessen Eigenschaften durch die Formeln beschrieben werden. Sollen
Beziige zwischen n > 1 Datenbereichen beschrieben werden, dann muss > n-sortig sein.

Beispiel 5.1 Die Bitalgebra
Die in Kapitel 6 behandelte Aussagenlogik ist auf folgender Signatur aufgebaut:
AL = {L,T:0—=1, =:1—=1, V,A,=2—1}.

Die AL-Algebra mit Tragermenge 2 = {0, 1} und folgender Interpretation von AL nennen
wir Bitalgebra:

1?2 = 0,

T2 = 1,

-2 = \b.1—b,
A? = min,
V? o= max,
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=2 = Ab,c).max(l —b,c) = x(L).
L (bottom) und T (top) werden also durch die Wahrheitswerte 0 bzw. 1 interpretiert.

Wir bezeichnen die Bitalgebra wie ihre Tragermenge mit 2.

A L-Terme nennt man tiblicherweise Boolesche Ausdriicke. [

Aufgabe Zeigen Sie: Sind zwei Mengen A und B isomorph und ist A (die Tragermenge)
eine(r) X-Algebra, dann ist auch B eine X-Algebra. l:l

Sei A eine X-Algebra und C' eine Menge. A lésst sich wie folgt zu einer Y-Algebra mit
Trigermenge A® liften:

eFirale f:n—1€%, g1,...,9, € A und c € C,

P9 90(0) =ay FHae), - gule).

Aufgabe Sei h : A — B ein X-Homomorphismus und C eine Menge. Zeigen Sie, dass
dann auch A\g.(ho g) : A® — B® Y-homomorph ist, wobei die YX-Algebren A und B wie
oben zu X-Algebren A® bzw. B geliftet wurden. 4
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5.2 Termauswertung und -substitution

Die induktiv definierte Funktion var : Tx(X) — P(X) liefert die Menge der Variablen
von X, die in ¢ vorkommen:

e Fiir alle z € X, var(x) = {z}.
e Fiiralle f:n— 1€ X undty,...,t, € Tx(X),

var(f(ty, ..., tn)) =det U var(t;).
i=1

Wie in Kapitel 3 bei der Einfithrung von Funktionsprodukten bemerkt wurde, kann jede
Funktion f : A — B (wie z.B. var) auch auf Tupel von Elementen von A angewendet
werden: Fir alle n > 0 und a4, ...,a, € A,

flat,...,;a,) = (f(ar),..., flay)).

Funktionen von X in eine -Algebra A heifen Belegungen (valuations) von X in A.

Gibt man eine Belegung ¢ : X — A vor, dann ist der Wert eines Terms ¢ unter g
definiert als das Bild von ¢ unter der induktiv definierten Extension oder Fortsetzung
von g auf Ty(X),

111



[5 Gleichungslogi@

o Fiir alle x € X, ¢g"(x) =41 g(2).
e Fiiralle f:n— 1€ X und ty,...,t, € Tx(X),

g*<f(t17 R 7tn>> —def fA<g*<t1>7 SR 7g*<tn>>
Aus dem ersten Teil der Definition von g* folgt die Gleichung ¢*oincy = g, die folgendem
Funktionsdiagramm entspricht:

X tnex - T5(X)

Anschaulich gesprochen, wertet g* einen Term ¢ unter g aus, d.h. nachdem g die Variablen
von t mit Werten aus A belegt hat. Wir nennen ¢g*(¢) deshalb den Wert von ¢ unter g¢.

Aufgabe Sei C = X U {fT=X) | f € ©}. Zeigen Sie durch strukturelle Induktion, dass
g* der einzige Y-Homomorphismus von Tx(X) nach A mit ¢g* o incy = g ist. l:l
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In Termen oder Funktionsanwendungen wird eine zweistellige Operation wie A : 2 — 1
bzw. A\? : 2 — 2 (siehe Beispiel 5.1) hiufig zwischen ihre beiden Argumente geschrieben
(Infizschreibweise), d.h. man schreibt ¢ A ¢ anstelle von A(Z,#) und 0 A? 1 anstelle von
A%(0,1).

Beispiel 5.2
Sei X ={a,b,c,dfund X ={=:1—=1, V,=+,%:2— 1}
15 Schrittweise Auswertung des Terms
(ax(b+c+d)=a*xb+axc+axd) V m(ax(b+c+d) =axb+axc+axd)
in einer »-Algebra mit Tragermenge N unter der Belegung
g = (A.0)[5/a,23/b,45/c,111/d] : X — N

Man sieht in der Animation, wie die Funktion ¢* (hier auch mit g bezeichnet) zunéchst
top-down den Term traversiert, bis sie Variablen erreicht und durch Werte ersetzt. Danach
fithren bottom-up Anwendungen der Interpretationen von Y-Operationen zur schrittwei-
sen Auswertung des Terms. H
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Da Grundterme keine Variablen enthalten, hdngt die Einschrankung von ¢g* auf Ty, nicht
von ¢ ab. Sie wird auch Termfaltung genannt und mit fold”* bezeichnet.

Eine Y-Algebra A heifit erreichbar, wenn fold”' surjektiv ist, wenn also fiir alle a € A
ein S-Grundterm ¢ mit fold”(t) = a existiert.

GemiR obiger Aufgabe ist fold”* der einzige Y-Homomorphismus von T% nach A. Man
nennt 7% deshalb die initiale - Algebra.

Aufgabe Sei f : Ty — A eine induktiv definierte Funktion, wobei die Interpretationen
der Operationen von ¥ in der Termalgebra Ty als Konstruktoren von 7% (siehe Kapitel
4) dienen. Erweitern Sie A so zu einer X-Algebra, dass f mit fold”? tibereinstimmt. O

Belegungen durch Terme heiken Substitutionen. Belegungen durch Grundterme heifsen
Grundsubstitutionen.

Aufgabe Sei o : X — Ty(X) eine Substitution. Zeigen Sie, dass ihre Extension
o*: TE(X) — TZ(X)
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die folgende induktive Definition hat:

e Fiir alle z € X, o*(x) = o(x).
e Fiiralle f:n— 1€ X und ty,...,t, € Tx(X),

T (fltr, . t)) = F(0*(t1), .., 0™ (tn)). 0

Das Bild eines Terms ¢ unter o* heifst o-Instanz von t.

Lemma 5.3 (Substitutionslemma fiir Terme)
(i) Fiir alle ¥-Algebren A, g : X — A und ¥-Homomorphismen h : A — B gilt
(hog)'=hog".

X tnex o Th(X)
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(ii) Fiir alle 3-Algebren A, g: X — Aund 0 : X — Ty(X) gilt (¢*o0)* =g oo™,

(iii) Fiir alle erreichbaren ¥-Algebren A und g : X — A gibt es 0 : X — Ty mit
fold* o o = g, also g* = fold" o o wegen (i).

Beweis.

(i) Wegen (hog)*oincx = hogund hog*oincy = hogsind (hog) und ho g*
zwei Y-Homomorphismen b’ : Tx(X) — B, die h™* o incy = h o g erfiillen und deshalb
miteinander iibereinstimmen.

(ii) folgt aus (i), weil 0* ein X-Homomorphismus ist.

(iii) Da fold” surjektiv ist, gibt es eine Auswahlfunktion f : A — T mit fold” o f = idy.
Daraus folgt
fOldAOUZfoldAofog:g

firo = fog. 4
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g*(o*(t))

(g* 0 0)*(t)

g*(a(x)) g*(a(y))
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Sei x1,...,xp € X, t1,...,tk,t € Tx(X) und 0,071, ...,0, : X — Tx(X). Fortan schrei-
ben wir auch

{t1/x1, ... ti/x} anstelle von incx|t/xy, ..., tx/zi], (siche Abschnitt 3.2)
o1 ...0, anstelle von o} o---005 007,

to anstelle von o*(t).

01 ...0, bezeichnet man auch als Kleisli-Komposition der Substitutionen oy, ..., o,.
Wie die Funktionskomposition o, so ist auch die Kleisli-Komposition assoziativ:

Aufgabe
Folgern Sie aus Lemma 5.3 (ii), dass fiir alle p, 0,7 : X — Tx(X) (po)r = plo7) gilt.

Aufgabe Bezeichnen o{t/x} und o[t/z| dieselben Substitutionen?

u € Ty(X) ist ein Teilterm von t € Tx(X), wenn es einen Term v und x € var(v) gibt
mit v{u/r} = 1.
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5.3 Termgleichungen

Sein € Nund ty,...,t,,t,...,t  t,t' € Tx(X). Die Formel
e = h=t)A---ANt,=t, = t=1
heikt >-Gleichung iiber X.

Im Fall n = 0 ist e unbedingt, andernfalls bedingt.

Sei e eine »-Gleichung.

Eine Y-Algebra A erfiillt e und e ist giiltig in A, geschrieben: A = ¢, wenn fiir alle
Belegungen g : X — A Folgendes gilt:

g (t) =g ()N Ng'(t,) =g"(t,) = g'(t)=g"(t). (1)

In e sind A und = lediglich Symbole, in (1) werden sie in ihrer umgangssprachlichen
Bedeutung (“und” bzw. “impliziert”) verwendet! Nur bei der Gleichheit unterscheiden wir
zwischen dem Symbol (=) und der Bedeutung als Diagonale (—; siehe Kapitel 3).
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Fine Klasse I von X-Algebren erfiillt e und e ist giiltig in IC, geschrieben: [C = e, wenn
e in allen Elementen von K giiltig ist.

A bzw. K erfiillen eine Menge F von ¥-Gleichungen, geschrieben: A = E bzw. I = E,
wenn fiir alle e € F A |= e bzw. K = e gilt.

Die A-Aquivalenz = ist die Menge aller Termpaare (t,t") und aller Substitutionspaare
(o,7) mit AEt=tbzw. A = o(x) = 7(z) fiir alle z € X.

Lemma 5.4 (Aquivalenzlemma fiir Terme)
Seit € Ty(X), o,7: X — Tx(X) und A eine ¥-Algebra.
c=tr = to="1tr.

Beweis. Sei g : X — A und o =4 7. Daraus folgt

(9" 00)(x) = g"(o(2)) = g"(7(x)) = (g7 o T)(x). (1)
Aus zweimaliger Anwendung von Lemma 5.3 (ii) folgt daher

g (o"(t) = (g7 e 0)(t) = (g7 07)"(t) = g"(7" (1)),

also to = o*(t) =4 7(t) = tr. l:l
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5.4 Normalformen

Eine Teilmenge NF' von Tx(X) mit X C NF ist eine Menge von Normalformen bzgl.
einer ¥-Algebra A, wenn NF fiir jeden ¥-Term ¢ einen Term w mit ¢ =4 w enthilt. Man
nennt u dann eine Normalform von ¢ bzgl. A.

Idealerweise sind Normalformen eindeutig, m.a.W.: dquivalente Normalformen sind gleich.
In diesem Fall liefert jeder Algorithmus, der Terme in dquivalente Normalformen iiber-
fiihrt, ein Entscheidungsverfahren fiir die Aquivalenz zweier Terme ¢ und ¢':

e Berechne Normalformen » und «’ von t bzw. t'.

e Sind uw und «' gleich, dann gilt ¢t =4 v =/ =4 ¢'. Also sind ¢t und ¢’ dquivalent. Sind

w und o’ verschieden, dann erhilt man ¢t 4 ¢ durch Kontraposition: Wéren ¢ und ¢
dquivalent, dann wéiren auch u und u’ aquivalent. Also wiren nach Voraussetzung u
und v’ gleich. 4

Die Eindeutigkeit von Normalformen ist oft weit schwieriger nachzuweisen als ihre Exi-
stenz und erfordert Begriffe aus der Termersetzungstheorie (siche z.B. [14|, Kapitel 5).
Hier interessiert uns vor allem, wie dquivalente Normalformen berechnet werden kénnen.
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Beispiel 5.5
Sei X ={+,%x:2— 1}, X ={z,y, 2,2},
E={oxy+z)=(@xy)+(@=z), @ty xz=(x*x2)+(y=z)}

und NF' die Menge aller >-Terme tiber X, deren Teilterme der Form ¢ *u keine Teilterme
der Form ¢ 4+ u haben.

Sei A eine Y»-Algebra mit Tragermenge N und der {iiblichen Interpretation von X in
N. Dann gibt es fiir jeden Y-Term ¢ einen Term wu, der bzgl. A zu t dquivalent ist.
Unten werden zwei Verfahren beschrieben, mit deren Hilfe das gezeigt werden kann (siehe
Beispiel 5.8 bzw. 5.10).

Aufgabe Zeigen Sie, dass der X-Term (z + y) * (2 4+ 2’) mehrere Normalformen bzgl. A
hat. 3

Normalisierungen logischer Formeln sind erforderlich, weil logische Ableitungsregeln oft
nur auf Normalformen anwendbar sind. Das verkleinert den Suchraum (die Menge mog-
licher Regelanwendungen auf eine einzelne Formel), fithrt aber vielfach zu Ableitungen,
die fiir Menschen nur schwer nachvollziehbar sind, weil Normalisierungen die intuitive
Verstandlichkeit logischer Formeln i.a. verschlechtern.
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Das spielt keine Rolle, wenn Ableitungen vollautomatisch erzeugt werden. Sind jedoch
Eingriffe in den Ableitungsprozess notwendig — weil der Suchraum zu grofs oder der ver-
wendete Kalkiil unvollstdndig ist (siche Kapitel 2) — dann miissen die am Eingriffspunkt
vorliegenden Zwischenergebnisse schnell verstehbar sein, damit entscheiden werden kann,
wie die Ableitung fortgesetzt werden soll.

Im Gegensatz zur rekursiven Auswertung eines Terms ¢ (siehe oben) werden Normalfor-
men von t iiblicherweise durch iterative — d.h. wiederholte — Anwendung von Gleichungen
auf ¢ berechnet.

Aquivalenzrelationen und Quotienten

Um die Korrektheit solcher Ableitungen beweisen zu kénnen, widmen wir uns zunéchst

den wichtigen Eigenschaften von =4 (die z.T. schon im o.g. Entscheidungsverfahren fiir

Terméquivalenz verwendet wurden).

Sei A eine Menge. Eine Relation R C A? heifst

e reflexiv, wenn die Diagonale von A? eine Teilmenge von R ist; (1)

e transitiv: Fiir alle (a,b), (b,¢) € R auch (a,c) zu R gehort; (2)



[5 Gleichungslogi@

e symmetrisch, wenn fiir alle (a,b) € R auch (b, a) zu R gehort; (3)
e antisymmetrisch, wenn alle a,b € A mit (a,b), (b,a) € R gleich sind; (4)
Eine reflexive und transitive Relation heikt Pra- oder Quasiordnung.
Eine antisymmetrische Praordnung heifst Halbordnung oder partielle Ordnung.

Eine Halbordnung R heiftt totale Ordnung, wenn fiir alle a,b € A (a,b) oder (b, a) zu
R gehort.

Eine wohlfundierte (siche Kapitel 4) und totale Ordnung heift Wohlordnung.
R heift Aquivalenzrelation auf A, wenn (1)-(3) gelten.
Eine Aquivalenzrelation R liefert folgende Zerlegung von A:

A/R =a {lalr | a € A}.

[alp =g {b € A (a,b) € R} heift Aquivalenzklasse von ¢ und A/R der nach R
faktorisierte Quotient von A.

Die natiirliche Abbildung naty : A — A/R bildet a € A auf |a]g ab.
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Umgekehrt liefert jede Zerlegung Z = {A;, ..., A,} von A die Aquivalenzrelation
Ry ={(a,b) € A* | es gibt 1 <i < n mit a,b € A;}.

Aufgabe Zeigen Sie A/ Ry = 7. a

Sei A eine ¥-Algebra. Eine Aquivalenzrelation R auf A heift ¥-Kongruenz, wenn R

mit allen f : n — 1 € X vertraglich ist, d.h. wenn fiir alle a4,...,a,,b1,...,b, € A"
Folgendes gilt:
(a1,b1), ..., (an,by) € R = (fAay,...,an), fAbr,...,b,)) €R. (5)

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle ¥-Algebren B =% eine ¥-Kongruenz auf Tx(X) ist,
also (1)-(3) und (5) fir A = Ty(X) erfiillt. -

Sei R eine Y-Kongruenz. Die Quotientenmenge A/ R ist die Tragermenge der gleichna-
migen Quotientenalgebra, die alle f : n — 1 € X wie folgt interpretiert: Fiir alle
aec A"

FY%([alr) =a natr(f*(a)).
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Aufgabe Zeigen Sie, dass f4/f wohldefiniert ist, dass also aus [a]z = [b]r

FA R (la]g) = Y ([b]R)

folgt. EI
Aufgabe Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbildung (s.0) ¥-homomorph ist. l:l
Gleichungskalkiil

Sei ' eine Menge von »-Gleichungen.

Der Gleichungskalkiil G /K ist synthetisch und besteht aus fiinf Regeln:

Reflexivitatsregel
— telTxn(X
EHt=t € Tu(X)
Symmetrieregel
Ert=t
t,th e Tx(X
Ero=; U0eBEW

126



[5 Gleichungsl()gi@

Transitivitatsregel
Ert=t, FERt=t

=7 t, ', t" e Tg(X)

Kongruenzregel

Erty=t, ..., ErFt, =t fin—>1eX,
Er f(ty,....tn) = f(t},...,t) byt B, 1 € Tx(X)

Modus ponens

Etrtio=to, ..., Ertio=to (ti=t)N---ANt,=t, =t=t)eF,
Erto=to o: X — Ty(X)

Algy, i bezeichnet die Klasse aller 2-Algebren, die E erfiillen:

Algsr =4 {A€ Algs | A= E}.
Y-Algebren, die E erfiillen, heifsen (3, F)-Algebren.
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Satz 5.6 Korrektheit des Gleichungskalkiils
Fiir alle Mengen E von X-Gleichungen und unbedingten >-Gleichungen e gilt:
Etrere = Algsp e
Beweis. Nach Satz 4.1 (iii) gilt die Behauptung, wenn die Menge P aller Paare (E,¢e) €
P(T5(X)?) x Ts(X)? mit Algs g E e Fgg-abgeschlossen ist (siehe Abschnitt 4.4).
Sei (E,t=t') € Far(P).
Fall 1 (Reflexivitatsregel): t =t'. Dann gilt Algsp =t =1t

Fall 2 (Symmetrieregel): (E,t' =t) € P. Dann gilt Algs p =t =t, also auch Algs g |=
t=1t.

Fall 8 (Transitivititsregel): Es gibt einen 3-Term ¢" mit (E t =t"), (E,t" =1t') € P.
Dann gilt Algs p =t =1t"und Algs g =t" =1, also auch Algsp =t =1

Fall 4 (Kongruenzregel): Es gibt f :n — 1 € ¥ und X-Terme ty,...,t,,t), ...t mit
t= f(ty,...,ty), t' = f(t},...,t)) und (E,t; =t;) € P fiir alle 1 < i < n. Dann gilt
g*(t;) = g*(t)) fiir alle (3, E)-Algebren A und g € A%, also auch

g (1) =g (f(tr, .- 1)) = fAg*(tr), -, 0" (ta) = FAHg" (D), -, g"(11))

=g (f(ty,-- 1)) = g°(t).
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Daher gilt ¢t = ¢’ in allen (2, E')-Algebren.

Fall 5 (Modus ponens): Es gibt (t; = tiy AN---At, =t = u =4d) € E, X-Terme
ty ooty tyy ot und 0 0 X — Ty(X) mit t = uo, t' = v/o und (E,t;c = tlo) € P
fiir alle 1 < 4 < n. Dann gilt g*(t,0) = g*(tio) fiir alle (X, E)-Algebren A und g € A%,
also auch

« " Lemma 5.3 (ii) « Lemma 5.3 (i1) , "
(gheo)'(t) =" g(tio)=g'(tio) T ="""(g"00)(t). (1)

Da A FE erfiillt, folgt

Lemma 5.3 (ii) Lemma 5.3 (i1)

g (t)=g'(uo) " ="""(g"c0)(u) =(g"00) () =""" g (o) =g"(t)
aus (1). Daher gilt ¢ = ¢’ in allen (3, E')-Algebren.
Demnach gehort (E,t = t') in allen finf Fallen zu P. 3

Die Menge aller Paare (t,t') von ¥-Termen mit E Fqg t = t' heikt E-Aquivalenz und
wird mit =z bezeichnet.

Aus Satz 5.6 folgt, dass fiir alle (X, E)-Algebren A =g in =" enthalten ist. (2)
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5.7 Berechnung aquivalenter Normalformen

Erstes Normalisierungsverfahren
Die E-Reduktionsrelation — r besteht aus allen Paaren
(ufto/x}, u{t'c/z})
von Y-Termen mit u € Tx(X), t =t € Eund 0 : X — Ty(X).
Ein Y-Term t heift F-irreduzibel, wenn kein ¢’ mit ¢ — g ¢’ existiert.
Die kleinste transitive Relation auf T%(X), die — 5 enthélt, wird mit — 5 bezeichnet.

Aufgabe Zeigen sie, dass & die kleinste transitive und mit ¥ vertragliche Relation ist,
die
Inst(E) =g {(to,t'o) | (t,t') € E, 0: X — Tx(X)}

enthéalt. Folgern Sie daraus, dass 54 eine Teilmenge von =g ist. l:I

Satz 5.7 Sei NF C Tx(X)? und A eine (3, E)-Algebra.

[st — g ist wohlfundiert und gehort jeder E-irreduzible Term zu NF', dann hat jeder
Y-Term t eine Normalform u in NF, d.h. es gilt ¢t =4 w.
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Beweis. Aus der Wohlfundiertheit von — 5 folgt die Existenz eines E-irreduziblen .-
(2)
Terms v mit ¢ i)g u. Also gehort w zu NF. Aus i>E§EE§5A folgt t =4 w. d

Ein Kriterium fiir Wohlfundiertheit von — g ist die Existenz einer Gewichtsfunktion
weight : Tx,(X) — W,

die Termen Elemente einer Menge W zuordnet, auf der es eine wohlfundierte Halbordnung
< mit folgender Eigenschaft gibt:

o Fiir alle ¢,t' € Ty (X) mit t —p t' gilt weight(t) > weight(t). (3)
Gébe es eine unendliche Reduktion t; —g to —p t3 —g ..., dann galte
weight(t1) > weight(ts) > weight(ts) > ...,
was der Wohlfundiertheit von < widerspricht.

Die einfachste Gewichtsfunktion ordnet einem Term die Anzahl seiner Symbole zu. Sie
erfiillt aber selten Bedingung (3).

131



[5 Gleichungslogi@

Haufig geniigt es, natiirliche Zahlen als Gewichte und < als die iibliche Ordnung auf N
zu wahlen. Manchmal wird aber eine komplexere Ordnung benotigt, die z.B. auf Tupeln
oder Multimengen natiirlicher Zahlen basiert.

Hierzu zahlen die lexikographische bzw. Multimengen-Erweiterung einer wohlfun-
dierten Ordnung < auf einer Menge A:

Fiir allen > 1, a = (ay,...,a,),b= (by,...,b,) € A" und f, g € B(A) = N4,

a <jer b &g esgibt 1 <7 <nmita; <b und a; < b; firalle 1 <7 <.

Fiir alle f,g € B(A) = N4 (siehe Isomorphien),
[ <ot 9 ©aep f#gundfiralleae Ay \ A, gibt esb e A, \ Ay mit a <D,
wobei A = f~1(Nyg) und 4, = g~ *(Nx).

Beispiel 5.8 Seien Y, X, E und NF' wie in Beispiel 5.5. Man sieht sofort, dass F-
irreduzible Terme zu NF' gehoren. e Schrittweise F-Reduktion des Terms

dist = 5% (6% (1lx(x+y+2)x14d+(c+g+b)*22)+44x (g9 + hh))
zu einer Normalform. 4+ und * treten hier auch als dreistellige Funktionssymbole auf.
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Ein Termgewicht, das Bedingung (3) erfiillt, ist die Multimenge der Langen aller Pfade
von einem mit * markierten Knoten zu einem Blatt, wobei sich die Begriffe Pfad, Knoten
und Blatt auf die Baumdarstellung des gewichteten Terms beziehen. EI

Zweites Normalisierungsverfahren

Eine andere Methode, dquivalente Normalformen bzgl. einer Algebra zu berechnen, er-
fordert die Erweiterung von NF' zur X-Algebra: Eine Normalform von ¢ erhélt man dann
als Bild unter inc’ : T5,(X) — NF:

Satz 5.9 Sei NF' C Tx(X) (die Tragermenge) eine(r) X-Algebra, inc’ surjektiv, A eine
>-Algebra und g : X — A.

In folgendem Diagramm kommutiert (4) genau dann, wenn h =, ¢*|yr, d.i. die Ein-
schrankung von ¢* : T,(X ) — A auf NF, ¥-homomorph ist.
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X s >~ T5(X)
. = . (4 J
ncx INCy
NF — A
h = g*|nr

Beweis. Fiir alle z € X gilt h(incx(z)) = h(z) = g*(z) = g(x), also
hoincy =g. (5)
Ist h homomorph, dann ist auch h o incy homomorph und h o incy = g* folgt wegen

7 (5) T

Lemma 5.3 . . .
LM (hoiney)* oincl = g* oinck

h oincy oincy

aus der Eindeutigkeit von g*. Ist umgekehrt (4) kommutativ, dann folgt aus der Surjek-
tivitdt von incy und Lemma HOM (siehe Abschnitt 5.1), dass h X-homomorph ist. [

[st (4) kommutativ, dann sind ein Term ¢ und seine Normalform inc’ (¢) dquivalent bzgl.
A:
g'(t) = hoincy(t) = g"(incx (1))
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Die in Satz 5.9 verlangte Surjektivitat von ency gilt z.B. dann, wenn fiir alle t € NF
incy (t) =t ist.

Um einen Term zu normalisieren, muss man ihn also nur in NF' auswerten.

Beispiel 5.10

Seien Y, NF und A wie in Beispiel 5.5. + und % werden in NF' als induktiv definierte
Funktionen interpretiert: Fiir alle t,t' € NF,
t4+NY =t ¢,
(txt falls ¢,1" € T (X),
(u M ) + (v M 1) falls es u,v € NF gibt mit ¢ = u + v,
(t =M w) 4+ (¢ v)  falls t € Ty (X) und es u,v € NF gibt

mit ' = u + .

M =

\

Die Definition von ™ basiert auf folgender induktiver Defintion des Produktes NF?:

ot,t' € T(y(X) = (t,t) € NF”,
o (u,t'),(v,t') € NF* = (u+v,t) € NF?
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ot € Ty (X) A (t,u), (t,v) € NF* = (t,u+v) € NF”.
Man kiirzt deshalb die Definition von ™ wie folgt ab:
Fiir alle ¢, € T,y (X) und u,v € NF,
taN = st
(u+v) "t = (usM 1) + (v,

t+ (w4 v) = (@ N w) + (N ).

h in Satz 5.9 ist Y-homomorph.

Beweis durch strukturelle Induktion iber NF? (siehe Abschnitt 4.6). Seit,t’ € NF. Dann
gilt
Wt 4+ 1) = bt +¢) = h(t +F) ) = ht) +* h(t)).

Bei der Multiplikation miissen wir zwei Falle unterscheiden:
Fall 1: t,t" € Ty,y(X). Dann gilt
Wt ) = bt « ) = h(t «5 ) = h(t) 1 ().
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Fall 2: Es gibt u,v € NF mit t = u + v. Dann gilt

h(t =V ) = h((u N ) + (v = 1)) = h((u "V ) +73) (v NV 1))

= h(u*VF 1) 44 (v #VF 1) "L ((w) +A () +4 (h(v) 1 R(E))

= (h(u) 4 h(v)) *A h(t") "L h(u AV ) #A B(E) = h(u+v) $A h(t) = h(t) = h(t).
Fall 3: Es gibt u,v € NF mit t' = u + v.

Analog zu Fall 2 erhélt man h(t ™ ¢/) = h(t) ¥ h(t). -

Sei X ={x,y,2,¢,9,b,99,hh}. In der == schrittweisen Auswertung des Terms dist steht
nf fir incy und add bzw. mul fir die Interpretation von + bzw. * in NF. + bzw. *
kommen in der Auswertung auch als dreistellige Operationen vor.

Beispiel 5.11 (siche Beispiel 5.1)

Sei nand = XNz, y).~(xAy) : Tar(X)? — Tar(X) und NF C Ty (X) die folgendermafen
induktiv definierte Menge von Normalformen:

e XU{T}C NF,
ot,uc NI = nand(t,u) € NF.
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Die Operationen von AL werden in NF wie folgt interpretiert: Fiir alle t,u € NF,

TNF

Aufgabe

= nand

= nand(t

(T,

(t,

= nand(nand(t,

= nand(nand(t,
(

T

)

T),

t),
u), nand(t,u)),
t), nand(u, u)),

= nand(t, nand(u, u)).

Sei A die Bitalgebra. Zeigen Sie, dass h in Satz 5.9 AL-homomorph ist. Im Gegensatz zu

Beispiel 5.10 wird hier keine strukturelle Induktion benotigt, weil die Interpretation der
Operationen von AL nicht induktiv definiert ist. 4

Satz 5.12 Vollstandigkeit des Gleichungskalkiils

Fiir jede unbedingte »-Gleichung e gilt:

FErtare & AlggE ):G = T2E<X>:GT(X

)/=eke.
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Beweis. Sei E Fgx e. Aus Satz 5.6 folgt Algs g = e.

Sei Algs p = e. Da =g eine X-Kongruenz ist, lisst sich die Quotientenmenge Tx p(X)
wie oben beschrieben zur Y-Algebra erweitern.

Seip=(tL=t)AN---ANt,=t, =t=t)e Fund g: X — Ty g(X) mit ¢*(t;) = g*(t)
fiir alle 1 <4 <mn. Dann gibt es ¢ : X — T%(X) mit nat=, o 0 = g. Daraus folgt

nat=y(tio) "= (naty, 0 o) (4) = * (1) = g7 (1)) = (naty, 0 o)’ (£)

Lemma 5.3 (7
2530 pate (to),
also t;o0 =p tio, d.h. es gibt eine GK-Ableitung von E F t,0 = tio. Eine Anwendung des
Modus ponens auf die Gleichungen tj0 = tjo,...,t,0 =t o und @ liefert die Gleichung

to = t'o. Demnach gilt to =g t'o und wir erhalten
7'(8) = (nat=,, o o) () """ D nat_ (to) = nat—, (o)

Lemma:5.3 (4) (natEE o J)*(t/) _ g*(t/).

Also gilt ¢ in Tx g(X). Wegen Algs g = e folgt Ts, p(X) = e.
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Tx(X)

Sei T, p(X) = e und (¢,t') = e. Daraus folgt
nat=,(t) = nat=,(id(t)) @ nat=y(inci () *""E Y (nato o inex) (1)
TE(X)/EE:erﬁillt t=t (nat;E o ?;nCX)*(t/) Lemma:5.3 (2) natEE(ch}(t/)) (:1> natEE(’Ld(t/))
= nat=,(t),

also ' ¢ e. d
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5.8 Gleichungslogik in anderen Logiken

Bei allen drei in den néchsten Kapiteln behandelten Logiken folgen Syntax und Semantik
dem gleichen Definitionsschema. Zunéachst wird eine Signatur L logischer Operationen
angegeben. Die Formelmenge wird als Menge 77 (At) der L-Terme iiber einer Menge At
von Atomen definiert.

In der Aussagenlogik (L = AL); sieche Beispiel 5.1) und der Modallogik (L = ML) ist At
eine beliebige — i.d.R. endliche — Menge.

In der Pradikatenlogik (L = PL) ist At eine Menge von Ausdriicken der Form p(t4, .. ., t,),
die aus Termen ¢4, ..., 1, einer beliebigen Signatur X und — neben den Operationen eben-
falls zu X gehorigen Pradikaten p besteht. Demnach ist eine pradikatenlogische Formel
ein Term mit Symbolen aus zwe: Signaturen: PL und ..

Wahrend die Bedeutung einer aussagenlogischen Formel durch 0 oder 1 gegeben ist,
entspricht sie bei einer modal- oder pradikatenlogischen Formel der Menge aller Zustande
(“Welten”), die sie erfiillen.
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An die Stelle einer Belegung g : At — 2 durch Wahrheitswerte tritt in der Modallogik
eine Kripke-Struktur

IC: State — P(State) x P(At),

die jedem Zustand s seine (direkten) Folgezustande sowie alle atomaren Formeln zuord-
net, die im Zustand s gelten (sollen).

In der Préadikatenlogik besteht die Zustandsmenge State aus allen Belegungen von X
in einer 2X-Struktur A, d.i. eine X-Algebra, die die Pradikate von X als Relationen auf
A interpretiert.

Die jeweilige Kripke-Struktur IC bzw. YX-Struktur A liefert eine Belegung
gc : At = P(State)  bzw. g4 Ats(X) = P(AY)
atomarer Formeln in der ML- bzw. PL-Algebra P(State) bzw. P(AY), deren Extension
gx : Tyr(At) — P(State) bazw. g% Tpr(Ats(X)) — P(AY)

modal- bzw. pradikatenlogischen Formeln ihre jeweilige Bedeutung zuordnet:
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At S — TAL<At) At . — TML(At>
g B g grc B e
2 P(State)
INCApo (X
Atsy(X) 0 T (At (X))
ga B 9
P(AX )

Die Formeln mancher Logiken — wie z.B. SQL, XPath oder sog. Beschreibungslogiken (de-
scription logics) — beschreiben auch mehrstellige Relationen. Dann besteht die Signatur L
aus Operatoren, die Relationen bilden oder mit anderen Relationen verkniipfen, wahrend
der semantische Bereich, in dem die Formeln interpretiert werden, die Potenzmenge eines
Produkts oder — im Fall binarer Relationen — eine Menge mehrwertiger Funktionen ist
(siche Kapitel 3). Eine solche Logik wird z.B. in [30], Kapitel 29, behandelt.
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Highlights
Eine Signatur X besteht aus Operation(ssymbol)en der Form f :n — 1 mit n € N.
Induktive Definition der Menge Tx(X) der 2-Terme tiber X:

o X CTx(X),
e Fiiralle f:n—1eXundt € Ty(X)", ft € Tx(X).

Eine Y-Algebra A besteht aus einer — oft ebenfalls mit A bezeichneten — Tragermenge
und fiir alle f : n — 1 € ¥ einer Funktion f4: A" — A,

Die Y-Algebra Ts(X) interpretiert f wie folgt: f7>N(t ..o 4,) =g f(t1, .- 1),

Fiir 2-Algebren A und B heifst eine Funktion h : A — B Y-Homomorphismus, wenn
fiir alle f € ¥ ho f4 = fPoh gilt.

Bijektive X-Homomorphismen heifen >-Isomorphismen.

Die Termfortsetzung ¢ : T%(X) — A einer Belegung ¢ : X — A von X in einer
>-Algebra A ist wie folgt induktiv definiert:

o Fiir alle v € X, g*(x) = g(x).
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o Firalle f:n — 1und ty,...,t, € Tx(X),
G (Ftr, .. ) = FAg ), ..., g (tn)).

g* ist der einzige >-Homomorphismus von T5(X) nach A mit ¢* oincyx = g.

Folglich ist die Einschrinkung fold® : Ts, — A von ¢* auf Grundterme der einzige -
Homomorphismus von 7% (X) nach A

Belegungen durch Terme heifsen Substitutionen.

Substitutionslemma (Lemma 5.3): Fiir alle >-Algebren A, Belegungen g : X — A und
Substitutionen o : X — Ty(X) gilt (9" 0c0)* = g* oo™
Seity, ...ty th, ..., t,t € Ty(X). Die Formel
p=tL=tiAN--- AN, =t, =>t=t)
heikst >-Gleichung.

Eine »-Algebra A erfiillt ¢, falls fiir alle Belegungen g : X — A mit g*(¢;) = ¢*(¢}) fir
alle 1 <14 <mn auch g*(t) = ¢g*(t') gilt.
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Sei E eine Menge von Y-Gleichungen.

Der Gleichungskalkiil GK besteht aus den in Abschnitt 5.6 angegebenen fiinf Regeln
zur Transformation von Gleichungen. Die Relation

=p =45 {(t,t) ETR(X)’ | Elgrt=1t}
heift F-Aquivalenz.
Korrektheit von GK (Satz 5.6): Fiir alle unbedingten »-Gleichungen e gilt:
Etrere = Algsp e

Vollstandigkeit von GK (Satz 5.12): Fiir alle unbedingten 3-Gleichungen e gilt:
Algsz ): e = FElgge.

Die Quotientenalgebra A = Ty (X)/ =g ist ein Modell von E und jeder unbedingten
Gleichung e, die in Algy. g gilt:

A ):G ~ Algng ):e.
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Zweites Verfahren zur Normalformkonstruktion:

Sei NF C Tx(X) die Triagermenge einer -Algebra, incy die Inklusion von X in NF,
A eine ¥-Algebra, g : X — A und die Einschriankung von ¢g* : Ty (X) — A auf NF -
homomorph. Dann erfiillt A fiir alle ¢t € Tx,(X) die Gleichung t = inci(t) , d.h. inci ()
liefert eine Normalform von t.
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[ 6 Aussagenlogik (propositional logic) }

Aussagenlogische Formeln (propositional formulas) sind logische Verkniipfungen elemen-
tarer Sachverhalte, die durch eine Menge At von Atomen gegeben sind.

Die Symbole der Signatur AL (siehe Beispiel 5.1) heifsen aussagenlogische Operatio-
nen.

Ein AL-Term iiber At heiftt aussagenlogische Formel iiber At.

Ein AL-Term der Form —p, o A, o V 1) oder ¢ = 1 heilt Negation, Konjunktion,
Disjunktion bzw. Implikation.

@ und ¥ heiken Faktoren von ¢ A ¥ und Summanden von ¢ V .

prem(p = 1) =45  heilst Pramisse von ¢ = 1.
conc(p = 1) =4 ¥ heilt Konklusion von ¢ = 1.

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir die folgenden (iiblichen) =& Priorititen aus-
sagenlogischen Operationen: Negation vor Konjunktion, Konjunktion vor Disjunktion,
Disjunktion vor Implikation.

In den verlinkten Ableitungsbeispielen steht false fiir L, true fir T und — wie in Java —
das Ausrufezeichen fiir —.
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Sei g : At — 2. Den Wahrheitswert einer aussagenlogischen Formel ¢ unter g erhélt man
durch Anwendung der Extension ¢* : T (At) — 2 von g auf .

INCA

At =y (At)

g* wertet aussagenlogische Formeln in der Bitalgebra aus.
Sel 90,¢ € TAL(At) und ¢ C TAL(At)

g : At — 2 erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: g = ¢, wenn g*(¢) = 1
gilt.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aqui-
valenz aussagenlogischer Formeln wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der
zugrundeliegende semantische Bereich D durch die Funktionsmenge 24 gegeben ist.
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Aufgaben Sei o, 19,9 € Tyr(At). Zeigen Sie:

e ¢ ist genau dann allgemeingiiltig, wenn ¢ aus T folgt. (1)
e  ist genau dann unerfiillbar, wenn _L aus ¢ folgt. (2)
e Folgerungssatz: o A Y | 9 gilt genau dann, wenn ¢ = (¢ = 9) gilt. (3)
e Fiir alle Substitutionen o : At — Tyr(At) gilt:

[st @o erfiillbar, dann ist auch ¢ erfiillbar. (4)

e » und % sind dquivalent, wenn die AL-Gleichung ¢ = ¢ in der Bitalgebra giiltig ist
(siche Abschnitt 5.1).

J

Aus (2) und (3) folgt sofort der Unerfiillbarkeitssatz: Sei ¢, € Tyr(At).

Y folgt genau dann aus ¢, wenn © A =) unerfiillbar ist. (5)
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Aufgabe Zeigen Sie, dass ¢ und ¥ genau dann aquivalent sind, wenn 1 aus ¢ und ¢ aus
Y folgt. A

Aufgabe Seix,y, z € At. Zeigen Sie, dass die Bitalgebra folgende A L-Gleichungen erfiillt:

tV(yVz)=(xVy Vz s AYNz)=(xAy) Az (Assoziativitét)
rVy=yVzx TANY=yAzT (Kommutativitét)
rVr=x rANr=x (Idempotenz) U

Wegen der Giiltigkeit dieser sechs Gleichungen in der Bitalgebra kénnen die Operationen
V und A ohne innere Klammerung auf mehr als zwei Formeln wie z.B. hier: ¢ V¢ V ¥/
oder auf eine endliche Formelmenge wie z.B hier: \/{p, 1, v} angewendet werden.

\/ 0 wird mit L identifiziert, A () mit T und \/{¢} und A{p} mit ¢.
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Weitere 2-Aquivalenzen (= in der Bitalgebra giiltige A L-Gleichungen)

rV.1=x cANT =x (Neutralitét)
eVT =T rANL=1 (Annihilation oder
Extremalgesetze)
rV(rAy) =x rAxVy =x (Absorption)
zV(yAnz)=(xVy AlxVz) zAyVz)=(xAy) V(xAz) (Distributivitit)
V=T r ANz =_1 (Ausloschung oder
Komplementaritét)
(xVz=yVz)AN(zAz=yNz) = o=y (Kiirzungsregel)
-1l=T =T=1l -—z==x —(xVy)=—x Ay (negAL)

—(x Ay) =z V -y “(r=y)=rxAy zT=y=-axVy

Die Menge der Assoziativitidts-, Kommutativitits-, Absorptions-, Distributivitits- und
Ausloschungsgleichungen bezeichnen wir fortan mit BE.

Eine AL-Algebra, die BE erfiillt, heikt Boolesche Algebra.
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Aufgabe Zeigen Sie, dass jede Potenzmenge eine Boolesche Algebra ist. l:l

Da die Bitalgebra eine Boolesche Algebra ist, ist ¢ € Ty(At) nach Satz 5.6 allgemein-
giiltig bzw. unerfiillbar, wenn ¢ =pp T bzw. © =pp L gilt.

Idempotenz, Neutralitat, Annihilation und alle Gleichungen von negAL (auker denen mit
=) lassen sich aus BE ableiten, d.h. sie gehéren zur BE-Aquivalenz.

Umgekehrt erfiillt jede Boolesche Algebra nach Satz 5.6 alle aus BE ableitbaren Gleichun-
gen. Laut Satz 6.2 (s.u.) gilt sogar jede in der Bitalgebra giiltige Gleichung auch in jeder
anderen Booleschen Algebra, was nach Satz 5.12 impliziert, dass alle diese Gleichungen
zur BE-Aquivalenz gehoren. Letztere ist also nicht nur in der semantischen Aquivalenz
=2 enthalten, sie stimmt sogar mit = iiberein!

Aufgabe Die folgenden AL-Gleichungen ¢ = 1 werden hiufig in Beweisen mathemati-

scher Sétze verwendet, indem ¢ an Stelle der zu beweisenden Aussage ¢ gezeigt wird:

Sei x,y,2,x1,...,x, € At
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r = =1 (Ableitung eines Widerspruchs)

r=y = Y= o (Kontraposition)
r=(y=2) = (xAy) =z (Dekaskadierung)
V-V, =z = (r1=2)A\A(z, = x) (Zerlegung einer Implikation)
=N ANz, = (=) A A (2= a) (Zerlegung einer Implikation)
r = (z=2)A (—|z = ) (Vollstiandige Fallunterscheidung)

Die Dekaskadierung dhnelt der Isomorphie (6) im Abschnitt [somorphien auf, wenn man
A, B, C durch Formeln, x durch A und — durch = ersetzt.

Ersetzt man noch + durch V, dann werden auch die Kommutativitits-, Assoziativitats-
und Distributivitdtsgesetze im Abschnitt Isomorphien zu gleichnamigen aussagenlogi-
schen Aquivalenzen (s.0).

Diese Analogie zwischen Mengenverkniipfungen einerseits und logischen Operationen an-
dererseits ist unter dem Namen = Curry-Howard Korrespondenz bekannt. l:I
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6.1 Normalformen

Eine aussagenlogische Formel heift Negationsnormalform (NNF), wenn = in ihr
nicht vorkommt und — nur direkt vor Atomen.

Atome nennt man auch positive Literale, wihrend Formeln —p mit o € At negative
Literale genannt werden. Fiir alle x € At heifsen z und -2 komplementar zueinander.

Eine Disjunktion von Konjunktionen paarweise verschiedener Literale heifst disjunktive
Normalform (DNF).

Eine Konjunktion von Disjunktionen paarweise verschiedener Literale heifst konjunktive
Normalform (KNF).

Eine Disjunktion oder Konjunktion von Literalen ¢, ..., ¢, heilt geschlossen, wenn es
1 <14,7 <n gibt mit p; = ;. Andernfalls heift sie offen.

Eine KNF ¢ ist genau dann allgemeingtiltig, wenn alle ihre Faktoren geschlossen sind. (6)

Beweis. Da ¢ eine KNI ist, gibt es Literale ¢i11, ..., @155 @mis - - - s Pmn,, Mit

mo n;

o= N\Vei

i=1j=1
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Seie=(zV-r=T)und e = (AT =2x). Ist \/}2, p;; fiir alle 1 <i < m geschlossen,
dann gilt
o = TA---ANT =, T.

Da die Bitalgebra e und €’ erfiillt, erfiillt sie nach Satz 5.6 auch die Gleichung ¢ = T.

Sei umgekehrt ¢ allgemeingiiltig. Gabe es 1 <7 < m derart, dass ¢ = \/‘77%:1 @;; offen ist,
dann wiirde g : At — 2 mit ¢ 1(0)={z € At | F1 < j<m;:z =y} v, also auch ¢
nicht erfiillen. %

Beweis von g*(¢) = 0. Sei 1 < j < n,. Fiir alle Atome z, die in ¢;; vorkommen, gilt
g*(x) = g(x) = 0. Fiir alle Literale =z, die in ¢ vorkommen, gilt

g(2)=1—gx*x(2)=1—g(z)=1-0=1,
weil ¢ offen ist und deshalb 2z nicht zu ¢ gehort. l:I

Eine DNF ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn alle ihre Summanden geschlossen sind. (7)

Beweis. Da ¢ eine DNF ist, gibt es Literale ¢11,..., @10, -5 @mi, - - - s Pmn,, Mit
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mon

A

i=1j=1
Seie=(xA-r=1)und e = (zV L =) Ist \J @ fiiralle 1 <i < m geschlossen
ist, dann gilt
o = LV---v1l =, L

Sei umgekehrt ¢ unerfiillbar. Gébe es 1 < ¢ < m derart, dass ¢ = /\;LZ:1 @;; offen ist,
dann wiirde g : At = 2mit g (1) ={z € At | F1 < j < mn;:x =y} v, also auch ¢
erfiillen. %

Beweis von g*(1p) = 1. Sei 1 < j < n,. Fiir alle Atome x, die in ¢;; vorkommen, gilt
g*(z) = g(x) = 1. Fiir alle Literale =z, die in 9 vorkommen, gilt

g(—2z)=1—gx(2)=1—g(2)=1—-1=0,
weil ¢ offen ist und deshalb 2z nicht zu ¢ gehort. l:I

Jede Implikation ¢ = 1 mit folgenden Eigenschaften heilst Gentzenformel iiber At
(englisch: sequent):

e © = T oder g ist eine Konjunktion paarweise verschiedener Atome,
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e ) = | oder v ist eine Disjunktion paarweise verschiedener Atome.

Wegen (T = 1)) =2 1 kiirzt man die Gentzenformel T = 1) oft mit v ab,

Wegen (¢ = 1) =2 = kiirzt man die Gentzenformel ¢ = L oft mit -y ab.

Eine Gentzenformel heift minimal, wenn in ihr kein Atom zweimal vorkommt.

Aufgabe Zeigen Sie, dass jede Gentzenformel ist zu T oder zu einer minimalen Gentzen-
formel aquivalent ist. l:l

Eine Konjunktion von Gentzenformeln heiftt implikative Normalform (INF).

Zwei Gentzenformeln, die sich nur in der Anordnung der Atome der Priamisse oder der
Konklusion voneinander unterscheiden, werden als gleich angesehen. Deshalb werden sie
manchmal als Implikationen zwischen Mengen notiert:

{z1,.. ., 2z} = {y1,...,yn} steht dann fir (x; A---Axp) = (1 V- V).
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Der Vorteil von Gentzenformeln liegt in ihrer “Natiirlichkeit” im Sinne der leichten Er-
fassbarkeit der konkrete Aussage hinter den Formeln. Ebenso entsprechen Anwendungen
der Schnittregel (s.u.), aus denen Beweise der Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarbarkeit
von Gentzenformeln bestehen, eher natiirlichen Schliissen als es z.B. Anwendungen von
Gleichungen tun.

Beispiel = Schrittweise Transformation der DNF
(mx AyANz)V(cA-yAz)V(zAyA-z)
in eine INF.

Satz 6.1 Sei ¢ € Tyr(At), ¥ eine NNF und 9 eine KNF.

e ¢ ist zu einer NNF dquivalent.

(8)
e ¢ ist zu einer DNF &dquivalent. (9)
e ¢ ist zu einer KNF dquivalent. (10)

)

e V) ist zu einer INF dquivalent. (1
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Beweis von (8). Da jede Teilformel —¢ einer negA L-irreduziblen Formel ein Literal ist,
sind alle negA L-irreduziblen Formeln Negationsnormalformen.

Ein Gewicht einer Formel ¢, das Bedingung (10) in Kapitel 5 erfiillt, ist die Summe
der Symbole aller Teilformeln =) oder ¢ = ¥ von . Damit ist (8) nach dem ersten
Vertahren, dquivalente Normalformen zu berechnen, bewiesen.

Zur Anwendung des zweiten Verfahrens, aquivalente Normalformen zu berechnen, defi-
nieren wir NF' als die Menge aller Negationsnormalformen und interpretieren > in NF
wie folgt: Fiir alle c € {1, T}, ® € {V,A}, ¢, € NF und = € At,

N = C,

@Y = a1,
p =My = M) vy,

-Y(L) =T,
-V =
ﬁNF(Qj) = —|Qj"
-Y(=p) = ¢,
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“Move) = M) A= (y),
“Mleny) = M) v-NM(Y),
o =19) = oA =" (1).

Dass =" induktiv definiert ist, folgt sofort aus der induktiven Definition von NF' als
kleinste Menge aussagenlogischer Formeln mit folgenden Eigenschaften:

NF

erxc At = x, ~x€T,
o | . T €T,
e Vel = Vi, oANYeT.

Nach Satz 5.9 ist fiir jede aussagenlogische Formel ¢ inc’,(t) eine bzgl. der Bitalgebra zu
t dquivalente NNF| falls fiir alle g : At — 2 die Einschrankung von ¢g* : Tz (At) — A
A L-homomorph ist.

Aufgabe Zeigen Sie das durch strukturelle Induktion iiber NF'.

Aufgabe Zeigen Sie auch (9) und (10) durch Anwendung von Satz 5.9. Folgen Sie dem
Vorgehen in Beispiel 5.10 oder im Beweis von (8).
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Beweis von (11).

Sei ¢ eine KNF'. Fiir alle Faktoren d von 9 definieren wir:
neg(d) = {x € At | ~x kommt in d vor} = {xy,..., 2},
pos(d) = {x € At | x kommt in d vor} ={yi1,...,yn},

7

1 falls neg(d) = 0 = pos(d),
=(zy A Ay, falls neg(d) # 0, pos(d) =0,
gen(d) =
Y1 VeV Yn faHS neg( ) — Q)a pOS(d) 7é @7
\ TIN-NTpy =Yy V---Vy, sonst.

Kurz gesagt, die negativen Literale von d bilden, konjunktiv verkniipft, die Pramisse
der Gentzenformel gen(d), wihrend die Atome der positiven Literale von d, disjunktiv
verkniipft, die Konklusion von gen(d) bilden.

Aufgabe Zeigen Sie, dass ¢ zu inf () dquivalent ist, wobei
inf(9) =gt /\{gen | d ist Faktor von 9}. .

Zusammengefasst erhalt man eine zu einer aussagenlogischen Formel ¢ dquivalente

e NNF durch Anwendung von negA L-Gleichungen oder Faltung von ¢ in der im Beweis
von (8) definierten Normalformalgebra,

162



£6 Aussagenlogi@

e DNF und KNF durch Anwendung von 2-Aquivalenzen auf die NNF von ¢;
e INF durch Anwendung der Funktion nf auf eine KNF von .

Sei die Menge At der Atome endlich. Dann konnen wir ihre Elemente anordnen:
At ={xy, ..., x,}.

Folglich gibt es fiir jede aussagenlogische Formel ¢ iiber At eine eindeutige Normalform,
und zwar in der Menge aller maximalen DNFs:

Eine DNF ¢ ist eine maximale DNF (MDNF'), wenn jeder Summand von ¢ die Form
filzy) A+ A fulx,) hat, wobei fiir alle 1 <i <nund x € At fi(x) € {z,~z} gilt.

Mit Hilfe von Neutralitits-, Komplementaritits-, Distributivitats- und Kommutativitats-
gleichungen lasst sich jede DNF in eine BE-aquivalente MDNEF tiberfiihren. Deren Ein-
deutigkeit liefert das folgende — bereits oben erwidhnte — Theorem:

Satz 6.2 Jede in der Bitalgebra giiltige unbedingte >-Gleichung ist in jeder Booleschen
Algebra giiltig.
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Beweis. Nach Satz 5.6 und Satz 5.12 gilt eine AL-Gleichung ¢t = ¢’ genau dann in allen
Booleschen Algebren, wenn sie zur BE-Aquivalenz gehort. Es geniigt also Folgendes zu
zeigen: Fiir alle ¢, € Tq(At),

t=*t = t=ppt. (12)

Wir zeigen (12) unter der Annahme, dass fiir alle MDNFs u, v’ Folgendes gilt:

u=*u = u=1 (13)

Sei also ¢t =2 ¢. Dann erhalten wir zwei MDNFs w, v’ mit t =g v und ¢’ =pg v'. Nach
Satz 5.6 folgt t+ =2 u und ¢ =2 u/, also auch u =* v/ und damit u = u’ wegen (13).
Folglich sind ¢ und ' BE-dquivalent, womit (12) bewiesen ist.

Den Beweis von (13) fithren wir durch Kontraposition:

Seien u und u' zwei unterschiedliche MDNFs. Dann hat u einen Summanden, den '
nicht hat (Fall 1), oder «' hat einen Summanden, den u nicht hat (Fall 2). Sei ¢ =
fi(z1) A+ A fulx,) dieser Faktor und g : At — 2 definiert durch

g V) ={z €At |I1<i<n:f=idy).
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Im Fall 1 gilt g*(u) = 1 und g*(u') = 0. Im Fall 2 gilt ¢*(u) = 0 und g*(«’) = 1. In beiden
Féllen folgt g*(u) # g*(u'), also u #£* u/. a

Aufgabe Zeigen Sie unter Verwendung von (13) und Satz 5.6, dass Tyr(At) und P(At)
A L-isomorph sind. l:l

Zur Grofse von Normalformen

Die mit negAL gebildete NNF von ¢ besteht aus hochstens zweimal so vielen Symbolen
wie . Bei der Transformation einer NNF zur DNF oder KNF mit Hilfe von Distri-
butivitatsgleichungen werden Teilformeln verdoppelt. Finden solche Verdopplungen auf
mehreren Ebenen der Baumdarstellung von ¢ statt, dann werden sie bis zu n-mal ge-
schachtelt, wobei n die Hohe (maximale Pfadlinge) des Baumes ist. Die DNF bzw. KNF
von ¢ besteht daher aus bis zu 2" Symbolen.

Aufgabe Zeigen Sie, dass es genau 314 + 1 minimale Gentzenformeln gibt. A
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6.2 Schnittkalkiil
Der aussagenlogische Schnittkalkiil ASK ist synthetisch und besteht aus zwei Regeln:

Sei @ eine Menge von Gentzenformeln.

Einfiihrungsregel
— o
OF v <
Aussagenlogische Schnittregel
PHp=YVu, AP =

", € Ty (At At
O oA =V @, 0, P, € Tyr(At), = €

Jede zur Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel dquivalente Gentzenformel heifst
Resolvente der beiden Gentzenformeln des Antezedenten. Letztere haben ein gemein-
sames Atom z, das wegen der Kommutativitat von V bzw. A nicht notwendig am Ende
bzw. Anfang steht.

Eine ASK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine ASK-Ableitung
von ¢ - L.
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Beispiel Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {1, 9, 3, 4} mit

(SIS LS LS LS LS S

T T T T T T T

o1 = T =xVyVz,
Yy = T =YV Z,

Y3 = Z2=Y,

v, = y= 1.

T = 2 VyVz Einfiilhrung von ¢;

r=yYVz
T =yVz
=1
T =y
y= 1
T=1

Einfiihrung von 9

Resolvente von ¢ und (o
Einfiihrung von 3

Resolvente von T = y V z und (3
Einfithrung von ¢y

Resolvente von T = y und ¢4

Satz 6.3 (Korrektheit von ASK-Ableitungen) Sei @ eine endliche Menge von Gentzen-

formeln.
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(i) Aus ® 495 @ folgt © = .
(i) Aus @ 495 L folgt, dass @ unerfiillbar ist.

Beweis von (i). Nach Satz 4.1 (iii) gilt die Behauptung, wenn die Menge P aller Paare
(@, ¢) einer Menge ® von Gentzenformeln und einer einzelnen Gentzenformel ¢ mit ¢ =
¢ Fysi-abgeschlossen ist (siehe Abschnitt 4.4), wenn also Folgendes gilt:

Aus ¢ €  folgt ¢ = ¢, (14)
PEp=¢yvVerund dExAyp = folgt D= A = V. (15)
(14) gilt, weil jedes Modell einer Formelmenge ein Modell jedes ihrer Elemente ist.

Es gelte also:

P=p=¢YVerud ®Eaz Ay =, (16)
g : At — 2 ist ein Modell von @, 17)
g ist ein Modell von ¢ A ¢’ 18)
Zu zeigen ist:
g ist ein Modell von @ A ¢’ (19)
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Beweis von (19).

Fall 1: g(x) = 0. Wegen (18) ist g ein Modell von . Wegen (16) und (17) ist g ein
Modell von ¢ = ¥ V x. Also ist g ein Modell von ¢ V x. Daraus folgt (19):

g W VYY) =g () V2 g" (V') = g* () V2 0 VZ g* ()
=g () V2 g(x) V2 g* () = g* (¥ V ) V2 g* () = 1 V2 g*(¢') = 1.

Fall 2: g(x) = 1. Wegen (18) ist g ein Modell von ¢'. Wegen (16) und (17) ist g ein
Modell von x A ' = . Also ist g ein Modell von 9’. Daraus folgt (19):

g V) =g W)V g (@) = g* () V* 1 = 1.

Beweis von (ii). Sei ® Fygx L. Aus (i) folgt @ |= L, also ist ® wegen (2) unerfillbar.

Aufgabe Zeigen Sie, dass eine Menge von Gentzenformeln ohne _L erfiillbar ist, wenn die
Schnittregel auf keine der Formeln von & anwendbar ist.

Geben Sie dazu eine Belegung g € 24" mit ¢*(A\ ®) = 1 an oder schliefen Sie die Behaup-
tung aus folgendem Satz:
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Satz 6.4 (Vollstandigkeit von ASK-Widerlegungen)
Sei @ eine unerfiillbare endliche Menge von Gentzenformeln. Dann gilt ® F4gx L.

Beweis. Wir zeigen @ 495 L durch Induktion tiber die Anzahl n der Atome von ®. Im
Fall n = 0ist & = {L}. Sei x ein in ® vorkommendes Atom. Da ® unerfiillbar ist, sind
wegen (4) auch

O = {p{L/z} | pe® p{L/a}# T} und

Ot = {p{T/z} €@, o{T/2} £ T}
unerfiillbar. Da ®; und &+ ein Atom weniger enthalten als @, gelten | F49x L und
&+ Fa9x L nach Induktionsvoraussetzung.

Sei nx(®) die Mengen aller Gentzenformeln von @, die x nicht enthalten. Wie man leicht
sieht, lasst sich @ bzw. O+ wie folgt darstellen:

O, = {V=0 0=V Vred}Unx(d), (20)
o = {V=0|xzAN0 =9 €d}Unx(d). (21)
Aus (20) und & F 495 L folgt @ Fagx L oder @ Fagx T = x (siehe folgende Aufgabe).
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Analog folgt ® Fagx 1 oder ® Fagx = L aus (21) und Ot ka5 L. Zusammengefasst
gilt also ® F49x L oder sowohl ® 455 [ = x als auch ® F 95 © = L. Da L die Re-
solvente von T = x und x = L ist, ist L auch im zweiten Fall aus ® ASK-ableitbar. [

Aufgabe Sei ®| k49 ¥ = . Zeigen Sie durch Induktion tiber die Anzahl der Schnitt-
regelanwendungen einer kiirzesten Ableitung von @, = 9 = 1 und unter Verwendung
von (20), dass ® =1 = 0" oder ® - ) = ' vV 2 ASK-ableitbar ist. a

Die Frage, ob eine endliche Menge ® von Gentzenformeln unerfiillbar ist. lasst sich mit
Hilfe von (7) (siche Abschnitt 6.1) entscheiden: Man bilde die DNF von A ® und priife,
ob alle ihre Summanden geschlossen sind.

Einen anderen Algorithmus, der die Unerfiillbarkeit entscheidet, erhélt man wie folgt:
Fiir jede ASK-Ableitung (&1 - 1,..., P, F ¢,) gilt offenbar &1 = , fiir alle 1 <7 < n.

Dariiberhinaus gibt es nur endlich viele ASK-Ableitungen (®1 F 1, ..., P, F ), wenn
®, endlich ist.
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Um zu zeigen, dass ® unerfiillbar ist, konstruiert man nun alle ASK-Ableitungen
(PF @1,...,DF p,).

Befindet sich darunter eine mit ¢, = L, dann gilt ® 495 L, und wir schlieften aus Satz
6.3 (ii), dass ® unerfiillbar ist. Andernfalls gilt offenbar ® t/45x L, so dass aus Satz 6.4
die Erfiillbarkeit von & folgt.

6.3 Knotenmarkierte Baume

Waéhrend mit der Schnittregel INFs transformiert werden, die aus KNFs hervorgehen,
werden mit den unten eingefithrten Tableauregeln NNFs in Baumdarstellungen ( Table-
aus) ihrer DNFs tiberfithrt. Die Summanden einer DNF entsprechen den Pfaden in der
Baumdarstellung. Demnach folgt aus (7), dass eine NNF genau dann unerfiillbar ist, wenn
das Tableau ihrer DNF aus geschlossenen Pfaden besteht.

Bei der mathematischen Darstellung eines Baumes muss unterschieden werden zwischen
seinen Knoten und deren Markierung, die fiir mehrere Knoten tibereinstimmen kann.
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Sei L eine Menge von Markierungen (labels). Eine Funktion ¢ : N* — 1 + L heift L-
markierter Baum, wenn ¢(¢) € L und fiir alle w € N* und n € N Folgendes gilt:

win+1)e L = wne L, (22)
un €L = welL. (23)
w € N* heiftt Knoten (node) von t, wenn t(w) zu L gehort. e heift Wurzel von ¢.

Die Menge dom(t) =g {w € N* | t(w) € L} heifst Doméne von ¢t. ¢ ist endlich, wenn
dom(t) endlich ist. Beispiel einer Baumdoméne:

0 1 2 3

/\

N
00 01 02 30 3 1

/\
300 301 310 311 312
3000 3001 3002 3003 3004 3120

Jedes Element von dom(t) identifiziert eindeutig einen Knoten von ¢. (22) driickt aus,
dass jeder Knoten aufer der Wurzel einen Vorgénger in t hat. (23) erlaubt die eindeutige
[dentifizierung von Geschwisterknoten.
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Tree(L) bezeichnet die Menge aller L-markierten Baume.
Sei t € Tree(L) und w € N* mit ¢t(w) € L.

t' € Tree(L) mit t'(v) = t(wo) fiir alle v € N* heift Unterbaum von ¢ mit Wurzel
w. Ist w € N, dann ist ¢ ein maximaler Unterbaum von ¢. w € N* heiftt Blatt von
t, wenn fiir alle n > 0 t(wn) = * ist.

Die Prafixrelation < auf N* ist wie folgt definiert: Fiir alle v, w € N*,

U< w &gy s gibt u € N* mit vu = w,
V< w S v <wund v # w.

Ist v < w, dann heifst w von v aus erreichbar.

[st v < w, dann heikt v Vorganger von w und w Nachfolger von v.
leaves(t,w) bezeichnet die Menge aller von w aus erreichbaren Blétter von ¢.
path(v, w) =4 {u € N* | v <u < w} heikt Pfad oder Weg von v nach w.

< iibertragt sich auf Baume wie folgt und heifst dort Subsumptionsrelation: Fiir alle
L-markierten Baume ¢t und ¢,

t <t &gy firallew e f71(L), t(w) = t'(w).
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6.4 Tableaukalkil

Ein (aussagenlogisches) Tableau ist ein endlicher Baum ¢, dessen Knoten mit aussagen-
logischen Formeln markiert sind. ¢ reprasentiert die aussagenlogische Formel

form(t) = \/{/\ path(e,w) | w ist ein Blatt von ¢}.

Da die Summe der Langen aller Pfade eines Baums ¢ i.d.R. grofer ist als die Anzahl aller
Knoten von ¢, ist die Darstellung einer aussagenlogischen Formel als Tableau platzspa-
render als die Formel selbst.

Sei ¢ eine NNF. Eine Folge (1, ...,1,) von Tableaus heifst (aussagenlogische) Tableau-
Ableitung von ¢, aus ¢, wenn
e {1 ein mit ¢ markiertes Blatt ist,

o fiir alle 1 < i < m t;1; durch Anwendung einer Tableauregel (siehe unten) aus t;
gebildet ist,

o t, gesittigt (saturated) ist, d.h. auf ¢, ist keine Tableauregel anwendbar, m.a.W.:
form(t,) ist eine DNF.
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Enthélt form(t,) eine geschlossene Konjunktion, dann heifst (¢4, . . ., t,) Tableau-Wider-
legung.

Wir schreiben ¢ 7 ¢, falls es eine Tableau-Ableitung von ¢ aus ¢ gibt.
Aussagenlogische Tableauregeln Sei ¢ ein Tableau und w ein Knoten von ¢. Wir
nennen ihn den Redex der jeweiligen Regelanwendung, die ¢ in das neue Tableau ¢’

transformiert.

e V-Regel Sei t(w)= ¢ V1. Fiir alle u € N*,
(T falls u = w,
¢ falls u = v0 und v € leaves(t, w),

t/ —de
(1) =de Y falls uw = vl und v € leaves(t, w),

| t(u) sonst.

e N\-Regel Sei t(w) = p A 1. Fiir alle u € N*,

(T falls u = w,

¢ falls u =00 und v € leaves(t, w),
Y falls =000 und v € leaves(t, w),

| t(u) sonst.

t'(u) =gef S
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Anschaulich gesprochen, bildet die V- bzw. A-Regel t’ aus ¢, indem sie den Knoten w mit
T markiert sowie ¢ und 1 parallel bzw. hintereinander an alle von w aus erreichbaren
Blatter von t anhangt.

Aufgabe Die Gleichungen von negAL legen weitere Tableauregeln nahe, die zusammen
mit den vier obigen nicht nur NNFSs, sondern beliebige aussagenlogische Formeln verar-
beiten konnen. Wie lauten die zusatzlichen Regeln?

Satz 6.5 (Korrektheit aussagenlogischer Tableau-Ableitungen)

Sei o 1 t.

(i) @ =% form(t).

(ii) Alle Summanden von form(t) sind geschlossen. Dann ist ¢ unerfiillbar.

Beweis. (i): Sei (t1,...,t,) eine Tableau-Ableitung von t aus . Dann ist form(t;) = ¢
und ¢, = t. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir alle 1 <1< n

form(t;) und form(t;4+1) in der Bitalgebra dquivalent sind. (19)
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Aufgabe Zeigen Sie (19).

(ii): Da form(t) eine DNF ist, folgt aus (7), dass form(t) unerfiillbar ist. Also ist wegen
(i) auch ¢ unerfiillbar. l:I

Satz 6.6 (Vollstandigkeit aussagenlogischer Tableau-Widerlegungen)

Eine NNF' ¢ sei unerfiillbar. Dann gibt es ein Tableau ¢ mit ¢ 5 ¢ und der Eigenschaft,
dass form(t) keine offene Konjunktion von Literalen enthélt.

Beweis. Wiederholte Anwendungen der Tableauregeln fithren von ¢ (als einknotigem
Tableau t) zu einem geséttigten Tableau ¢, weil jede Regelanwendung die Knotenanzahl
eines Tableaus zwar erhoht, die Gesamtzahl der Vorkommen von V und A jedoch verklei-
nert, so dass irgendwann ein Tableau ohne diese Symbole, also ein gesattigtes Tableau ¢,
erreicht ist.

Sei ¢ unerfiillbar. Aus Satz 6.5 (i) folgt, dass ¢ und ¢ in der Bitalgebra dquivalent sind,
womit sich die Unerfiillbarkeit von ¢ auf form(t) tibertragt. Da t gesattigt und form(t)
unerfiillbar ist, folgt aus (7), dass alle Summanden von form(t) geschlossen sind. -
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Erfiillbarkeitstest fiir aussagenlogische NNFs

Sei ¢ eine NNF. Wende Tableauregeln in beliebiger Reihenfolge auf ¢ an, bis ein gesét-
tigtes Tableau t erreicht ist.

Priife, ob form(t) eine offene Konjunktion von Literalen enthélt.

Wenn ja, ist form(t) — wegen (6) — erfiillbar. Wenn nein, ist form(t) — ebenfalls wegen
(6) — unerfillbar. Aus Satz 6.5 (i) folgt, dass sich die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit
von form(t) auf ¢ tibertragt.

Jede in form(t) enthaltene offene Konjunktion 1 A- - - A, von Literalen liefert eine Bele-

{ 1 falls ; € At,

gung g, die form(t), also auch ¢ erfiillt: Sei 1 < i < n. Setze g(p;) =
0 sonst.

Effizienter wird der Test, wenn man nicht erst im gesattigten Tableau nach offenen Kon-
junktionen sucht, sondern schon vorher Teiltableaus entfernt, deren Pfade komplementére
Literale enthalten. Dazu muss der Kalkiil um folgende Regeln erweitert werden, die alle
Unterbaume ¢’ von ¢ durch ein Blatt mit der Markierung L ersetzen, sofern die Wurzel w
von t’ mit einem Literal ¢ und ein Vorgidnger von w in ¢ mit dem zu ¢ komplementaren
Literal markiert ist:
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e Atomregel Seit(w)= p € At. Fiir alle u € N¥,
1L falls u > w und t(u) = —p,
t'(u) =4 ¢ *  falls es v > w gibt mit t(v) = = und u > v,

t(u) sonst.
e Literalregel Sei t(w) = —p und ¢ € At. Fiir alle u € N*,

1L falls uw > w und t(u) = ¢,
t'(u) =g ¢ *  falls es v > w gibt mit ¢(v) = ¢ und u > v,
t(u) sonst.

Aufserdem ist in der V- und der A-Regel die Menge leaves(t,w) der von w aus erreich-
baren Blatter von t auf diejenigen zu beschranken, die nicht mit 1 markiert sind.

Schlieflich wird der Erfiillbarkeitstest fiir NNFs zu einem Erfiillbarkeitstest fiir beliebige
aussagenlogische Formeln, wenn er die oben erwihnten, aus den Gleichungen von negAL
gebildeten Tableauregeln mitverwendet.
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Beispiele
1. Sei At ={x,y,z,x1,yl, 21,22} & Erfiilllbarkeitstest der Formel
((zAy)Vz)ANxl)VylVzlV —x2

Die Formel ist allgemeingiiltig, da das letzte Tableau der Ableitung kein mit false mar-
kiertes Blatt enthélt.

2. Sei At = {xz,y, z}. =& Erfiillbarkeitstest der Formel
(rzA(yVa) ANy =) V(eA(-zAy)V-y))

Aus den mit false markierten Blattern des letzten Tableaus der Ableitung ergibt sich,
dass g € 2% die Formel genau dann erfiillt, wenn g(z) = 1 und g(y) = 0 ist.

Wer selbst solche Tableau-Reduktionen erzeugen will, installiere Haskell, lade das Painter-
Paket herunter, starte ghci, lade das Programm Tableau.hs aus dem Paket und berechne
Tableaus fiir aussagenlogische Formeln wie 1. und 2. durch entsprechende Aufrufe der
Haskell-Funktion reduceTab (siehe Beispiele am Ende von Tableau.hs).

181


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabAL1Reduction.html
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/tabAL2Reduction.html
https://www.haskell.org
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/Painter.tgz
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/Painter.tgz

£6 Aussagenlogi@

Highlights

Signatur der Aussagenlogik: AL={L, T:0—=>1, =:1 =1, V,A,=:2— 1}
Semantik der Aussagenlogik: AL-Algebra mit Tragermenge 2 = {0,1} (“Bitalgebra”)
und folgender Interpretation von AL:

12 0,

T2 = 1,

—2 Ab.1 — b,
N? man,

V2 o= max,

=2 = A(b,c).max(l —b,c) = x(<).

0,1 € Txr(X) sind Aquivalent, wenn die A L-Gleichung ¢ = 1 in der Bitalgebra giiltig
ist.

g . At — 2 erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: g = ¢, wenn g*(¢) = 1
gilt.
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Unerfiillbarkeitssatz: ¢ folgt genau dann aus ¢, wenn ¢ A =) unerfiillbar ist.

Eine Boolesche Algebra ist eine AL-Algebra, die folgende AL-Gleichungen erfiillt:

tVyVz)=(@xVy Vz
rVy=yVuzx

zV(rAy)
xV(yAz)
V=T

(xVy AzV2)

cAYyNz)=(xAy) Az (Assoziativitit)
TNY=yNzx (Kommutativitét)
rA(xVy) =z (Absorption)
rA(yVz)=(@Ay) V(xAz) (Distributivitit)
z Az =1 (Ausloschung)

Atome heiken auch positive Literale, Formeln —¢ mit ¢ € At negative Literale.

Eine Disjunktion von Konjunktionen paarweise verschiedener Literale heifst disjunktive

Normalform (DNF).

Eine Konjunktion von Disjunktionen paarweise verschiedener Literale heifst konjunktive

Normalform (KNF).
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Satz 6.1 (9) und (10): Jede aussagenlogische Formel hat dquivalente DNFs und KNFs,
wobei BE die Menge der obigen zehn Gleichungen ist.

Eine Disjunktion oder Konjunktion von Literalen ¢, ..., ¢, heilt geschlossen, wenn es
1 <1,7 < ngibt mit p; = —p;.

Fine KNF (DNF) ¢ ist genau dann allgemeingtiltig (unerfiillbar), wenn alle ihre Faktoren
(Summanden) geschlossen sind.

T sowie jede Implikation ¢ = 1) mit folgenden Eigenschaften heifst Gentzenformel
tiber At (englisch: sequent):

e © = T oder ¢ ist eine Konjunktion paarweise verschiedener Atome,

e ) = | oder v ist eine Disjunktion paarweise verschiedener Atome.

Eine Gentzenformel heifft minimal, wenn in ihr kein Atom zweimal vorkommt.
Eine Konjunktion von Gentzenformeln heifst implikative Normalform (INF).

Satz 6.1 (11): Jede aussagenlogische Formel hat eine BE-Aquivalente INF.
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Der aussagenlogische Schnittkalkiil ASK besteht aus den in Abschnitt 6.2 angege-
benen zwei Regeln zur Transformation aussagenlogischer Gentzenformeln. Die Gentzen-
formel des Sukzedenten der Schnittregel heilkt Resolvente.

Eine ASK-Widerlegung einer Menge ® von Gentzenformeln ist eine ASK-Ableitung
von & — L.

Korrektheit und Vollstandigkeit von ASK-Ableitungen bzw. -Widerlegungen
(Sétze 6.3 und 6.4): Fiir endliche Mengen ® aussagenlogischer Gentzenformeln gilt:

Aus ® 455 1 folgt @ |= ).

O F5x L gilt genau dann, wenn ¢ unerfiillbar ist.



[ 7 Modallogik }

Wihrend mit Aussagen- und Pradikatenlogik iiberall dasselbe gemeint ist, gibt es sowohl
von der Syntax her als auch bzgl. der Semantik viele Modallogiken (siehe unten). Allen
gemeinsam ist die Moglichkeit, Formeln in Abhéngigkeit von verschiedenen Zustdnden,
Situationen, Welten, etc., auszuwerten. Die (Unterschiede zwischen den) Welten sind ent-
weder in der Realitédt bereits vorhanden oder — und so wird Modallogik am h&ufigsten in
der Informatik angewendet — werden im Rahmen eines Hardware- oder Softwareentwurfs
entwickelt. Dann beschreiben, anschaulich gesprochen, verschiedene Zustande verschie-
dene Gedéchtnisinhalte.

Nehmen wir eine Zahltaste eines Handys, die je nachdem wie oft sie gedriickt wird, die
Buchstaben A, B oder C anzeigt. Wie funktioniert das? Jeder Druck auf die Taste bringt
das Handy in einen neuen Zustand. Die Giltigkeit elementarer Aussagen wie “A wird
angezeigt’ oder “B wird angezeigt’” hangt vom aktuellen Zustand ab, der selbst vom
Vorgangerzustand abhéangt, usw.

Deshalb wird die Bedeutung einer modallogischen Formel nicht nur von einer zustands-
abhéngigen Belegung der Atome bestimmt, sondern auch von einer Transitionsfunktion,
die allen im jeweiligen System moglichen Zustandsiibergénge definiert.
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Die hier behandelte Modallogik baut direkt auf der Aussagenlogik auf und erweitert diese
um die einstelligen modalen Operationen < (diamond) und O (bozx), die es erlauben,
Aussagen zu formulieren, deren Giiltigkeit im gegenwértigen Zustand von der Giiltigkeit
einer anderen Aussage in zukiinftigen Situationen bestimmt wird.

Syntax
Sei ML =ALU{O0,O: 1 — 1}.
Ein ML-Term iiber At heilst modallogische Formel iiber At.

Semantik

Die Bedeutung modallogischer Formeln hangt ab von einer Kripke-Struktur genannten
Funktion

IC : State — (P(State) x P(At)),

die jedem — manchmal auch “Welt” genannten — Zustand s € State dessen direkten
Folgezustiande sowie die Atome zuordnet, die s erfiillt.
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Wegen Isomorphie (14) fir n = 2 (siehe Kapitel 3) kann I geschrieben werden als
Produktextension (0, ) zweier Funktionen

§ : State — P(State) und [ : State — P(At).

0 heikt auch Kripke-Rahmen oder Transitionsfunktion von K und bestimmt die In-
terpretation der modalen Operationen von ML, wihrend 5 die Belegung gx (s.u.) der
Atome in P(State) festlegt.

Kripke-Strukturen und andere zustandsbasierte Modelle sind — im Gegensatz zu induktiv
definierten Mengen — black-box-Modelle, weil der Aufbau ihrer einzelnen Elemente verbor-
gen bleibt. Die Identitat eines Zustands kann nur durch Beobachtung seines Verhaltens
ermittelt werden, das hier durch § und § bestimmt wird.

An die Stelle der Bitalgebra mit Tragermenge 2, auf der wir die Semantik aussagenlogi-
scher Formeln aufgebaut haben, tritt jetzt eine ML-Algebra mit Tragermenge P(State),
die wir Pow(0) nennen, weil die Interpretation der Signatur ML in dieser Algebra nicht
nur von State, sondern auch von 0 abhéngt:
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Fiir alle S, 5" C State,

= 0,
TPowl®) — State,
—Pow@)(S) = State \ S,

LPow(é)

APov) (S S = SN S,
vPowl)(g 8 = SuU S,
= Powl) (S8 = (State \ S)U ',
OPowl)(S) = {s & State | 6(s) C S} = {s € State |V s’ €(s): s €5},
OPow)(S) = {s € State | 6(s)NS # 0} = {s & State | 35 € (s) : s € S}.

B bestimmt die Belegung gx : At — P(State), unter der modallogische Formeln in Pow(§)
— durch Anwendung der aus gx abgeleiteten Auswertungsfunktion g (siehe Kapitel 5) —
ausgewertet werden:

Fiir alle x € At und s € State,
g(x) =4 {s € State | x € (s)}.
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At mear ~— TML(At)

gk Jx

P(State)

Sei ¢ € Ty (At) und s € State. Das Paar (¢, s) heifst Zustandsformel.

(IC, s) ist ein Modell von ¢, geschrieben: C =, ¢, wenn s zu gi-(¢) gehort, in Worten:
wenn ¢ im Zustand s gilt.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aquiva-
lenz modallogischer Formeln wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der zugrun-
deliegende semantische Bereich D durch die Menge aller Paare gegeben ist, die aus einer
Kripke-Struktur IC : State — (P(State)xP(At)) und einem Zustand s € State bestehen.

Aufgabe Zeigen Sie (1)-(4) aus Kapitel 6 fiir modallogische Formeln.
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IC = (0, 8) heifst endlich verzweigt (finitely branching), wenn fiir alle s € State die
Menge 6(s) endlich ist.

7.1 Ubersetzung modallogischer in aussagenlogische Formeln

Ist IC endlich verzweigt, dann lasst sich die Frage, ob IC eine modallogische Formel ¢
im Zustand s erfiillt, dadurch beantworten, dass man die Zustandsformel (¢, s) in eine
aussagenlogische Formel iiber At x State iibersetzt und anschliefsend in der Bitalgebra
auswertet. Der Ubersetzer

ml2al : Thp(At) x State — Tar(At x State)

ist wie folgt induktiv definiert:
Fir alle x € At, s € State, ce {L, T}, ® € {V,A\,=} und ¢, € Ty(At),
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ml2al(c, s)
ml2al(—y, s)
ml2al(p @ 1, s)
ml2al(0yp, s)
ml2al(Op, s)

ML

AV4
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(x, s),

—ml2al(p, s),

ml2al(p, s) @ ml2al (1, s),
N{mi2al(p,s") | s" € §(s)},
\VA{mli2al(p,s) | s € §(s)}.

mi2al

Zustandsformel Uber At
= (ML-Term Uber At, Zustand)

> AL

X ) X3

Sq S S3

aussagenlogische Formel
(= AL-Term)
Uber At x State
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Auf semantischer Ebene wird eine Kripke-Struktur IC in die aussagenlogische Belegung
hi =aep uncurry(x o gg) : At x State — 2

transformiert.

Satz 7.1 (Korrektheit von mi2al)

Fiir alle Kripke-Strukturen IC mit Zustandsmenge State, s € State und modallogischen
Formeln ¢ gilt:

Kksp < he b mi2al(,s), (1)

in Worten: IC erfiillt die modallogische Formel ¢ im Zustand s genau dann, wenn die
aussagenlogische Belegung hy die aussagenlogische Formel mi2al(ip, s) erfiillt.

Beweis. Sei s € State. Nach Definition der modal- bzw. aussagenlogischen Erfiillbar-
keitsrelation ist (1) dquivalent zu:

s € i) & hip(migal(p,s)) = 1. 2
Wir zeigen (2) durch strukturelle Induktion iiber Ty (At).
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Fiir alle x € At,
segi(z) & segrelr)
& hi(ml2al(x,s)) = hi(z,s) = uncurry(x o gc)*(z, s)
= uncurry(x o gi)(x, s) = (x o gr)()(s) = x(gx(z))(s) =
s€ge(L)=0 & hi(mi2al(L,s)) =h(L) =0,
s € gi(T) = State < hi-(ml2al(L,s)) =hi(T) =1

Fiir alle ¢, € TML(At),

s € gp(—p) & s € State \ gi(p)

& hi-(ml2al(—p, s)) = hi(—ml2al(p, s)) = 1 — hi(ml2al(p, s)))
ind._hyp. 1-0=1

s € gkl ANY) = s € gile) Nge(¥)
& hi-(ml2al(p A, s)) = hi-(ml2al(p, s) A ml2al(v), s))
= min{hj(mi2al(p, 5)), hi(mi2al(v, s))} "*=" 1,
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s € grlp V) & s € gilp) Ugi(d)
& hi-(ml2al(p V 1, s)) = hi-(ml2al(p, s) V mi2al(1), s))
= max{hi(ml2al(p, s)), hix(ml2al(, s))} ma_bup-

s € grlp =) & s e (State \ gilp)) U gi(¥)
& hi(ml2al(p = 1, s)) = hi-(ml2al(p, s) = mi2al(v, s))
= max{l — hi-(mi2al(p, s)), hi-(ml2al(, s))} ma_bup-

s € gp(Op) & 0(s) Cyi(p) & Vs edls): s egile)
& hi(ml2al(Og, s)) = hi(A{ml2al(p,s") | s € i(s)})

= min{hi-(ml2al(p,s')) | s € 6(s)} nd_hop min{l,..., 1} =1,

s € gi(Cp) & d(s)Ngr(p) #0 = T &' €dls): 8" € gilyp)
& hi(ml2al(Cp, s)) = hi(\/{ml2al(p,s") | s € 6(s)})

= max{h(ml2al(p,s')) | s € (s)} nd_hop maz{...,1,...} = 1.

)

)
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Beispiel 7.2 “Murmelspiel”

Sei State = 23, At = {x1, 19, 23}, K = (4, B) : State — P(State) x P(At) mit
5(001) = {100,010}, §(010) = {001,110}, §(100) = {110,010},
5(110) = {001,101}, §(101) = {010,110}, 6(000) = §(011) = 6(111) = 0

und fiir alle ajasas € State, B(ajasas) = {x; | a; = 1, 1 < i < 3}. Die Werte von
x1, T2, x3 reprasentieren die jeweiligen Stellungen dreier Weichen auf dem Weg einer Mur-
mel (siehe |34|, Abschnitt B 5.1).

001 I=x_3

100 I=x_1 010I=x 2
t

Von Expander? erzeugter Transitionsgraph von IC inkl. die Zustinde erfiillende Atome

(\

101I X_1,x 3
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Dann gilt

ml2al(<><O0xs, 001)
= ml2al(C0Ox3, 100) V ml2al(<C0Ox3, 010)
= ml2al(0Ox3,110) V ml2al(0Ox3,010) V ml2al(0Ox3,001) V ml2al(0Oxs, 110)
= ml2al(0Ox3,110) V ml2al(Ox3,010) V ml2al(Dxs,001)
= ml2al(x3,001) A ml2al(xs, 101) V ml2al(xs, 001) A ml2al(xs, 110)
V ml2al(x3, 100) A ml2al(zs,010)
— (23,001) A (x3,101) V (3, 001) A (3, 110) V (3, 100) A (3, 010) (3)

Die o.g. Belegung hy : At x State — 2 (s.0.) hat hier folgende Werte: Fiir alle 1 <7 <3
und aqasas € State,

hic(@i, arasas) = uncurry(x o gi) (@i, mazas) = (x © g )(@i)(a1azas)
= x(gk(x;))(ar1aza3) = x({b1babs € State | x; € 5(b1babs)})(arazas)
= x({b1bob3 € State | b; = 1})(araza3) = a;. (4)
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Daraus folgt:

hi-(ml2al(&<OOx3,001))
Y B (3, 001) A (23, 101) V (3,001) A (3, 110) V (3, 100) A (3, 010)
— hi(23,001) A2 B (23, 101) V2 B (23,001) A2 B(23, 110)

V2 (3, 100) A% hi-(z3,010)
= hi(x3,001) A* hic(s, 101) V? hic(3,001) A? hie(xs, 110)

V2 (3, 100) A? hi(z3,010)
DIAZIVEIA2Z0VZ0A20 = 1.

Also ist (K, 001) nach Satz 7.1 ein Modell von &<O0Ozs.
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001

/

100 010

Y
-

Transitionsgraph von KC mit griimer Markierung aller Zustinde von K, die O<0xs
erfilllen, also aller Elemente von gi(O<C0Oxs)

Das Beispiel ist typisch fiir die Bildung vieler Zustandsmengen: Jeder Zustand ist ein
Tupel von Werten (hier: 0 oder 1) einzelner Atome (hier: x;, o oder x3). Man nennt
solche Atome auch Zustandsvariablen.
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Die Transitionsfunktion ¢ ldsst sich dann auch als Flussgraph darstellen, dessen Pfade
von der Wurzel zu einem Blatt alle moglichen Zustandsédnderungen wiedergeben, und
zwar in Form der Zuweisungen auf dem jeweiligen Pfad. Im Beispiel sieht der Flussgraph

folgendermafen aus:

choose

x1 =07 X2 = O’?

Y o

x1:=not(x1)| [x1 :=not(x1)| |x2 :=not(x2)| |x2 :=not(x2)
Y

\\»xs:o X3 =1

Y
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Aufgabe Sei IC : State — (P(State) x P(At)) eine Kripke-Struktur und z,y € At.
Zeigen Sie, dass die ML-Algebra Pow(6) alle in der Bitalgebra giiltigen A L-Gleichungen
und dariiberhinaus folgende ML-Gleichungen erfiillt:

—-Or = 0—a Oz = O (negM)
Oz Vy) =0z VvV Oy O(x Ay) = 0Ox A Qy (distDia/distBox)

Eine modallogische Formel heift Negationsnormalform tiber At (NNF), wenn = in
ihr nicht vorkommt und — nur direkt vor Atomen.

Der Beweis von Satz 6.1 (8) ldsst sich leicht zu einem Beweis dafiir fortsetzen, dass jede
modallogische Formel iiber At zu einer NNF (BE U negM )-aquivalent ist.

7.2 Tableaukalkiil

Fortan nennen wir eine Zustandsformel (¢, s) Zustandsatom bzw. Zustandsliteral,
wenn ¢ ein Atom bzw. Literal ist.
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IC erfiillt eine Transition (s, s'), geschrieben: IC = (s, s'), wenn s’ zu §(s) gehort.

Die Erweiterung des aussagenlogischen Tableaukalkiils um Regeln fiir die modalen Ope-
rationen <& und O dient dem Beweis der Erfiillbarkeit einer gegebenen Zustandsformel. 6
wird schrittweise im Laufe des Ableitungsprozesses aufgebaut.

Demgegeniiber geht Model checking von einer Kripke-Struktur K aus und priift die
modallogischer Formeln fiir genau diese Kripke-Struktur. Hier kann der Tableaukalkiil
dazu dienen festzustellen, ob es fiir eine gegebene Formel ¢ iiberhaupt einen Zustand s
mit IC =5 ¢ geben kann. Diese Frage lédsst sich allerdings i.d.R. einfacher beantworten,
indem man g¢i-(¢) auf Leerheit testet.

Der Tableaukalkiil wird deshalb eher in einem Szenario angewendet, in dem die Details
der vom Kalkiil konstruierten Kripke-Struktur keine Rolle spielen. Dann werden O und
<& meistens auch ohne direkte Verwendung einer Transitionsfunktion interpretiert; statt-
dessen werden Oy und <Oy als Maglichkeit bzw. Notwendigkeit der Giltigkeit von ¢
betrachtet.
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Sei State eine mindestens abzahlbar unendliche Menge von Zustanden. Fiir alle Zustands-
formeln ¢ nennen wir den Ausdruck box(p) eine besuchte Box-Formel.

Ein (modallogisches) Tableau ist ein endlicher Baum ¢, dessen Knoten mit T, einer
Transition, einer Zustandsformel oder einer besuchten Box-Formel markiert sind (siehe
Knotenmarkierte Baume).

Ein Knoten w von t heifst geschlossen, wenn es zwei Knoten v < w und v < w gibt mit
m(t(u)) =2 —mi(t(v)) und mo(t(u)) = m(t(v)). w heift offen, wenn w nicht geschlossen
ist.

t heilkt geschlossen, wenn alle Bléatter von ¢ geschlossen sind. ¢ heikt offen, wenn ¢ nicht
geschlossen ist.

Eine Kripke-Struktur I erfiillt ¢, geschrieben: K |= ¢, wenn es ein Blatt w von t gibt
mit I | ¢ fiir alle Zustandsformeln und Transitionen ¢ € t(path(e, w)).

Eine Folge (t1,...,t,) von Tableaus heifst (modallogische) Tableau-Ableitung von ¢,
aus tq, wenn
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e {1 ein mit einer Zustandsformel markiertes Blatt ist,

o fiir alle 1 < i < n t; durch Anwendung einer Tableauregel (siehe unten) aus ¢; 4
gebildet ist,

o {, gesdttigt (saturated) ist, d.h. auf ¢, ist keine Tableauregel anwendbar, m.a.W.:
alle noch nicht besuchten Zustandsformeln von ¢,, sind Zustandsliterale.

Ist t,, geschlossen, dann heifst (¢4, ... ,t,) Tableau-Widerlegung.

Wir schreiben ¢ 7 ¢/, falls es eine Tableau-Ableitung von t' aus ¢ gibt.

Fiir alle s € State und w € N* sei
boxres(s,t,w) = {p € Tyr(At) | es gibt v < w mit t(v) = box(p, s)},
succs(s,t,w) = {s’ € State | es gibt v < w mit t(v) = (s,5')}.

e o gehort genau dann zu boxes(s,t, w), wenn box(s, ) einen Vorgénger von w mar-
kiert.

e 5’ gehort genau dann zu suces(s,t,w), wenn (s, s’) einen Vorgénger von w markiert.
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Modallogische Tableauregeln Seit ein Tableau und w ein Knoten von ¢. Wir nennen

ihn den Redex der jeweiligen Regelanwendung, die ¢ in das neue Tableau t" transfor-

miert.

e V-Regel Seit(w) = (¢ V1, s). Fir alle u € N¥

t'(u) =gef §

(T falls v = w,

(p,s) falls u =00 und v € leaves(t, w),
(¢, s) falls u = vl und v € leaves(t, w),

| t(u) sonst.

e N\-Regel Sei t(w) = (p A1), s). Fiir alle u € N¥,

t'(u) =aef S

(T falls © = w,

(p,s) falls u =00 und v € leaves(t, w),
(¢, s) falls u =000 und v € leaves(t, w),

| t(u) sonst.
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o O-Regel Sei t(w) = (Op, s) und s € State komme in ¢ nicht vor. Fiir alle u € N*,

y

T falls u = w,

(s,5") falls u =00 und v € leaves(t, w),
V(u) = < (p,s") falls u =000 und v € leaves(t, w),
T (g, 8) falls u = 00007, v € leaves(t, w),

{01, pn} = boxes(s,t,v) und 1 < i < n,

| t(u)  sonmst.

e [-Regel Sei t(w) = (Op, s). Fiir alle u € N*,

( box(p,s) falls u = w,

. (¢,5;)  falls u = 00", v € leaves(t,w),
t(u) =aer 4 .
{s1,..., 8} = suces(s,t,v) und 1 <7 < n,

| t(u) sonst.
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Aufgabe Die Gleichungen von negAL und negM legen weitere Tableauregeln nahe, die
zusammen mit den beiden obigen nicht nur NNFs, sondern beliebige modallogische For-
meln verarbeiten konnen. Wie lauten die zuséatzlichen Regeln?

Lemma 7.3 Ein geséttigtes Tableau t ist genau dann erfiillbar, wenn es offen ist.

Beweis. Sei t erfiillbar. Dann gibt es eine Kripke-Struktur
IC . State — P(State) x P(At)
und ein Blatt w von ¢, das von IC erfiillt wird.

Seien ® = {(x1,51), ... (Tm, Sm)} und {(—y1, $1), ..., (—Yn, s,) } die Mengen der positiven
bzw. negativen Zustandsliterale von t(path(e, w)). Dann gilt fiir alle 1 < i < m,

gr(xi)(si) = gi(i)(si) = 1,
und fiir alle 1 <17 < n,

~*(gxc(yi)(s1) = (g (yi) (1) = gic(=wi)(s) = 1,

also gi(y;)(s:) = 0. Daraus folgt, dass ® und {(y1,s}), ..., (yn, s,,)} disjunkt sind.
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Fiir alle Knoten v < w und v < w, s € State und Literale ¢, ¢ mit t(u) = (p, s) und
t(v) = (1, s) gilt demnach @ # —1p. Also ist ¢ offen.

Sei t offen. Dann gibt es ein Blatt w von ¢ mit der Eigenschaft, dass fiir je zwei Knoten
u < wund v < w, s € State und ein Literal ¢ mit t(u) = (¢, s) und t(v) = (¥, s)

Seien R; die Menge der Transitionen und Ry = {(x1, s1), - .. (Tm, Sp)} und
{(=y1,81), -+, (—yn, )} die Mengen der positiven bzw. negativen Zustandsliterale von
t(path(e, w)).

Sei KC = (mkfun(Ry), mkfun(R; ")) (siehe Isomorphien). Wir zeigen, dass K t erfiillt. Da
t offen ist, sind g und {(y1,s}), ..., (yn, s,)} disjunkt. Daraus folgt fiir alle 1 <i < m,

g (i) (si) = gre(zi)(s;) = 1,
und fiir alle 1 <17 < n,

gx(yi)(s7) = =gk (Wil (s1) = ~*(gx(wi)(s7) = =*(0) = 1.
Also erfiillt I alle Formeln von t(path(e, w)), d.h. K erfiillt t. EI
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Fiir alle Tableaus ¢, ¢ definieren wir:

= t(w) falls ¢(w) Zustandsliteral ist,
t <t &gy firalew e N, t(w)q € {t(w),box(p,s)} falls t(w) = (O, s),
| € {t(w), T} sonst.

Sei (ti1,...,t,) eine Tableau-Ableitung. Da jede Anwendung einer Tableauregel keine
Knoten entfernt, sondern hochstens neue Knoten an vorhandene Blatter anhangt, gilt
t; <t fiirallel <7 <n.

Satz 7.4 (Korrektheit modallogischer Tableau-Ableitungen)
Sei I = (0, B) eine Kripke-Struktur.

(i) Aus t 7t und K = ¢ folgt K ¢,

(i1) Sei t’ geschlossen. Dann ist ¢ unerfiillbar.

Beweis. (i): Sei (t1,...,t,) eine Tableau-Ableitung von t’ aus t. Wir zeigen, dass fiir alle
1<i<nKEt,aus K | t; folgt.
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Sei I = ;. Dann gibt es ein Blatt v von t¢; derart, dass K alle Zustandsformeln und
Transitionen von t;(path(e,v)) erfiillt. Ist v auch ein Blatt von ¢;,1, dann folgt I = t;14
aus t; < t;a11.

Andernfalls gilt w < v fiir den Redex w der Regelanwendung, die von ¢; zu t;,q fiihrt,
und es gibt einen Teilbaum ¢, von ¢;,1, der das Blatt v von ¢; ersetzt.

Angenommen,

es gibt ein Blatt v' von t, derart, dass K alle Zustandsformeln

und Transitionen von t,(path(e,v")) erfiillt.

Dann erfiillt K auch alle Zustandsformeln und Transitionen von ¢;,1(path(e, v")).
Also gilt IC = 1;11.

Zu zeigen bleibt (1).

Fall 1: t;; 1 wurde durch Anwendung der V-Regel aus ¢; gebildet.

Dann gilt fiir alle u € N*,
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(0, 5) falls u = 0,
to(u) =ger § (¥, 5) falls u =1,
ti(u) sonst.

Aus K = ti(w) = (p V1, s) folgt K = (¢, s) = t,(0) oder K = (¢,s) = t,(1). Also gilt

(1) fiir o' = 0 oder v' = 1.
Fall 2: t;; 1 wurde durch Anwendung der
Dann gilt fiir alle u € N*,

to(u) =def

|

(
\ t
Aus K = ti(w) = (p A, s) folgt K |= (¢
(1) fiir o' = 11.

Fall 3: t;; 1 wurde durch Anwendung der
Sel {901, ce

A-Regel aus t; gebildet.

©,s) falls u =0,
Y, s) falls u = 00,
(u)

,5) =1t,(0) und K |= (¥, s) = t,(00). Also gilt

i sonst.

u

O-Regel aus t; gebildet.

,ont = boxes(s,t,v). Dann gilt fir alle u € N*|
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( (s,5") falls u =0,
,s') falls w = 00,
tv(“) —def < <(70 ? ) .
(p;,8") falls 1 <7 <nund u = 000,
t
\

i(u)  sonst.

Aus K E ti(w) = (O, s) folgt, dass es s’ € d(s) mit K = (v, ') gibt. Demnach gilt
KE (s,8) =1t,(0) und K E (¢, ") = ,(00).

Sei 1 < i < mn. Daesu < wvgibt mit t;(u) = (O, s), gilt £ = (Og;, s), also wegen
(s,5") € § auch K |= (¢4, ') = t,(000%). Demnach gilt (1) fiir o' = 000".

Fall 4: t;y 1 wurde durch Anwendung der O-Regel aus ¢; gebildet.
Sei {s1,...,8,} = succs(s,t,v). Dann gilt fiir alle u € N*,

(¢,5;) falls1 <i<nundu =0,

to(u) =aer

ti(u) sonst.
Aus K | t;(w) = (O, s) folgt, dass fiir alle s € §(s) K | (¢, s') gilt.
Sei 1 < i < n. Daesu < v gibt mit t;(u) = (s,s;), gehort (s, s;) zu §. Daraus folgt
K E (¢, s;). Demnach gilt (1) fiir o' = 0"
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(ii): Da t’ geschlossen ist, folgt aus Lemma 7.3, dass t’ unerfiillbar ist. Also ist wegen (i)
auch ¢ unerfiillbar. 3

Satz 7.5 (Vollstandigkeit modallogischer Tableau-Ableitungen)

Sei (¢, s) eine unerfiillbare Zustandsformel und ein erstes Tableau wie folgt definiert: Fiir
alle w € N*,
,s) falls w = e,
b(w) = { (¢, 5)

* sonst.

Dann gibt es eine Tableau-Widerlegung (t1, ..., t,).

Beweis. Wiederholte Anwendungen der Tableauregeln fithren von #; zu einem gesattigten
Tableau t, weil jede Regelanwendung die Knotenanzahl eines Tableaus zwar erhoht, die
Multimenge der Grofen aller noch nicht besuchten Zustandsformeln jedoch verkleinert,
so dass irgendwann ein Tableau ohne solche Formeln, also ein gesattigtes Tableau, er-
reicht ist, m.a.W.: es gibt eine Tableau-Ableitung (¢4, ...,t,). Es bleibt zu zeigen, dass
t,, geschlossen ist.
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Wir fithren den Beweis durch Kontraposition, nehmen also an, dass ¢, offen ist. Da t,
gesattigt ist, folgt aus Lemma 7.3, dass t,, erfiillbar ist, d.h. es gibt eine Kripke-Struktur
IC = (4, 3) mit K = t,, also ein Blatt w von ¢,, derart, dass K alle Zustandsformeln und

Transitionen von t,(path(e, w)) erfiillt.

Sei ' = (0, 5) mit §'(s) = {s' € d(s) | (s,8') € t,(path(e,w))} fiir alle s € State.
Da jede Zustandsformel von ¢, ein Zustandsliteral ist, also keine modalen Operationen
enthalt, deren Giiltigkeit von ¢ abhangen konnte,

erfiillt auch K alle Zustandsformeln und Transitionen von t,(path(e,w)).  (2)

Wir zeigen zunéchst durch Induktion iiber £k = n — ¢, dass es fiir alle 1 < ¢ < n ein Blatt
v < w gibt derart, dass

K alle Zustandsformeln und Transitionen von t;(path(e, v)) erfillt. (3)

Fall 1: k= 0. Dann ist ¢ = n. Also folgt (3) aus (2).

Fall 2: k > 0. Dann ist ¢ < n und nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Blatt v < w
von ;41 derart, dass K’ alle Zustandsformeln und Transitionen von ;1 (path(e, v)) erfiillt.
Nach Konstruktion von ;1 aus t; gibt es ein Blatt u < v von ¢;. Es bleibt zu zeigen, dass

K" alle Zustandsformeln und Transitionen von ¢;(path(e, u)) erfiillt. (4)
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Sei v/ < w und t;(u') eine Zustandsformel oder Transition.

Fall 2.1: t;(u') = t;p1(v'). Wegen v’ € path(e,v) folgt I = ¢;(u/).

Fall 2.2: Es gibt ¢ € Ty(At) und s € State mit t;(u') = (@, s) und t; 1 (u') = T.

Fall 2.2.1: ¢ = (¢’ V). Dann fiihrt eine Anwendung der V-Regel von t; nach ¢;,1, d.h.
es gibt v' > v mit v < w und t;11(v") € {(¢',s), (¥, s)}. Wegen v € path(e, w) folgt
K'E= (¢ s) oder K |= (¢, 5), also K = (o' Vi, 5) = (¢, 5).

Fall 2.2.2: ¢ = (¢’ A1). Dann fiihrt eine Anwendung der A-Regel von ¢; nach ¢;,1,
d.h. es gibt v/, 0" > v mit v, V" < w, t;1(V") = (¢, s) und t;.1 (V") = (3, s). Wegen
V', 0" € path(e, w) folgt K' = (¢, s) und K' |= (1, s), also ' = (¢ A, s) = (¢, s).
Fall 2.2.3: ¢ = <1p. Dann gibt es v/ > v, v > v und §' € State mit v',v" < w,
tiri(v') = (s,8) und t;.1(v") = (s',9). Wegen o', v" € path(e,w) folgt s € §(s) und
K'= (1, 8), also £ = (O, 5) = (0, 5).

Fall 2.3: ¢ = 0¢ und t;41(u") = box(1), s). Sei d(s) = {s1,...,s,}. Nach Konstruktion
von K' und (tiy1...,t,) gibt es uy, ..., u; € t,(path(e,w)) mit t,(u;) = (¢, s;) fiir alle
1 < i < k. Daraus folgt K' = (¢, s;) fir alle 1 <i <k, also = (Oy, s) = (¢, ).

Da u’ € path(e, u) beliebig gewdhlt wurde, haben wir (4) gezeigt, womit der Beweis von
Fall 2 des Induktionsbeweises von (3) beendet ist.
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Damit gilt (3) insbesondere fiir ¢. Also erfiillt X' die Zustandsformel ¢1(€) = (¢, s). 4 4

Erfiillbarkeitstest fiir modallogische NNF's
Sei (¢, s) eine NNF.

Wende Tableauregeln in beliebiger Reihenfolge auf das durch t1(€) = (¢, s) und t1(w) = *
fiir alle w € N7 definierte Tableau an, bis ein gesattigtes Tableau ¢ erreicht ist.

Priife, ob ¢ offen ist. Wenn ja, ist ¢ — nach Lemma 7.3 — erfiillbar. Wenn nein, ist ¢ —
ebenfalls nach Lemma 7.3 — unerfiillbar. Im ersten Fall folgt aus Satz 7.5, dass (¢, s) er-
fiilllbar ist. Im zweiten Fall folgt aus Satz 7.4 (ii), dass t1, also auch (¢, s) unerfiillbar ist.d

Wie im aussagenlogischen Fall wird der Test effizienter, wenn man nicht erst im gesét-
tigten Tableau nach offenen Blattern sucht, sondern schon vorher Teiltableaus entfernt,
deren Pfade komplementare Literale enthalten. Dazu muss der Kalkiil um folgende Re-
geln erweitert werden, die alle Unterbaume ¢’ von ¢ durch ein Blatt mit der Markierung
| ersetzen, sofern die Wurzel w von ¢ mit einem Literal ¢ und ein Vorginger von w in
t mit dem zu ¢ komplementaren Literal markiert ist:
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e Atomregel Sei t(w) = (¢, s) ein Zustandsatom. Fiir alle u € N*,

(| falls u > w und t(u) = (—p, s),
t'(u) =gy § *  falls es v > w gibt mit t(v) = (=, s) und u > v,

\ t(u) sonst.

e Literalregel Sei t(w) = (-, s) ein Zustandsliteral. Fiir alle u € N,

(| falls u > w und t(u) = (¢, s),
t'(u) =gy § *  falls es v > w gibt mit t(v) = (p,s) und u > v,

\ t(u) sonst.

Aufserdem ist in den anderen Tableauregeln die Menge leaves(t,w) der von w aus er-
reichbaren Blétter von £ auf diejenigen zu beschrinken, die nicht mit 1 markiert sind.

Schlieflich wird der Erfiillbarkeitstest fiir NNFs zu einem Erfiillbarkeitstest fiir beliebige
modallogische Formeln, wenn er die oben erwahnten, aus den Gleichungen von negAL
und negM gebildeten Tableauregeln mitverwendet.
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Beispiele (|34], Abschnitt B 6.2) Sei State = {s1, 2,53, ... }.
1. Sei At = {z}. == Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel
(OCz A O(x = O-x), 1)

Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel von jeder Kripke-
Struktur (5, 5) mit §(s1) = {sa2}, 0(s2) = {s3}, d(s) = 0 fiir alle s € State \ {s1, s2} und
x € B(s3) \ B(s9) erfiillt wird.

2. Sei At = {z,y}. = Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel
(Cx AO-yA(x = vy),s1)

Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel von jeder Kripke-
Struktur (4, ) mit d(sy) = {s2}, d(s1) = {s3}, d(s) = 0 fiir alle s € State \ {s1, s2},
x € B(s9) \ B(s3) und y & B(s2) U B(s3) erfiillt wird.

3. Sei At = {z,y}. = Erfiillbarkeitstest der Zustandsformel
(O(x = y) Az A Oy, s1)
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Aus dem letzten Tableau der Ableitung ergibt sich, dass die Formel unerfiillbar ist.
Dementsprechend ist ihre Negation erfiillbar, und zwar — wie ihr = Erfiillbarkeitstest
zeigt — von jeder Kripke-Struktur (4, 8) mit

e i(s1) = {sao}, x € B(s2) und y & B(s2), oder
e )=, oder

o §(s1) = {s3} und y € B(s3).

Wer selbst solche Tableau-Reduktionen erzeugen will, installiere Haskell, lade das Painter-
Paket herunter, starte ghct, lade das Programm Tubleau.hs aus dem Paket und berechne
Tableaus fiir modallogische Formeln durch entsprechende Aufrufe der Haskell-Funktion
reduceTab (siche Beispiele am Ende von Tableau.hs).

Da jedes Tableau hochstens endlich viele Transitionen enthéalt und jedes Tableau, auf das
eine Regel angewendet wird, die es um eine Transition (s, s’) erweitert, s’ nicht enthélt,
schliefen wir aus den Sétzen 7.4 (ii) und 7.5, dass jede erfiillbare Zustandsformel ein
endliches Baummodell hat, das ist eine Kripke-Struktur mit endlicher Zustandsmenge,
deren Transitionsfunktion ¢ folgende Eigenschaft hat:

Fiir alle s € State, |d(s)| < 1.
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7.3 Zustandsaquivalenzen

Wie oben schon erwéahnt wurde, sind Kripke-Strukturen black-box-Modelle: Ein Zustand
ist nicht wie ein Term aus Konstruktoren zusammengesetzt und lasst sich daher nicht
anhand seines jeweiligen Aufbaus von anderen Zustidnden unterscheiden. Stattdessen ist
die Gleichheit oder Ungleichheit von Zustanden nur indirekt erkennbar, indem man mit
ihnen experimentiert, d.h. im Fall von Kripke-Strukturen d und [ solange anwendet,
bis die Ergebnisse der Anwendung das gleiche oder ungleiche Verhalten der getesteten
Zustande offenbart.

Das fithrt zu einer coinduktiven Definition der K-Verhaltensaquivalenz (behavioral
equivalence, bisimilarity) ~x von Zustanden der Kripke-Struktur

IC = (0, 8) : State — P(State) x P(At)
bzgl. folgender Schrittfunktion Fi : P(State”) — P(State”) (siehe Kapitel 4):
Fiir alle R C State?,
Fi(R) = {(s,s") € State* | B(s) = B(s),
Vted(s) It eds): (t,t)eR,
Vi ed(s)Iteds): (t,t') e R}
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Eine Fi-dichte Teilmenge von State® heifst C-Bisimulation.
~ ist definiert als grofte KC-Bisimulation, m.a.W.: ~ =4 gfp(Fi).
Zwei Zusténde s, s € State heifen K-verhaltensiquivalent, wenn (s, ') zu ~y gehort.

Aufeabe Zeigen Sie, dass die Diagonale von State* eine K-Bisimulation ist.

Satz 7.5 ~ ist eine Aquivalenzrelation (siche Kapitel 5).

Beweis. Sei ~! der Aquivalenzabschluss von ~, das ist die kleinste Aquivalenzrela-
tion, die ~x enthalt. Wir nehmen an, dass

N,ecq eine JC-Bisimulation ist. (1)

Da ~ die grofte K-Bisimulation ist, folgt aus (1), dass ~¢! in ~ enthalten ist. Ande-
rerseits ist ~x nach Definition von N,ecq in N,ecq enthalten. Beide Relationen stimmen also
iiberein, so dass mit ~/ auch ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Zu zeigen bleibt (1), d.h. fiir alle (s, ') € State* muss folgende Implikation gelten:
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 B(s) = B 2
s~ds = S Vted(s)It eds) t~d (3)
\‘v’t’65(5’)5|t€5(8):tw,%qt’. (4)

Beweis von (1)-(3). Nach Definition von ~? stimmt diese Relation mit Ifp(G) tiberein,
wobei G« P(State?) — P(State?) wie folgt definiert ist: Fiir alle R C State?,

G(R) = ~rUAga U{(s,s) | (s,8) € R} U{(s,s") | Fs":(s,8"),(s",s) € R}.
Offenbar gelten (2)-(4) genau dann, wenn
R =q {(s,8) € State® | (s,s') erfiillt (2)-(4)}

~ enthélt. Nach Satz 4.2 (iii) ist Ifp(G) = ~;! in jeder G-abgeschlossenen Teilmenge
von State? enthalten. Also gelten (2)-(4), wenn R G-abgeschlossen ist.

Sei (s,5") € G(R).

Fall 1: s ~x s'. Daraus folgt (s, s') € R, weil ~ eine K-Bisimulation und in ~§¢ enthalten
1st.

Fall 2: s = s'. Daraus folgt (s, s') € R, weil die Diagonale von State? eine JC-Bisimulation
und in ~4¢ enthalten ist.
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Fall 3: (¢',s) € R. Dann gilt B(s") = B(s), fiir alle ¢’ € 0(s’) gibt es t € d(s) mit ¢ ~ ¢
und fir alle t € 0(s) gibt es t' € §(s') mit t' ~}7 ¢. Daraus folgt (s,s') € R, weil die
Diagonale von P(At)? und ~ symmetrisch sind.

Fall j: Es gibt s” € State mit (s,s"),(s",s') € R. Dann gilt 8(s) = 5(s ”) = [B(s'), fur
alle t € d(s) gibt es ¢t € §(s”) mit t ~ 7 ¢, fiir alle ¢ € 0(s”) gibt es t € §(s) mit
t ~ 2t fiir alle t” € 0(s") gibt es ¢’ € §(s') mit t” ~ 7 ¢ und fiir alle ¢’ € 5( ') gibt es
t" € 6(s") mit t” ~ ¢'. Daraus folgt (s, s') € R, weil dle Diagonale von P(At)? und ~3
transitiv sind.

Damit haben wir gezeigt, dass R G-abgeschlossen ist. EI

JC-Bisimulationen setzen Zustande ein und derselben Kripke-Struktur in Beziehung. Eine
allgemeinere Definition erlaubt den Vergleich von Zustédnden zweier Kripke-Strukturen

K ={(8,8): State — (P(State) x P(At)), K' = (8,8 : State’ — (P(State’) x P(At))
mit denselben Atomen, aber moglicherweise verschiedenen Zustandsmengen:
R C State x State’ heifst K, K'- Bisimulation, wenn R Fi x-dicht ist, wobei

Fic s - P(State x State’) — P(State x State’)

wie folgt definiert ist:
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Fiir alle R C State x State’,

Fir(R) = {(s,d') € State x State’ | B(s) = B(s),
Vted(s)dt eo(s): (t,t) € R,
Vi edis)Itedls): (t,t') € R}.

Eine Funktion h : State — State’ heifit Kripke-Morphismus, wenn das folgende Dia-
gramm kommutiert:

State —’C> P(State) x P(At)

h = h xid

/

State’ i P(State’) x P(At)

In Worten: A ist ein Kripke-Morphismus, wenn A jeden Zustand s € State auf einen
Zustand s’ € State’ abbildet, der dieselben Atome erfiillt wie s, sowie jeden direkten
Folgezustand von s auf einen direkten Folgezustand von .
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Kripke-Morphismen sind fiir Kripke-Strukturen offenbar das, was »-Homomorphismen
fiir 3-Algebren sind. Dementsprechend sind zwei Kripke-Strukturen I und X' Kripke-
isomorph, wenn es Kripke-Morphismen ¢ : K — K’ und b : K" — I mit go h = id g,
und h o g = idgsae gibt.

Aufgabe Zeigen Sie, dass h : State — State’ genau dann ein Kripke-Morphismus ist,
wenn der Graph von h (siehe Abschnitt 3.2) eine IC, K'-Bisimulation ist.

Die grofste IC, K'-Bisimulation heifst IC, K'-Verhaltensdquivalenz und wird mit ~ x
bezeichnet. Offenbar ist ~x x = ~x.

s € State und s’ € State’ heifen elementar K, K'-aquivalent, wenn K im Zustand s
dieselben modallogischen Formeln erfiillt wie K’ im Zustand s’

Die Menge aller Paare elementar I, K'-dquivalenter Zustdnde bezeichnen wir mit ~
im Fall L = K" mit ~.
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Satz 7.6 Hennessy-Milner-Theorem
Seien K und K’ endlich verzweigt. Dann gilt ~x o0 = ~x .
Beweis. Wir zeigen zunéchst:
~ek S Rk (1)

(1) folgt aus der Definition elementarer K-Aquivalenz und folgender Eigenschaft:
Fiir alle ¢ € Ty(At) und s, s" € State gilt:

s~k s = (s € grlp) & 8" € guly)). (2)
Beweis von (2) durch strukturelle Induktion iber Ty (At):

Sei s ~i xr s'. Dann gilt fiir alle z € At,

sk

s € gilx) =gr(z) & zepls) = F¢) o s cgol)=gul@)
Fiir alle ¢, € TML(At>,

ind. h
s € gp(—p) = State \ gi(p) " s’ € State’ \ gi(p) = gl (—p)(s),

s € gilo AY) = ge(®) N ge(9) "B ¢ € g() N gi(W) = giulp A ),
( g

s € gilp Vi) = gi() U gp(9) "B ¢ € gilp) U g (v) =
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Wegen s ~ g s gilt
Vied(s)It €d(s) t~pt und Vied(s)Ited(s): trppt. (3)

Daraus folgt

(3), ind. hyp. « *
= 5/(8/) C g,C/(SO) & s'e g,C/(DQO),

() N gii(p) #0 < 8 € giul(Op).

s € gp(Op) & d(s) C gi(p)

s € gx(Cp) & 0(s)Ngxlp ) £0°

Zu zeigen bleibt die Umkehrung von (1):

), md hyp.

e S~k

Da ~ g die grokte K, K'-Bisimulation ist, geniigt es zu zeigen, dass = x eine solche
ist, dass also folgende Implikation gilt:

(
B(s) = B'(s), (4)

sr s = A Vted(s)It ed(s) trgpt, (5)
\ Ve 5/(5,) dt ¢ 5(8) ot KK t. (6)

Sei s i §'. Zunédchst erhalten wir (4) wie folgt: Fiir alle z € At,

x € B(s) & s€gr(r)=gi(zr) & §€gur)=gplx) & xepf(s).
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Ab hier folgen wir dem Beweis von [8], Satz 3.17, und zeigen (5).

Sei t € d(s) und S; = {u € d'(s) | t %k u}. Dann gibt es fiir alle u € S; eine Formel
@y € Thr(At) mit t € gi(p,) und u &€ g/ (pu).

Da K’ endlich verzweigt ist, ist ¢’(s’), also auch S, endlich und damit (K, ¢) ein Modell
von

o = Neulues)
Aus t € 6(s) folgt s € gi(Oyp), also wegen s =i v 8" auch s" € gi,(Oyp). Demnach gibt
est' € 8'(s") N gii(p).

Wiire ' in Sy, dann wére ¢’ & gi/(py), also

t' ¢ (Wgeled) | ue S} =gl N\ou | ue S} =gie). 4
t' gehort also nicht zu Sy, d.h. ¢ und ¢’ sind elementar /C, K'-Aquivalent.

Analog erhélt man (6). l:l
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Das Hennessy-Milner-Theorem zeigt die Charakterisierung der Verhaltensaquivalenz zwei-
er Zustdnde s und s als deren Ununterscheidbarkeit: s und s’ sind genau dann verhaltens-
aquivalent, wenn es keine modallogische Formel gibt, die in s einen anderen Wahrheitswert
hat als in s’

Sei IC = (6, 8) : State — (P(State) x P(At)) eine Kripke-Struktur.

Die Quotientenmenge State /~ (siehe Kapitel 5) ldsst sich zu folgender Kripke-Struktur
erweltern:

IConin = (Omin, Bimin) = State /~x — P(State/~i) x P(At)
sl = ({[s'1]s" €d(s)}, B(s))

Hier bleibt zu priifen, ob K,ui,([s]) unabhiingig vom Repriisentanten s der Aquivalenz-
klasse [s] stets denselben Wert hat, d.h. ob fiir alle s ~ t Folgendes gilt:

Omin([8]) = Omin([t]),
Bmin([3]) = Brin([2])-

~—~
o =
—_— —
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Beweis von (1). Sei[s'] € §min([s]). Nach Definition von d,,;, gibt es u € §(s) mit u ~g s
Da ~j eine KC-Bisimulation ist, existiert v € §(¢) mit u ~x v. Also folgt [s'] € dpin([t])
aus v ~g u ~g §'. Die Umkehrung ., ([t]) C dmin([s]) erhélt man analog.

Beweis von (2). Sei x € Bin(|s]). Nach Definition von B, gilt © € S(s). Da ~ eine K-
Bisimulation ist, folgt © € G(s) = B(t) = Bnin([t]). Die Umkehrung 8,,:,([t]) € dmin([s])
erhalt man analog. 4

Aufgabe Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbildung nat.  : State — State/~ (siche
Kapitel 5) ein Kripke-Morphismus ist.

Demnach ist der Graph von nat.,. eine IC, K,,;,,-Bisimulation (siche Aufgabe vor Satz

~K
7.6), also in ~ g enthalten. Folglich ist jeder Zustand s von K nach Satz 7.6 zu seiner

Aquivalenzklasse [s]., elementar dquivalent, d.h. erfiillt dieselben modallogischen For-

~K

meln wie [s].
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Approximative Konstruktion der Verhaltensaquivalenz

Der untere Kleene-Abschluss Fi oo = [, en FR(State®) von Fic stimmt nach Satz 4.9 (iv)
mit ~x = gfp(Fx) iiberein, falls er Fic-dicht ist.

Um das zu zeigen, definieren wir zunéchst die folgenden Approximationen von ~ induk-
tiv wie folgt: Fiir alle n € N,

~) = /fe”f‘(ﬂ)a

, Vted(s) It ed(s) t~,t,
~n+l — {S ~n S ‘ / / / }
Vi ed(s)Ited(s) t~,t

Lemma 7.7
Fir alle n € N, ~,, = F!(ker(()).
Beweis durch Induktion iiber n. ~o = ker(8) = F(ker(8)).

Sei s ~pi1 8t € d(s)und t' € 4(s’). Nach Definition von s ~,, 1 s gilt 8(s) = B(s') und
gibt es v’ € §(s") und v € 0(s) mit t ~,, v’ und u ~,, . Nach Induktionsvoraussetzung
folgt (¢,u'), (u,t') € Fg(ker(5)) C ker(B). Nach Definition von Fj gehort daher (s, s')
zu F{ (ker(B)).
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Sei (s, ') € Ft! (ker(B)). Nach Definition von Fi gilt
Fiet(ker(B)) = F(Fic(ker(B))) € Fy(ker(B)),

also s ~,, s’ nach Induktionsvoraussetzung. Sei t € d(s) und ¢’ € §(s’). Nach Definition
von Fi gibt es v’ € §(s') und uw € §(s) mit (¢, u'), (u,t') € Fg(ker(S)). Nach Induktions-
voraussetzung folgt ¢ ~,, «’ und u ~,, t'. Nach Definition von ~,,; gilt daher s ~, 1 s’.

Satz 7.8
Sei IC = (9, B) eine endlich verzweigte Kripke-Struktur.

Dann stimmt die /C-Verhaltensaquivalenz mit ~, = () ~, uberein.

neN

Beweis. Nach Lemma 7.7 gilt

Ficoo = Nyyen FR(State®) = N,y Fi 2 (State?)
= N,en Fe T (Fic(ker(B) N {(s, s") € State® | 4(s) = 0 < 4(s) = 0}))
= Muen Ft (Fic(ker(8))) = Myen F " (ker(8) = Myen ~nez = ~u -
Wegen ~x = gfp(Fi) bleibt nach Satz 4.9 (iv) zu zeigen, dass Fi oo = ~ Fic-dicht ist.
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Sei s ~, st € §(s) und ' € §(s'). Nach Definition von ~,, gibt es fiir alle n > 0
t € d(s’)und t, € §(s) mit t ~, 1t und t,, ~,_1 t.

Da d(s) und () endlich sind, gibt es u € §(s) und u’ € §(s') derart, dass fiir alle n > 0
kn, m, > n existieren mit ¢t ~y 1 t;m =u' und u = t,,, ~y,, 1 t, alsot ~,_1 v und
u ~,_1 t' wegen ~,,C~, fir alle m > n.

Demnach gilt ¢ ~,, v’ und u ~, t' fir alle n € N. Daraus folgt ¢t ~, v und u ~, t.
Auferdem gilt 5(s) = [(s') wegen s ~q s'. Damit ergibt sich (s,s’) € Fi(~,) aus der
Definition von Fy. Wir haben gezeigt, dass ~,, Fj-dicht ist. l:l

Dass K, unter allen Kripke-Strukturen X', deren Zustandsmenge das Bild eines Kripke-
Morphismus h : K — K’ ist, bzgl. der Anzahl der Zustdnde minimal ist, zeigt folgender
Satz:
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Satz 7.9

Sei IC endlich verzweigt. IC,in-verhaltensiaquivalente Zustéinde sind gleich. Die Anzahl der
Zustande von K,,;,, kann also nicht weiter verringert werden, ohne dass nicht verhaltens-
aquivalente Zustande miteinander verschmolzen werden.

Beweis. Nach Satz 7.8 gilt ~ = ~, = Ficoo = [),en FR(State?). Also geniigt es zu
zeigen, dass fiir alle n € N und s, s’ € State Folgendes gilt:

8] ~k,.. [s] = (s,8) € F(State?). (3)
Wir zeigen (3) durch Induktion iiber n. Wegen F2(State?) = State® gilt (3) im Fall n = 0.
Sei [s| ~i . [s']. Dann ist Bin([s]) = Bmin([s']) und fir alle [t] € Snin([s]) baw. [t] €
Omin([S]) gibt es (W] € min([S']) bzw. [u] € Opmin([s]) mit [t] ~x . [u] bzw. [u] ~k . [t'].

Also ist B(s) = B(s') nach Definition von f,,;, und fir alle t € d(s) bzw. t' € §(¢)
gibt es u' € §(s') bzw. u € §(s) mit (t,u') € FpP(State®) bzw. (u,t') € F2(State?)
nach Definition von d,,;,, und Induktionsvoraussetzung. Nach Definition von F) folgt

(s,8') € Fxe(FR(State?)) = Fir'(State?). a
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7.4 Minimierungsalgorithmus

Sei IC = (4, B) eine Kripke-Struktur mit endlicher Zustandsmenge State und < eine totale
Ordnung auf State (siehe Kapitel 5).

Nach dem sog. Paull-Unger-Verfahren wird die Approximation ~,, n € N, von ~y
iber die Funktion

M, : {(s,s') € State® | s < s’} — 1+ P(State)?, n €N,
berechnet, die folgendermafen definiert ist: Fir alle s, s’ € State mit s < ¢/,

[ (8(s),8(s")) falls B(s) = B(s"),

* sonst,

M, (s,s") falls fiir alle (S,S") € M,,(s, s") Folgendes gilt:
VteS3teS t=t'V M,(min{t, t'}, max{t,t'}) # *,
VeSS dte S t=t'Vv M,(min{t, t'}, max{t,t'}) # *,

* sonst.

My(s,s") = <

\
(

M71+1(375/) = 4

\

Wihrend ~q auf # und alle Relationen ~,, mit n > 0 auf § zugreifen, wird sowohl 3 als
auch o0 nur von My, aber von keinem M, mit n > 0 benutzt!
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M, lésst sich als Dreiecksmatrix darstellen (siehe Beispiel unten und [29], Abschnitt 2.3,
wo mit dem gleichen Verfahren deterministische Automaten minimiert werden).

Fiir alle n € Nsei R, = {(s,5) € State? | s < s, M,(s,s') # *}. Durch Induktion iiber
n erhalt man:
~n = AStazﬁe U Rn U Ry:l

Da State endlich ist, gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k& mit M, = M, also auch
R, = R, fiir alle n > k. Daraus folgt nach Satz 7.8:

—1
~NKE = N = ASmteURkUng :

Beispiel 7.10

a3 «—32 «—Dp2 <« 1 > c3 d3
c2
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Der Graph stellt folgende Kripke-Struktur IC = (§, As.0) dar:
State = {1,a2,02, 2, a3, b3, c3,d3},
0(1) = {02,03,¢2,¢3}, d(a2) ={a3, 2}, §(b2) ={a2,b3}, 6(c2) = {b2, 3},
d(s) = 0 fur alle s € {a3,b3, 3, d3}.
Wir erhalten:
~y = State’,
{Vteagaﬂeawytwwg}
~1 o= {s~o s | , , , o)
Vit eds)dted(s) : t~yt
= {1,a2,b2,c2}* U {a3, b3, c3, d3}?,
Vted(s)dt €eo(s) t~y 1,

~J = S ~ S/
2 = A5 ‘{Vﬂeagqatea@;twﬁf}}

pr— Nl
Also stimmt ~x mit ~; tiberein. Folglich ist
State /~r= {{1,a2,b2, 2}, {a3,b3,c3,d3}}
die Zustandsmenge von /C,,;p.
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Die (mit = Expander2 erstellten) ~¢ und ~; entsprechenden “Dreiecksmatrizen” M,
bzw. M; lauten wie folgt:

d3 b2 c2 b3 c3 azs ad

1| |[b2.c2,b3.e3].[]|[b2.c2,b3,c3],[b3,a2]|[b2.c2,b3.c3].[b2.63] |[b2.c2,b3.¢3].[] |[b2.c2,b3.¢3].[] | [p2.c2,b3,c3].[c2.a3]|[b2.c2,b3.¢3].[]
d3 [].[b3.a2] [].[b2.c3] (.0 (.0 [l.[c2.a3] (.0
b2 [b3,a2].[b2,c3] [b3.a2].[] [b3.a2].[] [b3,a2].[c2.a3] [b3.a2].[]
c2 [b2,¢3].[] [b2.¢3].[] [b2,c3],[c2,a3] [b2,¢3].[]
b3 (.0 [l.[c2.a3] (.00
c3 [],[CE,ES] []![]
a2 [c2,a3].[]
a3

d3 b2 c2 b3 | c3 a2 ad
1 [b2,c2,b3,c3],[b3,a2]|[b2,c2,b3,c3].[b2,c3] [b2,c2,b3,c3],[c2.a3]
a3 (0.0100.0 (.00
b2 [b3,a2],[b2,c3] [b3,a2],[c2.a3]
c2 [b2,c3],[c2,a3]
b3 (.00 [.0]
c3 (.00
azs
ad
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7.5 Verhaltensmodelle und finale Strukturen

Die Funktion, die jede Menge A auf ihre Potenzmenge P(A) abbildet, ist ein — mit P
bezeichneter — Funktor, der nicht nur Mengen auf Mengen, sondern auch Funktionen
auf Funktionen abbildet. Dabei ist P wie folgt auf Funktionen f : A — B definiert:

P(f):P(A) — P(B)
C — MC.f(C)
P darf sich Funktor nennen, weil fiir alle f : A — B und g : B — C' Folgendes gilt:

Plgof)=P(g)oP(f) und Plids) = idpa).

Allgemein bildet ein Funktor jedes Objekt und jeden Morphismus einer Kategorie auf ein
Objekt bzw. einen Morphismus derselben oder einer anderen Kategorie ab. All diese Be-
griffe entstammen der = Kategorientheorie, die sich mit universellen mathematischen
Konstruktionen und Eigenschaften befasst.

Der Typ eines Funktors ist also immer von der Form K — £, wobei I und £ Kategorien
sind. Im Fall des oben definierten Funktors P ist sowohl /C als auch £ die Kategorie Set
der Mengen (als Objekte) und Funktionen (als Morphismen), also P : Set — Set.
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Jeder Funktor F' : Set — Set definiert die Kategorie coAlgr der F-Coalgebren mit
allen Funktionen o : A — F(A) (mit irgendeiner Menge A) als Objekten und allen
Funktionen h : A — B, fiir die folgendes Diagramm fiir alle F-Coalgebren o : A — F(A)
und 8 : B — F(B) kommutiert, als Morphismen:

A———F(A)
h — F(h)
Y A

B —>F([B)

7.B. sind die endlich verzweigten Kripke-Strukturen mit fester Atommenge At die Ob-
jekte der Kategorie der Fy;-Coalgebren, wobei Fy; @ Set — Set wie folgt definiert ist:
Fiir alle Mengen State, f : State — State’, S C State und A C At,

Fyi(State) = Prn(State) x P(AL),
FAt(f)(’Sa A) - (f<5>7 A)

Wir nennen Fy; den von At induzierten Kripke-Funktor.
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Die Morphismen von coAlgr,, sind offenbar Kripke-Morphismen (sieche Abschnitt 7.3).

Die Menge Tree(P(At)) aller P(At)-markierten Baume ¢ : N* — 1 + P(At) (siche
Abschnitt 6.3) ldsst sich zu folgender Kripke-Struktur erweitern:

T(At) = (5,8) : Tree(P(At)) — Ppn(Tree(P(At))) x P(At)
t = ({Aw.t(iw) | i € dom(t)}, t(e)).

Anschaulich gesprochen, ist §(¢) die Menge der maximalen echten Unterbdume von ¢ und
B(t) die Markierung der Wurzel von t.

Aufgabe Zeigen Sie, dass T (At) in coAlgr,, schwach final ist, d.h. es gibt von jeder
Fa-Coalgebra einen Kripke-Morphismus nach 7 (At).

Nach Definition von T (At) gilt fir die Schrittfunktion
Friap : P(Tree(P(At))?) — P(Tree(P(At))?)
der Verhaltensdquivalenz ~7 44 Folgendes:
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Fiir alle R C Tree(P(At))?,

Fran(R) = {(t,t)) € Tree(P(At))* | t(e) = t'(e),
Viéedom(t)3djedom(t): (Aw.tliw), \w.t'(jw)) € R,
V je€dom(t') 3ie dom(t): Aw.t(iw), \w.t'(jw)) € R}.
M.a.W.: Zwei Baume t,t" € Tree(P(At)) sind genau dann T (At)-verhaltensdquivalent,
wenn fiir die maximalen Unterbaume ty,...,t,, bzw. t],... ¢t} von t bzw. t' Folgendes
gilt: Fur alle 1 <7 <m gibt es 1 < j < n mit &; ~7ap t; und fiir alle 1 < 5 < n gibt es
1 <7< m mit t; ~T(At) t;-.

Den Quotienten Beh(At) =g.p T (At), (siehe Abschnitt 7.3) nennen wir Verhaltens-
modell.

Er ist final in coAlgr,,, d.h. von jeder [*-Coalgebra gibt es genau einen Kripke-Mor-
phismus nach Beh(At).

Aufgabe Zeigen Sie, dass alle finalen F'4;-Coalgebren Kripke-isomorph sind.
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Ahnlich wie eine Y-Algebra A durch die Termfaltung
fold* . Ty, » A
mit der Termalgebra T, in Beziehung steht (siehe Kapitel 5), so verbindet ein Kripke-
Morphismus
unfold® : I — Beh(At)
eine F-Coalgebra I mit dem Verhaltensmodell Beh(At).
Wihrend fold®(t) den Term ¢ zu einem Wert in A faltet, entfaltet unfold™(s) den Zu-

stand s in zur ~7(4-Aquivalenzklasse aller P(At)-markierten Baume, deren Pfade alle
moglichen, in s beginnenden Zustandsfolgen repéasentieren.

Die Dualitit zwischen fold* und unfold® geht noch weiter:

e fold" ist der einzige S-Homomorphismus von Ts nach A (siche Kapitel 5);
o unfold" ist der einzige Kripke-Morphismus von C nach Beh(At) (s.0.).

So wie Faltungen fiir alle Signaturen gleich definiert sind, so sind werden Entfaltungen
fiir andere Automatentypen als den durch Fi; analog zu unfold®™ definiert. Konsequenzen
der Eindeutigkeit von Entfaltungen wie das folgende Lemma gelten daher auch fiir andere
Funktoren.
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Satz 7.11 Lambeks Lemma (fiir Kripke-Strukturen)

Sei State = Tree(P(At))/~7(ar. Das oben definierte Verhaltensmodell Beh(At) : State —
Fa:(State) ist bijektiv.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass die Aussage nur gelten kann, weil Fy;(State)
Prin(State) und nicht P(State) enthélt. Andernfalls konnte Beh(At) wegen S 2 P(.5)

fir alle Mengen S (siehe [somorphien) gar nicht bijektiv sein.

Das folgende kommutative Diagramm zeigt, dass Beh(At) selbst ein Kripke-Morphismus
von Beh(At) in die Kripke-Struktur Fu(Beh(At)) ist:

State Beh(A) >~ F4(State)
Beh(At) (1) Fa(Beh(At))
Fa:(State) FAt(Beh(Atﬁ Fa:(F4(State))

In umgekehrter Richtung gibt es einen weiteren Kripke-Morphismus:
Sei unfold = unfold aBeh(At)
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Fu(Beh( At
Fa(State) au( Beh(A2)) Fay(Fay(State))
unfold (2) Fa¢(unfold)
tat - F tat
State Beh(At) 1¢(State)

Aus der Kommutativitat von (1) und (2) und der Funktoreigenschaft von Fyu; folgt, dass
auch die Komposition unfold o Beh(At) ein Kripke-Morphismus ist:

Beh(At ld
State ch(AD) >~ Fy:(State) unfo >~ State
Beh(At) (1) Fa(Beh(At))  (2) Beh(At)
Y Y
Fx(Stat = Fa;(Fa¢(Stat = F'q(Stat
au(State) Fa(Beh(At)) ai(Fual State)) Fay(unfold) ai(State)

Da es von jeder Kripke-Struktur (hier: Beh(At)) nach Beh(At) genau einen Kripke-
Morphismus gibt, stimmt unfold o Beh(At) mit der Identitit auf State iiberein, d.h.

unfold o Beh(At) = idgate. (3)
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Damit ist Beh(At) bijektiv, wenn auch die Umkehrung gilt:
Beh(At) o unfold = idp ,(state)- (4)
Beweis von (/).

Beh(At) o unfold 2 Fa(unfold) o Fay(Beh(At)) = Fa(unfold o Beh(At))

3 . .
(—_) FAt(ZdState) = ZdFAt(State)- .

Der Beweis von Lambeks Lemma zeigt an einem einfachen Beispiel, wie Eigenschaften
von Modellen mit Hilfe von Funktionsdiagrammen ohne Bezug auf — die manchmal recht
komplexen — konkreten Reprasentationen der Modelle gezeigt werden kénnen. Das ist
durchaus vergleichbar mit der Formulierung von Algorithmen in hoheren Programmier-
sprachen, die gegeniiber der Implementierung in maschinenorientierten Sprachen in der
Regel weitaus kompakter und tiberschaubarer ist.

Modelleigenschaften sollten deshalb stets auf der Basis von allen irrelevanten Details be-
freiter Reprasentationen ihrer zugrundeliegenden Datenstrukturen verifiziert werden. In
der Folge werden nicht nur die Beweise kiirzer, nachvollziehbarer und fehlerfreier, son-
dern auch die Modelle flexibler, d.h. leichter an neue Anforderungen anpassbar (Stichwort
adaptive und agile Software).
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Bezogen auf die oben definierte Baumreprisentation der Elemente von Beh(At) besagt
Lambeks Lemma, dass sich jeder Baum eindeutig zerlegen ldsst in das Paar (T, A), das
aus der Menge T seiner maximalen Unterbaume und seiner Wurzelmarkierung A besteht,
und dass umgekehrt jedes solche Paar eindeutig einem Baum entspricht, dessen Menge
maximaler Unterbdume mit 7" und dessen Wurzelmarkierung mit A iibereinstimmt.

So gesehen, ist die Aussage von Lambeks Lemma trivial. Das Entscheidende ist aber,
dass die Bijektivitdt von Beh(At) nicht aus der Baumrepriasentation abgeleitet wurde,
sondern allein aus der Charakterisierung von Beh(At) als finale F-Coalgebra (s.0.). Da
alle finalen F'-Coalgebren Kripke-isomorph sind, gilt Lambeks Lemma also nicht nur fiir
Beh(At), sondern auch jede andere finale F-Coalgebra.

Der kategorientheoretische Zugang zu Kripke-Strukturen kann ahnlich auch fiir >-Algebren
(siehe Kapitel 5) gewéhlt werden, allerdings in dualer Weise:

Eine Signatur X entspricht einem Funktor Hy, : Set — Set. Eine »-Algebra mit Tra-
germenge A entspricht keiner Hy-Coalgebra, sondern einer Hy-Algebra, d.h. einer Funk-
tion o : Hy(A) — A. « ist die Summenextension aller Operationen der >-Algebra. Y-
Homomorphismen zwischen >-Algebren entsprechen Morphismen zwischen Hy-Algebren.
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Néheres dariiber in 30|, Kapitel 14.

7.6 Jenseits von Kripke-Strukturen

Modallogik, Verhaltensiquivalenz, elementare Aquivalenz und das Verhaltensmodell las-
sen sich analog zur Kategorie coAlgr,, endlich verzweigter Kripke-Strukturen fiir andere
Klassen von Coalgebren definieren. Intuitiv entspricht jede dieser Klassen einem Auto-
matentyp.

Betrachten wir als herausragendes Beispiel Moore-Automaten, die in vielen Bereichen
der Informatik — vom Schaltwerksentwurf bis zum Ubersetzerbau — bei der Modellierung
eingesetzt werden.

Ein Moore-Automat mit Eingabemenge In, Ausgabemenge Out ist eine Funktion
M : State — G(State),
wobei der Funktor G wie folgt definiert ist:
Fiir alle Mengen State, State’, f : State — State’, g : In — State und z € Out,
G(State) = State™ x Out,
G(f)g,2) = (fog,2).
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M ordnet also jedem Zustand s € State ein Paar (g, z) zu, wobei ¢ : In — State angibt,
welche im Zustand s an den Automaten {ibergebene Eingabe zu welchem eindeutigen (!)
Folgezustand fiihrt, und z die im Zustand s erfolgte Ausgabe darstellt.

Im Gegensatz zu Kripke-Strukturen sind Moore-Automaten deterministisch. weil zwar
auch hier jeder Zustand mehrere Nachfolger haben kann. Die jeweilige Eingabe legt aber
fest, welcher davon ausgewahlt wird. Auferdem gibt es immer einen Folgezustand.

Um Aussagen iiber Moore-Automaten zu formulieren, kann man die Operationen von AL
verwenden und anstelle der modalen Operationen & und O eine Operation (z) fiir jede
Eingabe x € In. Die Signatur logischer Operationen lautet hier also

Y=ALU{(z) | v € In}.
Out ist die Menge der atomaren Formeln.

Interpretiert werden alle Formeln in folgender ¥-Algebra Pow(d) mit Trigermenge
P(State): Fiir alle x € In, S C State und s € State,

s € (x)7O(S) o4 0(s)(z) € S.
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Sei M = (0, 8) : State — G(State) ein Moore-Automat. Dann ist gy : Out — P(State)
wie folgt definiert: Fiir alle z € Out und s € State,

s € gm(z) def 7= B(s).

Wieder liefert g,(¢) die Menge der Zustédnde, die ¢ erfiillen.

Aufgabe Wie lauten wohl die Definitionen einer M-Bisimulation, der M-Verhaltensaqui-
valenz und eines Moore-Morphismus?

Aufgabe Wie lautet der Minimierungsalgorithmus fiir Moore-Automaten?

Das dem Verhaltensmodell Beh(At) fiir Kripke-Strukturen (s.o.) entsprechende Verhal-
tensmodell Beh(In, Out) fiir Moore-Automaten lésst sich als finale G-Coalgebra darstel-
len, also als diejenige GG-Coalgebra, in die es von jeder G-Coalgebra aus genau einen
Moore-Morphismus gibt.
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Da Moore-Automaten deterministisch sind, besteht die Zustandsmenge Beh(In, Out)
nicht wie Beh(At) aus (Aquivalenzklassen von) Biumen, sondern aus der Menge der
Funktionen von In™ nach Out. § und S sind darauf wie folgt definiert:

5 Out™ — (In — Out™) B out™ — Out
[ = Axw. f(aw) f = fle

Aufoabe Zeigen Sie, dass Out™ im Fall In = 1 isomorph ist zur Menge Out™ der Strome

tiber Out.

Aufgabe Zeigen Sie, dass Out™ im Fall Out = 2 isomorph ist zur Menge P(In*) der
Teilmengen von In*, die auch als Menge der Sprachen iiber In bezeichnet wird. Moore-
Automaten vom Typ State — State’ x 2 heiken folglich auch (Sprach-)erkennende

Automaten.

Mit Formeln der Modallogik fiir Moore-Automaten kann z.B. die Bedeutung imperativer
(= befehlsorientierter) Programme beschrieben werden. In ist dann die Menge der jeweils
verwendeten Sprache Zuweisungen, Prozeduraufrufe, etc., Out die Menge der Ausgabe-
werte und State die Menge der Belegungen von Programmvariablen mit Ausgabewerten.
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Fine — Zusicherung genannte — Formel ¢ = (p)¢ driickt aus, dass nach Ausfithrung
des Programms p ¢ gilt, falls vorher ¢ galt. Z.B. besagt

(x=a) = (r:=x*2)(x=ax2),
dass die Zuweisung x := = % 2 den Wert der Programmvariablen x verdoppelt.

Programme, die nicht auf jeder Eingabe terminieren, lassen sich auf der Basis einer weite-
ren Klasse von Coalgebren verifizieren, den partiellen Automaten. Der entsprechende
Funktor H wie folgt:

Fir alle Mengen State,
H(State) = (1+State)’™ x Out.
Hier bieten sich zwei modale Operatoren fiir jede Eingabe an, so dass wir
Y=ALU{(z) |z € In}U{|x] | x € In}

als Signatur logischer Operationen fiir partielle Automaten erhalten. Out ist wieder die
Menge der atomaren Formeln.
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Interpretiert werden alle Formeln in folgender ¥-Algebra Pow(d) mit Trigermenge
P(State): Fiir alle x € In, S C State und s € State,

s € (x)PrON(S) &4y O(s)(x) €S,
s € [2]PrO(S) ey O(s)(m)E1HS.
Die Zusicherung ¢ = [p|¢) bedeutet, dass

e nach Ausfithrung von p 1 gilt, falls vorher ¢ galt, oder

e p nicht terminiert,

wihrend ¢ = (p)1) die Termination von p miteinschliefst.

Andere Automatentypen werden verwendet, um zu zeigen, dass eine gegebene Formel
¢ von bestimmten Belegungen ihrer Variablen/Atome erfiillt wird. Das erfordert eine
Semantik von ¢ in Form einer Teilmenge Sem(y) der Menge B aller in der jeweiligen
Logik moglichen Belegungen, wie z.B. B = 24! in der Aussagenlogik, B = P(State)” in
der Modallogik und B = A% in der Priadikaten- und der Gleichungslogik.
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Ausgehend von einem Anfangszustand verarbeitet ein aus ¢ gebildeter erkennender
Automat A, schrittweise jede Belegung g € B so, dass der am Ende der Verarbeitung
von ¢ erreichte Zustand von A, angibt, ob g zu Sem(y) gehort oder nicht:

gEp & A, erkennt g.

Der Automat A, wird induktiv iiber dem Aufbau von ¢ konstruiert. Damit er g schritt-
wetse verarbeiten kann, muss auch jede Belegung von B eine charakteristische Struktur
aufweisen, an der er sich “entlanghangeln” kann.

Highlights

Signatur der Modallogik: ML =ALU{0,$: 1 — 1}
Semantik der Modallogik: ML-Algebra Pow(0) mit Triagermenge P(State) und — von
einer Kripke-Struktur

K = (0, 5) : State — (P(State) x P(At))
abhangiger — folgender Interpretation von ML:
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Fiir alle S, 5" C State,

J_Pow(é) _ @7
TPowl) — State,
—Powl)(8) = State \ S,
APow)(§ 8 = SN S,
vPowl)(§ 8 = Su S,
=Powl0) (§.8") = (State \ S)U S,
glov0)(S) = {s e State | V s’ € 6(s) : s € S},
OPowld)(§) = {s € State | ' € 5(s) : 5" € S}.

Die zweite Komponente von K induziert eine Belegung gic : At — P(State) der Atome:
Fiir alle x € At und s € State,

gr(x) =4 {s € State | x € B(s)}.

(IC, s) erfiillt ¢ oder (K, s) ist ein Modell von ¢, geschrieben: KU =, ¢, wenn s zu g§-(¢)
gehort.

IC heifst endlich verzweigt, wenn fiir alle s € State §(s) endlich ist.



(7 Modallogik|

Sei K endlich verzweigt. Die folgende Funktion
ml2al : Thp(At) x State — Tar(At x State)

ibersetzt modallogische in aussagenlogische Formeln: Fiir alle x € At, s € State, ¢ €
{L, T} @ e {V,A,=} und ¢, € Ty (At),
ml2al(x,s) = (x,s),
ml2al(c,s) = c,
ml2al(—p,s) = —ml2al(p,s),
ml2al(p @1, s) = mi2al(p, s) @ ml2al(v, s),
ml2al(0p,s) = A{mi2al(p,s") | s € d(s)},
ml2al(<Cp,s) = \[{ml2al(p,s') | ' € d(s)}.

Korrektheit der Ubersetzung (Satz 7.1):

KEse < uncurry(xogg) | mi2al(p,s).
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Alle in der Bitalgebra giiltigen A L-Gleichungen sind auch in Pow(9) giiltig. Dariiberhin-
aus erfiillt Pow(d) die folgenden AL-Gleichungen:

—-Or = O -0z = O (negM)
ClxVy) =CxVvOy  OlxAy) =0z A0y (distDia/distBox)

Sei ' = (¢, 3") : State’ — (P(State") x P(At)) eine weitere Kripke-Struktur.
IC, K'-Verhaltensadquivalenz: ~ o =4.¢ gfp(Fic xr), wobei

Fyc i - P(State x State’) — P(State x State’)
{(s,s') € State x State' | B(s) = B'(s),
R — Vied(s) It ed(s): (t,t)
Vi ed(s)Tted(s): (t,t)

Elementare K, K’-Aquivalenz:
~i i =aef 1(5,8) € State® |V o € Tuyr(At) - K s ¢ & K =y 0}
Hennessy-Milner-Theorem: Sind K und K’ endlich verzweigt, dann gilt ~x o =~ .
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Minimale Kripke-Struktur:
Km//ln — <5mm7 B'rm?n,> . Stat@/NlC — Pﬁn(State/NK) X P(At)
s] = ({ls']]s €dls)}, B(s))

Fiir alle s € State, s ~c . |s].

Approximative Konstruktion der K-Verhaltensaquivalenz ~yx =4 ~i k:
~y = ker(p),

[ Vited(s)IH ed(s) bt
~nt+l — {3 ~n S ‘ p / / }7
Vit eds)dJted(s)  t~y,t

o = e~

Satz 7.8: Ist IC endlich verzweigt, dann gilt ~, = ~.

Satz 7.9: Ist IC endlich verzweigt, dann gilt ~¢ = = Ag

/K

min
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Minimierung durch schrittweise Bildung von Dreiecksmatrizen:

Fiir alle n € N und s, s’ € State mit s < ¢,

My(s,s") = { i5(8)75(8/)) falls 5(s) = (),

;

sonst,

M, (s,s") falls fiir alle (S,S") € M,,(s, s") Folgendes gilt:

Vte St eSS t=tV M,(min{t, '}, maz{t,t'}) # *,
VeSS dte S t=t'V M,(min{t, t'}, maz{t,t'}) # *,

* sonst,

Mn+1<575/) — <

\

R, = {(s,8) € State* | s < &', M,(s,5') # *}.

— ~n = AStateURnURgl. (1)

Ist State endlich, dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl & mit M; = M,,, also auch
Ry = R, fiir alle n > k. Folglich stimmt die IC-Verhaltensidquivalenz wegen (1) und nach
Satz 7.8 mit Agsue U Ry U R;l iberein.
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In der Pradikatenlogik sind Atome keine Variablen, sondern Ausdriicke der Form

pt

mit einem Préddikat p und einem Tupel ¢ = (1, ...,%,) von Termen iiber einer Menge X
von Individuenvariablen.

p wird als n-stellige Relation interpretiert, Individuenvariable stehen fiir beliebige Ele-
mente der Tragermenge einer Algebra A, die die Terme interpretiert (siehe Kapitel 5).
Die Erweiterung von A um die Interpretation der Pradikate wird Struktur genannt.

Zu den aussagenlogischen Operationen kommen fiir jede Individuenvariable x die beiden
einstelligen Operationen Jz und Vz (Existenz- bzw. Allquantor) hinzu, die = binden,
was bedeutet, dass der Wert einer Formel dzy oder Vxp unter einer Belegung g : X — A
nicht von g(x) abhéngt.

Modallogisch ausgedriickt, sind die Belegungen von X in A die Zustinde, die den Wahr-
heitswert einer Formel bestimmen. Dementsprechend konnte man Belegungen von At in
2 als aussagenlogische Zustidnde bezeichnen, was suggeriert, dass — zumindest von der
Semantik her — Aussagenlogik und Préadikatenlogik spezielle Modallogiken sind.
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Was die Parameter der Auswertung einer Formel angeht, so liegt die Pradikatenlogik
jedoch eher zwischen Aussagen- und Modallogik:

e In der Aussagenlogik gibt es nur einen Parameter, ndmlich eine Belegung der Atome
durch Wahrheitswerte.
e In der Modallogik hangt der Wert einer Formel von einer Kripke-Struktur ab.

e In der Pradikatenlogik gibt es drei Parameter: eine Belegung der Individuenvariablen
durch Elemente (der Trdgermenge) einer Algebra A, eine Interpretation der (nicht-
logischen) Operationen, die in den Termen der Formel vorkommen, und eine Interpre-
tation der Préadikate durch Relationen auf A. Die letzten beiden Parameter werden
zu einer Struktur im u.g. Sinne zusammengefasst.

Syntax

Sei X eine Menge von Individuenvariablen.
PL=ALU{(Fz):1—=1|ze X}U{(Vx): 1 =>1|ze€ X}

ist die Signatur der pradikatenlogischen Operationen.
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Eine Signatur X gemék Kapitel 5 besteht aus Operationen. Zusatzlich kann X jetzt auch
— Pradikate genannte — Relationssymbole enthalten, die — wie die Operationen — jeweils
eine feste Stelligkeit (> 0) haben. Zur Unterscheidung von Operationen f : n — 1 schrei-
ben wir p : n fir ein Pradikat mit Stelligkeit n. Ein-, zwei- bzw. dreistellige Pradikate
werden unar, binar bzw. ternar genannt.

Ein Ausdruck der Form pt heifst 2-Atom tiber X, falls p : n ein Pradikat von X und
t = (t1,...,t,) ein n-Tupel von ¥-Termen iiber X ist. Aty (X) bezeichnet die Menge aller
3-Atome tiber X. Aty =45 Atx(0).

PL

Pradikate von X~

P Po P3
>-Atome tber X i /\ i i ) i } 2-Terme Uber X
1 A2 1 Y2 1 22 Variablen von X

pradikatenlogische Formel Uber X
= PL-Term Uber Atz(X)
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Ein PL-Term ¢ iiber Aty(X) heift (pradikatenlogische) »-Formel iiber X.

Semantik

Eine X-Struktur A ist eine X-Algebra, die fiir alle n € N jedem n-stelligen Préadikat
p € ¥ eine n-stellige Relation p* C A" zuordnet.

Hat A die Tragermenge Ty (X) oder Ty, und sind die Operationen von ¥ dort so inter-
pretiert wie in Kapitel 5, dann heift A Termstruktur oder Herbrand-Struktur.

Structsy bezeichnet die Klasse aller X-Strukturen.

Y-Homomorphismen h : A — B zwischen »-Strukturen A und B sind mit den je-
weiligen Interpretationen nicht nur der Operationen, sondern auch der Préadikate von X
vertriglich, d.h. fiir alle Priadikate p € ¥ ist h(p?') C p”.

Entsprechendes gilt fiir X-Kongruenzen R auf einer >-Struktur A (siche Kapitel 5):

Neben der Vertraglichkeit von ~ mit > wird gefordert, dass fiir alle Pradikate p : n € X
und aq,...,a,,b1,...,b, € A Folgendes gilt:

(a1b) € RA---Alayb) €R = (a1,...,a,) € pt < (b1,....b,) € p.
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Die Quotientenalgebra A/R wird zur Quotientenstruktur erweitert, die alle Pradikate
p von X wie folgt interpretiert: Fiir alle aq,...,a, € A",

pE = {natgp(a) | a € pt}.

In der Modallogik trat an die Stelle der Bitalgebra, auf der die Semantik aussagenlo-
gischer Formeln aufbaut, die ML-Algebra Pow(d), wobei § die Transitionsfunktion der
jeweils zugrundeliegenden Kripke-Struktur & ist. Hat I die Zustandsmenge State, dann
ist P(State) die Tragermenge von Pow(d). Wie im Abschnitt Gleichungslogik in ande-
ren Logiken von Kapitel 5 erwahnt wurde, werden Zustidnde in der Pradikatenlogik als
Belegungen von X in einer »-Struktur A dargestellt.

Folglich erhdlt man anstelle von Pow(§) die wie folgt definierte PL-Algebra Pow(A) mit
Trigermenge P(A™): Fiir alle X-Strukturen A und S, S C A%,

J_Pow(A) _ @7
_|P0'11)(A)<S> — AX \ 57

TPow(A)
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) = SNnS,
) = SuUS,
= Powld) (5.8 = (AX\ S)u 9,
) = {he A*Y |Vaec A:hla/x] €S},
) = {he A |Jae A:hla/x] € S}.

Die ¥-Struktur A bestimmt die Belegung g4 @ Ats(X) — P(A"), unter der priadikaten-
logische Formeln in Pow(A) — durch Anwendung der aus g4 abgeleiteten Auswertungs-
funktion g% (siehe Kapitel 5) — ausgewertet werden:

Fiir alle pt € Aty (X),

galpt) =4 {h €AY | n*(t) € p*}. (1)
INC A (X
Ats(X) ) (At (X))
ga B 9
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Sel @,@b € TPL(AtE(X)) und h: X — A.

(A, h) erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschriecben: A |=;, ¢, wenn h zu ¢%(y)
gehort. h heift dann auch Losung von ¢ in A.

A erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: A = ¢, wenn A &, ¢ fiir alle
h € A% gilt. Eine Termstruktur, die ¢ erfiillt, heift Termmodell von ¢.

Fiir alle ® C Tp(Ats(X)) bezeichnet Structy ¢ die Klasse der X-Strukturen, die (alle
Formeln von) & erfiillen.

Darauf aufbauend sind Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerung und Aqui-
valenz priadikatenlogischer Formeln wie am Anfang von Kapitel 2 definiert, wobei der
zugrundeliegende semantische Bereich D gegeben ist durch Structy, bzw. die Menge aller
Paare, die aus einer »-Struktur A und einer Variablenbelegung h : X — A bestehen.

Wir schreiben ¢ <" o, falls (A, h) genau dann ¢ erfiillt, wenn (A, h) o erfiillt, und
o <=, falls A genau dann ¢ erfiillt, wenn A @ erfiillt.
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Lemma 8.1 (Vollstandigkeit von Termstrukturen)

Sei A eine ¥-Struktur und H(A) die Termstruktur mit folgender Interpretation der Pré-
dikate p :n € X:

p"™W =4 {t € T¥ | fold*(t) € p} (2)
(siche Kapitel 5).
Sei @ eine quantorenfreie ¥-Formel mit A = ¢. Dann ist auch H(A) ein Modell von .

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber T4z (Atx(X)) zeigen wir, dass fiir alle quan-
torenfreien Y-Formeln ¢ Folgendes gilt:

Girnle) = {o € T | fold o0 € g1(0)}. (3)
Fiir alle pt € Aty (X),
1 2
gy () = guen(pt) £ {o € T | to € p" Wy & {0 € TY | fold"(to) € p"}
it O (o e TE | (fold* o o) (t) € p)
={oceT& | fold o o € galpt)} ={o € TS | fold* oo € g (pt)}.
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Fiir alle p, v € Tqr(Atg(X)),

« « ind. h
QH(A)(_'90> =15\ gH(A)( ) Y\ {o e T | fold* o o € gale)}
={o € T | fold" o0 € AX\ gi(p)} = {0 € T | fold" 0 o € (=)},

ind_hyp. (o€ TX | foldA oo € gilp) Ngi(¥)}

Ty A) = g (0) N g (@
—{o e T | fold* o0 € g3 A )},

)
)
G (e V) = gin (@) Ugi (@) =" {o € T | fold” o 0 € gi(p) U gi(v)}
= {0 € T | fold" o o € g (¢ v¢)}

Damit endet der Beweis von (3).

Sei A ein Modell von ¢ und ¢ € T¥. Dann gilt g%(p) = A¥, also insbesondere
h* oo € g4(p) fiir alle h € A%, Also folgt aus (3), dass o zu Ir(ay(p) gehort. Dem-
nach gilt gy 4(p) = TX. Also ist H(A) ein Modell von . -
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Sei o eine beliebige Y-Formel iiber X.

var(y) bezeichnet die Menge aller Variablen von X, die in ¢ vorkommen, aber nicht nur
als Teil einer Operation wie dx oder V.

x € V kommt in ¢ gebunden vor, wenn es eine Teilformel dzv oder Vai) von ¢ mit
x € var(y) gibt.

x € V ist eine freie Variable von ¢, wenn x mindestens einmal nicht gebunden in ¢
vorkommt. free(y) bezeichnet die Menge der freien Variablen von .

¢ heifst geschlossen, wenn free(y) leer ist.

Sei {x1,...,x,} = free(yp).
all(yp) =4op Yy ... Vo, heifst Allabschluss von .
any(@) =ger Jv1 ... Jx,0 heilt Existenzabschluss von ¢.

Aufgabe Zeigen Sie (1)-(3) von Kapitel 6 fiir geschlossene priadikatenlogische Formeln.
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Substitution von Variablen einer pradikatenlogischen Formel durch Terme
Sei ¢ eine pradikatenlogische Y-Formel iiber X und
o: X = Tx(X).

Da T5(X) eine ¥-Algebra ist, gibt es laut Kapitel 5 den ¥-Homomorphismus
o Tz(X) — TE<X>,

der jedem Term ¢ die X-Instanz von ¢ zuordnet, d.h. denjenigen Term, der aus ¢ durch
Ersetzung der Variablen von ¢ durch ihre jeweiligen Bilder unter o zuordnet.

Wollen wir eine solche Ersetzung in den Termen einer pradikatenlogischen Formel durch-
fithren, miissen wir beriicksichtigen, dass Variablen durch Quantoren gebunden sein kon-
nen. Diese Variablen diirfen nicht ersetzt werden!

Aufterdem wiirde durch die Ersetzung freier Variablen durch Terme, in denen zufalli-
gerweise Variablen vorkommen, die in der Formel gebunden sind, eine zusétzliche Bin-
dung entstehen, die durch die Umbenennung der gebundenen Variablen verhindert werden
Muss.
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Die Funktion
o* TpL<AtE(X>> — TPL(At2<X>),
die die Ersetzung durchfiihrt und dabei die Existenz von Quantoren in obiger Weise

berticksichtigt, setzt die gleichnamige Funktion ¢* : Tx(X) — Tx(X) von Termen auf
Formeln fort. Sie ist wie folgt definiert:

e Fiiralle f:n— 1€ Xundt e Ty(X)", o*(ft) = fo'(t).
e Firallep:neXund t € Tx(X)", o*(pt) = po(t).
o Fiiralle f:n—1¢€ AL und ¢ € Tpr(Ats(X))", o*(ft) = fo'(p).
o Fiir alle Q € {3,V}, v € X und ¢ € Tpr(Ats(X)),
o Quiol /el () falls € Vi = Uvar(o(freele) \ {x})).
o (Quyp) = .
Qxolr/x]*(p) sonst.

Wegen o|x/x|(x) = = verhindert o|x/x] die Ersetzung von x durch o(x).
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X o*
—_—
()
o(y) o(z)
a(y) a(2) y

N/
N

Offenbar gehort x genau dann zu V,,,, wenn x in einem Term ¢ vorkommt, der bei
der Anwendung von o[z /x]* auf ¢ eine freie Variable von ¢ substituiert und damit ein
neues gebundenes Vorkommen von x in ¢ einfithren wiirde, wenn wir x nicht durch z’
ersetzen wiirden. Wie folgendes Beispiel zeigt, kann das bewirken, dass Qx erfiillbar ist,
die o-Instanz von Qx jedoch nicht!
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Sei p € Tpr(Aty(X)) und 0,01, ...,0,: X — Tx(X).
Fortan schreiben wir analog zu Kapitel 5

o anstelle von o*(yp),

01 ...0, anstelle von ¢’ o---00j007. (Kleisli-Komposition)

Beispiel 8.2
Sei ¢ = Jwp(z,y), A = {a,b}, p* = {(a,b)} und h = \z.b. Wir erhalten
Ao < hegile) & {hla/z], hlb/xl} N galp(e,y)) # 0
& {hla/z], hlb/a]} N {1 € AX | (W(x), W(y)) € p"} #0
& {(hla/z](z), hla/x](y)), (h[b/x](x), h[b/x](y))} N p* # 0
& {(a,b), (b,0)} Npt #0. (1)
Aus der Giiltigkeit von (1) folgt

AEn . (2)
Sei o = {x/y} (siehe Abschnitt 5.2). Dann ist V,,,, = {x}.
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Ohne Umbenennung erhélt man

Ay po & h e gi(po) = g3((Fep(e, y)o) = g4 (3ep(e, y)olr/))
& {hla/], hb/a]} N ga(p(z,z)) # 0

& {hla/x], hlb/z]} N {1 € AX | (W'(

& {(hla/a](x), hla/2)(x)), (h[b/](x),
& {(a,a), (b,0)} Np* #0.

Da (3) nicht gilt, ist auch A £, ¢o verletzt. &

z), W(z)) € p"} #0
hib/x](x))} Np? # 0

Mit Umbenennung gilt jedoch:
Al po & h € gil0) = g(Fop(e,)o) L g33pla, yolw'/2)
< {hla/a'], hlb/2'} N {K € AX | (W(a'), W (x)) € p"} # 0
& {(hla/2')(2"), hla/a')(x)), (hlb/a'](2"), hb/a'|(x))} N p* # 0
& {(a,0), (b,b)} N p* # 0.
Aus der Giiltigkeit von (4) folgt A =), po. ©
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= 94(3zp(z, )

= 94(32'p(a’, z))

(4)

Da h eine konstante Funktion ist, gilt h = h* o g, also wegen (2) auch A =0, . 1
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Lemma 8.3 (Substitutionslemma fiir priadikatenlogische Formeln; vgl. Lemma 5.3)

Fiir alle X-Strukturen A, h: X — A, 0 X — Tx(X) und ¢ € Tpr(Ats(X)),

A ):h Yo = A ):h*on P. (1)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle ¢ € Tpr(Atn(X)), v € X,y € X \ Voo,
z € free(p) und a € A Folgendes gilt:

(hla/yl" o oly/x])(2) = (B 0 0)|a/z|(2). (2)
Fall 1: z = x. Wegen
(hla/yl ooly/x])(x) = hla/y]" (oly/x](x)) = hla/y]"(y) = hla/y|(y) = a = (A o0)|a/z|(x)
gilt (2).

Fall 2: z € free(p) \ {z}. Aus var(o(z)) C V,,, und y &€ V,,,, folgt y & var(o(z)),
also auch (2):

(hla/y]* o oly/2])(2) = Bla/y[*(oly/=](2)) Z" hla/y)*(o(2)) =" b (o(2))
= (W 0 0)(2) "L (h" 0 3)[a/a](2).

Nun zeigen wir (1) durch strukturelle Induktion tiber Trr(Ats(X)).
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Fiir alle pt € Aty (X),

Lemma 5.3 (7
A pto & he gipto) = galpto) & (h*oo)(t) "= h*(to) € p

& h*oo € galpt) = gi(pt) & A Epos pt.

Fiir alle o, € Tpr(Ats(X)),

« « znd hy « «
Ay o & he gi(~po) =AY\ gi(po) ST hr oo € AN\ gi(p) = gi(—p)
& A ):h*oa -,
AEn (e AY)o & hegi((pN)o) = gileo) N gi(yo)
nd. hyp.

& hroo € gile) Ngi(¥) = gile AY) < Al o AN
und analog A Fp (VU)o < A Epes ¢ VY.
Sei x € X und ¢ € Tpr(Ats(X)).

Nach Definition von o* gibt es eine Variable y € X \ Vi 5 mit (Vzp)o = Yypoly/z|.
Daraus folgt

A Ep (Vap)o < h e g;((Vap)o) = gZ(Vyw[y/ z))
& VaeA:hla/yl € gilpoly/z]) SV a € A hla/y) o oly/z] € gi(0)
vaea. (h*oo)[a/x] € gi(p) & h*oo € gi(Vrp) & A Epo, V.

276



[8 Prddikatenl()gi@

Analog erhdlt man A =, (Jrp)o & A Eproe Jrp. l:l

Lemma 8.4 (Aquivalenzlemma fiir pridikatenlogische Formeln)
Sei ¢ € Tpp(Ats(X)) und A eine X-Struktur.
(i) Fiir alle o, 7 : X — Tx(X) mit 0 =" 7 gilt o < o7
(ii) Fiir alle X-Kongruenzen ~ auf A und h, h' € AX gilt:
AEre N h~h" = Ay
Beweis.
(i): Sei h: X — A. o =4 7 impliziert
("o 0)(x) = h'(o(x)) = h'(7(x)) = (h" o T)(x) (3)
fiir alle x € X. Daraus folgt
Abngor B Ay & Abpn o 8 A, or
also po <4 or.
(ii) erhdlt man durch strukturelle Induktion tiber Tpy(Atx(X)). Sei h ~ K.
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Fir alle pt = p(t1,...,t,) € Atg(X) und 1 < i < n gilt h*(t;) ~ h™(¢;), also

Al pt & hegi(pt)=galpt) & h'(t) €p* & h*(t) ep?
< b€ galpt) = galpt) & Al pt.

Die Induktionsschritte ergeben sich analog zum Beweis von (1) aus der induktiven Defi-
nition von gj. 4

8.1 Normalformen

Die Normalisierung pradikatenlogischer Formeln zielt darauf ab, sie in erfiillbarkeitsaqui-
valente aussagenlogische Formeln iiber Aty (X) umzuwandeln, so dass ihre Erfiillbarkeit
mit Hilfe zu pradikatenlogischen Verallgemeinerungen aussagenlogischer Schnitt- oder
Tableau-Ableitungen iiberpriift werden kann.

Wir werden hier nur Schnittableitungen verallgemeinern. Tableau-Kalkiile fiir pradika-
tenlogische Formeln werden in [7], |20] und [37] vorgestellt.

Aufgabe Sei A eine X-Struktur, z,y € X, @ € {3,V} und ¢,v,9 X-Formeln mit
x & free(). Zeigen Sie, dass Pow(A) folgende PL-Gleichungen erfiillt:
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—Jdrp = Vr-p

Jz(p V) = Jxp V Jz)
Az(p ANJ) =Jzp A D
Vi(p A) =

V(e Vi) =

Qrv =9

Qup = Qy(p{y/z})

Vap AV
Yo Vo

tation der Symbole von X wie A.

—Vrp = dr—p
Az (VA @) =9 A Jwp
Va(9V o) =9V Vrp

Seien Y, Y Signaturen mit ¥ C ¥/ und A eine X'-Struktur.

[8 Prddikatenlogik}

(neg@)

(distEx)

(distAll)

(remove)
(rename)

Eine >-Formel heift Negationsnormalform iiber Aty(X) (NNF), wenn = in ihr nicht
vorkommt und — nur direkt vor Atomen.

Das ¥-Redukt Aly, von A ist die -Struktur mit derselben Trégermenge und Interpre-
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Die Normalisierung einer pradikatenlogischen Formel zielt vor allem auf die Eliminierung
ihrer Existenzquantoren ab. Wegen der dazu erforderlichen Einfiihrung zusétzlicher Ope-
rationen in die Formel (s.u.) ist die normalisierte zur urspriinglichen nur in folgendem
Sinne dquivalent:

Eine Y-Formel ¢ und eine ¥'-Formel 9 heiken erfiillbarkeitsdquivalent bzgl. X, ge-
schrieben: ¢ ~s; 1, wenn es fiir alle X-Strukturen A und h € A% eine Y/-Struktur B
gibt, deren Y-Redukt mit A iibereinstimmt und die folgende Aquivalenz erfiillt:

A):h,@ ~ B)Zhw-

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Erfiillbarkeitsiquivalenz bzgl. ¥ (1) mit der Aquivalenz in
allen Y'-Strukturen iibereinstimmt. a

Satz 8.6

Seix € X, ¢ € Tpr(Ats(X)), {z1,...,2,} = free(p) \ {z}, f eine — Skolemfunktion
genannte — n-stellige Operation, > = > W {f} und o = {f(xy,...,2,)/x}.
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X

£

/\

. X_I D Xn
(i) Jrp =y @o.

(i) Sei ¥ € Tpr(Aty(X)) und z € X. Dann gilt:
NWHwp/z} =y Hpo/z}.
Beweis von (1).
Sei B eine Y/-Struktur mit Bly = A, h € AY und a = fB(h(zy),..., hx,)).

Wir zeigen zunachst:

h*oo = hla/x]. (4)
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Nach Definition von h* gilt

W (o(x)) = h*(f(x1,. .. 20)) = fP(M(x1), ... h(zn)) = a = hla/z](z)
und h*(o(y)) = h(y) = hla/z](y) fiir alle y € X \ {x}. Also gilt (4). Daraus folgt

1 4
B =, oo Yp Fhtoo g B = hla/a] ©- (5)

Sei nun A =, Jrg. Dann gibt es a € A mit A =p(,/, . Wir definieren eine ¥'-Struktur
B wie folgt: Bly = A und fiir alle (ay,...,a,) € A", f%(ay,...,a,) = a. Da f in ¢ nicht
vorkommt, gilt B |=p,/41 ¢, also B ), @o wegen (5).

Sei B =, o und a = f5(h(x1),. .., h(zy)). (5) impliziert B f=pa/0 @, also A Eya/a @
weil f in ¢ nicht vorkommt. Daraus folgt A =), Jxp.

(ii) folgt aus (i), weil &y mit PL vertriglich ist. -
Eine priadikatenlogische Formel Vzy ... Vz,p heift Skolemnormalform (SNF), wenn

¢ eine implikative Normalform iiber Aty (X) ist (siehe Kapitel 6).
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Satz 8.7 Jede pradikatenlogische Formel ¢ hat eine erfiillbarkeitsaquivalente Skolem-
normalform.

Beweis. Zunéchst wird ¢ durch Anwendung von negA L- und neg@)-Gleichungen in eine
NNF ) iiberfiithrt. Dann werden die Quantoren von v; durch Anwendung von distEz-,
distAll-, remove@- und rename-Gleichungen soweit wie moglich nach rechts geschoben.

Anschliefsend wird die resultierende Formel ¢ durch Anwendung von Gleichungen der
Form

N3wp/z; = dHpo/z}, (6)

deren Komponenten die Bedingungen von Satz 8.6 (ii) erfiillen, in eine zu 1), erfiillbar-
keitsdquivalente Formel 13 ohne Existenzquantoren transformiert.

Durch Anwendung von rename-Gleichungen und Inversen von distAll-Gleichungen wer-
den die Allquantoren von /3 nach links geschoben, bis eine aquivalente Formel

Vay.. .V,
mit paarweise verschiedenen Variablen x1, . .., x, und quantorenfreier Formel ¢4 entsteht.

Y, wird durch die Anwendung giiltiger A L-Gleichungen (siehe Kapitel 6) in eine dquiva-
lente KNF 15 transformiert und diese in die INF 5 = inf(1)5) (siehe Satz 6.1 (11)).
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Zusammengefasst ergibt sich folgende Kette von Aquivalenzen, wobei A eine ¥-Struktur,
h € A* Y die durch die Anwendungen von (6) definierte Erweiterung von ¥ und B die
geméh Satz 8.6 (i) aus (A, h) gebildete X'-Struktur ist:

Y S ety my Py S8 Vo Vo 8 Vo Va,s
&P V. V.

Vi ...Vx,s ist also die gewilinschte Skolemnormalform.

(6) konnte auch an anderer Stelle des Normalisierungsprozesses angewendet werden. Die
hier genannte Schrittfolge stellt jedoch sicher, dass bei jeder Anwendung von (6) die
Teilformel ¢ moglichst klein ist und daher die auf der rechten Seite von (6) eingefiihrte
Operation f (siehe Satz 8.6 (i)) eine moglichst niedrige Stelligkeit hat. d

8.2 Schnittkalkiil

Wihrend die aussagenlogische Schnittregel das gleiche Atom aus zwei Gentzenformeln
herausschneidet, ist die unten definierte pradikatenlogische Schnittregel auch auf zwei
verschieden Atome anwendbar, sofern diese unifizierbar sind, d.h. eine gemeinsame In-
stanz haben (siche Kapitel 5):
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Sei 0,7 : X — Ty(X). 0 subsumiert 7, geschrieben: o < 7, wenn es p : X — Tx(X)
mit op = 7 gibt.

Seien t,u Atome oder Terme. o unifiziert oder ist ein Unifikator von ¢ und w, wenn
to = uo gilt.

Subsumiert ein Unifikator von ¢ und u alle Unifikatoren von ¢ und u, dann nennen wir

ihn einen allgemeinster Unifikator (most general unifier; mgu) von ¢ und w.

Die folgenden Funktionen
unify : (Ats(X)UT5(X))? — 1+ Tx(X)¥,
unify’ - (Ts(X)*)? — 14+ Tx(X)*
berechnen einen mgu zweier Atome oder Terme bzw. zweier gleichlanger Termtupel, sofern

diese unifizierbar sind.

Funktionen eines Typs der Form A — 1 + B werden auf besondere Weise komponiert.
Sei f:A—1+Bundg: B—1+C.Dannist g© f: A — 1+ C wie folgt definiert:
Fiir alle a € A,

9(f(a)) falls f(a) # *,

9 ® fla) = { * falls f(a) = *.
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unify und unify’ liefern den Wert *, wenn die zu unifizierenden Ausdriicke an der gleichen
Baumposition mit verschiedenen Operationen oder Pradikaten markiert sind oder der
occur check = € var(ft) (s.u.) erfolgreich ist. Er verhindert, dass eine Variable z durch
einen Term ¢t ersetzt wird, der keine Variable ist, aber x enthalt. Wenn sie nicht verhindert
wird, wiirde sich eine solche Ersetzung unendlich oft wiederholen. M.a.W.: Ein Unifikator

von z und ¢ miisste x und ¢ den unendlichen Term t{t/x}{t/x} ... zuweisen. Der gehort
aber nicht zu T (X).

unify und unify’ sind wie folgt definiert:
Fir alle f,g € X, t,u € Tx(X), t,u € Tx(X)" und x € X,
unify’ (t',u') falls f = g,

* sonst,

anify(f(t),2) = {{f )/} Zﬁ;wvmf(ﬂ)),

unify(x, f(t') = unify(f(t'), ),
unify(z, y) = {z/y},

unify(f(t'), g(u')) = {
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unify' (cons(t'), cons,(v')) = unify'(t'c,u'c) ® o, wobei o = unify(t,u),
unify' (cons(t'), €) = *,

unify' (e, cons(t')) = %,

unify' (e, €) = incy

(siche Abschnitt 4.7).

Liefert unify oder unify’ den Wert x, dann scheitert der Algorithmus. Jeder von * verschie-
dene Wert ist ein mgu der jeweiligen Parameterterme bzw. -atome. Da die Argumente von
unify nur endlich viele Variablen enthalten, hat jede von unify berechnete Substitution
o endlichen Support

supp(o) =4e {x € X | x0 # z}.

Aufserdem garantiert der — durch die Abfrage = € var(ft) realisierte — 0.g. occur check,
dass kein Term von o(supp(c)) Variablen von supp(o) enthélt.

Der occur check kann auch dann zum Scheitern von unify(t,t') fithren, wenn keine Varia-
ble von ¢ in ¢’ vorkommt. Z.B. ersetzt unify bei der Unifikation von f(x,z) und f(y, g(y))
zunéchst die Variable x durch y, so dass der Algorithmus nun f(y,y) und f(y, g(y)), also
w.a. y mit g(y) unifizieren muss.
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Wiirde er jetzt nicht abbrechen, sondern ¢ durch g(y) ersetzen, dann hitte er im néchsten
Schritt f(g(y), g(y)) und f(g(y),g9(g(y))) zu unifizieren, usw.

Eine injektive Substitution ¢ heift Variablenumbenennung, wenn o(X) eine Teilmen-
ge von X ist.

Aufgabe Zeigen Sie, dass es fiir alle ¢,¢" € Ty (X) genau dann eine Variablenumbenen-
nung o mit to = ¢’ gibt, wenn t ¢’ subsumiert und ¢’ ¢ subsumiert. a

Der pradikatenlogische Schnittkalkiil PSK ist synthetisch und besteht aus vier Re-
geln:

Einfihrungsregel

m Y e D C TPL(AtE(X))

Summandregel
O+ o=y VviVvy
® F o= Yo Vo

2 ¢ S TPL(AtE(X))7 19719/ € AtE(X)v 0 = umfy(’ﬁ, 19,)
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Faktorregel
O INVANp= Y

Tpr(Ats(X e Aty (X = ' !
d - 190./\900_:>¢0_ 907¢E PL( tE( ))7 19719 S tz( )7 o umfy(ﬁ,ﬁ)

Pradikatenlogische Schnittregel (bindre Resolution)

0,0, ¢, ¥ € Tp(Als(X)), 0,0 € Ats(X),
O p=¢YVY, OF IANY=Y o=unify(dr,9),
b F oproANylo = PpTo Vo 7 ist eine Variablenumbenennung mit

var(et V 1 VvV IT) || var(¥ V ¢’ V)

Jede zur Gentzenformel des Sukzedenten der Schnittregel aquivalente Gentzenformel heifst
Resolvente der beiden Gentzenformeln des Antezedenten. Letzterer enthélt zwei unifi-
zierbare Atome ¢/ und v/, die wegen der Kommutativitat von V bzw. A nicht notwendig
am Ende bzw. Anfang stehen.

Eine PSK-Widerlegung ciner Menge ® von Gentzenformeln ist eine PSK-Ableitung
von & F L.
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Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {1, o, o3} mit
p(y) Ap(fla)) = q(z),

T = p(a),
plg(b,y)) A q(b) = L.

Y1 =
Y2 =

o T = p(x)
o T = p(a))
O (p5) T=qlz)

unify (1:
¢+ pg(b,y))
® = (ps) plglby)) =

Einfithrung von ¢
Faktorregelanwendung auf (7 wegen
unify(p(y), p(f(a))) = {f(a)/y}
Einfiihrung von 9
Variablenumbenennung 7 = {z'/x}

Resolvente von o7 und ¢, wegen

Einfithrung von 3

Resolvente von @5 und 3 wegen

unify(q(x),q(b)) = {b/x}
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Resolvente von ¢y und g wegen

unify(p(x), p(g(b,y))) = {g(b,y)/x}

Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {1, 9, @3} mit

S

P1
P2
©3

T=p(fly)Valy),

= p(z) = 1,

q(z) Nq(f(b) = L.

T =p(f(y)) Vqly) Einfithrung von ¢,

Einfithrung von ¢

Resolvente von ¢ und ¢y wegen

unify(p(f(y)), pl)) = {f(y)/z}

(ws5) q(x)ANq(f(b))= L FEinfithrung von 3

Faktorregelanwendung auf (5 wegen

unify(q(x),q(f(b)) = {f(b)/x}

Resolvente von ¢4 und g wegen
unify(q(y), q(f(0)) = {f(b)/y}
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Schnittwiderlegung der Gentzenformelmenge ® = {1, o} mit
= T =p(f(z),y) Vply, f(2)),

O
o F

¥1
w2 = p(fle),
Vv ply, f())

T = p(f(z),y)
T = p(f(z), f(z))

O F (p3) T = p(fla), fz))

o

p(f(c),

r)= 1

r)= L.

Einfithrung von ¢

Faktorregelanwendung auf 7 wegen

unify(p(f(x),y), ply, f(2)))

= unify'((f(x),y), (y, f(x)))

= unify(yo, f(r)o) ©® o

= unify(f(z), f(z)) © 0

=mcxy ®o

=0, wobei o = unify(f(zx),y) = {f( )/?J}
Variablenumbenennung 7 = {z'/x}

Einfiihrung von 9
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O T=1 Resolvente von o3 und o wegen

umfy(p(f( />7 f(x/»ap(f(C)v SU))

= unify ((f(2'), f(2")), (f(c), 2))
= unify(f(2)o, :170) ©o

(
= unify(f(c), ) ©
= {c/a’, f(¢)/x},  wobei o = unify(f(2), f(c)) = {c/2'}

Aufgabe Zeigen Sie, dass die Widerlegung der Gentzenformelmenge

{T = plz) V'), ply) ANpy) = L}

eine Summand- oder Faktorregelanwendung benétigt. l:l

Satz 8.8 (Korrektheit priadikatenlogischer Schnittableitungen)

Sei @ eine endliche Menge von Gentzenformeln iiber Ats(X) und ¢ eine Gentzenformel.

(1) Aus @ Fpgx 9 folgt @ = 9.
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(i) Aus @ Fpgg L folgt, dass ® unerfiillbar ist.

Beweis von (1). Es gentigt zu zeigen, dass aus dem Antezendenten der Summand-, Faktor-
und Schnittregel der jeweilige Sukzedent folgt. Daraus erhélt man (i) durch Induktion
iber die Anzahl der Summand- bzw. Faktorregelanwendungen und Resolventen einer

PSK-Ableitung von @ - 1.

Fall 1: % ist die Summandregel.

Dann gilt ;1 = (p = ¥ VI V') und py = (9o = Yo V o) fiir Formeln bzw. Substi-
tutionen o, 9, ¢, 1), o, die die Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.

Sei A = ¢ und h € A% mit A =, po. Nach Lemma 8.3 folgt A [=p+0, 0, also
A Epios Y VIV Y

wegen A = 1. Also gilt A =, Yo Vo VYo, wieder nach Lemma 8.3. Wegen o = o
folgt A =5, o V Ja. Da h beliebig gewéhlt wurde, schliefsen wir A = o

Fall 2: % ist die Faktorregel. Der Beweis verlauft analog zu Fall 1.
Fall 5: #-22 ist die Schnittregel. Dann gilt o1 = (o = ¥V I), @2 = (A ¢ = ') und
03 = wroANypo=yYroVio
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fiir Formeln bzw. Substitutionen ¢, ¢’, 9,9 9, ¢, 7, o, die die Anwendbarkeitsbedingun-
gen der Schnittregel erfiillen.

Sei A = o1 Ao und h € AX mit A =, proA'o. Nach Lemma 8.3 folgt A Fjore ¢ und
A o ¢, also A Eprore VY wegen A = 1. Nach Lemma 8.3 folgt A =, ¥roViTo.

Fall 3.1: A = 7o, Dann gilt A |j, Y70V Y'o. Da h beliebig gewdhlt wurde, schliefsen
wir A = 3.
Fall 3.2: A |y v710. Dann gilt A |, #'o wegen ¥70 = 0. Nach Lemma 8.3 folgt
A o V.

Wegen A Epop ¢ und A = @ folgt A f=proe ¥, also A =y Yo wieder nach Lemma 8.3.
Daraus folgt A =, Y7o V ¢'o. Da h beliebig gewihlt wurde, schliefen wir A = 3.

Beweis von (ii). Sei ® Fpgr L. Aus (i) folgt A P = L, also ist A ® unerfiillbar. a
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Satz 8.9

Eine Menge ® pradikatenlogischer Gentzenformeln ist genau dann erfiillbar, wenn ihre
Termexpansion
Ezp(®) = {po|p €, 0 €T}

(im aussagenlogischen Sinne) erfiillbar ist.

Beweis. Wegen Lemma 8.1 geniigt es zu zeigen, dass ¢ genau dann ein Termmodell hat,
wenn Ezp(P) ein aussagenlogisches Modell hat.

Sei H ein Termmodell von ® und o € T& . Dann gibt es fiir alle Gentzenformeln ¢ =
von & ein Atom at,  in @ oder ¢ mit o & gr(at,,) baw. o € gu(at, ).

Wir bilden daraus folgende (aussagenlogische) Belegung g : Aty (X) — 2:

Fiir alle X-Atome at iiber X, g(at) =4 gp(at)(o). Dann gilt g(at, ) = 0 bzw. g(at, ) =
1, also g(¢ = 1) = 1 fiir alle Gentzenformeln ¢ = 1 von ®. Da o beliebig gewihlt wurde,
ist g ist ein aussagenlogisches Modell von Exp(®P).

Sei umgekehrt g @ Aty (X) — 2 ein aussagenlogisches Modell von Fxp(®) und H die
Termstruktur mit folgender Interpretation der Pradikate p € 3. Sei n = arity(o). Fiir
alle t € T3,

tep” Sur glpt) =1 (7)
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Sei 0 : X — Tx(X). Nach Voraussetzung gibt es fiir alle Gentzenformeln ¢ = 1 von @

e cinen Faktor pt,, von ¥ mit g(pt, o) =0 ()

e oder einen Summanden pt,, von ¥ mit g(pt, o) = 1. (**)

Im Fall (*) erhalten wir

7
9(?%#/}”) =0 g tp o ng & o0 ¢ gH(ptsD,@D)
= 0 € gyle) = o€ gl =1).

Im Fall (**) erhalten wir

7
g(ptyyo) =1 3:2 tpy0 € pl = o€ gu(pty.)
= o e€gylY) = o€ gple=1).

Also gilt H =, ¢ = 9 fiir alle Gentzenformeln ¢ = ¢ von ®. Da o beliebig gewahlt
wurde, ist H ein Modell von ®. d
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Lemma 8.10 (Lifting-Lemma)

Seien 1, o Gentzenformeln iiber Aty (X), Y1 € Ezp(p1), 0 © X — Ty, und 93 eine
aussagenlogische Resolvente von ¢ und ps0.

Dann gibt es eine Gentzenformel @3, eine PSK-Ableitung von {1, po} F 3 und p :
X — 1% mit p3p’ = 3 und o = ~'p’, wobei v die Komposition der im Laufe der
Ableitung gebildeten mgus ist.

Die aus der aussagenlogischen Resolvente gebildete PSK-Ableitung besteht aus mogli-
cherweise leeren Folgen von Anwendungen der Summand -bzw. Faktorregel auf ¢; bzw.
w9 und einer anschliefsenden Anwendung der Schnittregel:

Uy = 7O Y20 ¥1 ¥2
aussagenlogischer Summandregel- Faktorregel-
Schnatt anwendungen anwendungen
) Y Y
V3 = p3p P1ITN ¥272
pradikatenlogischer
Schnitt
¥3
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Beweis. Wegen ¢y € Exp(p1) gibt es eine Variablenumbenennung 7 mit var(p17)||var(ys2)
und Y1 = @170,

Da 1)3 eine aussagenlogische Resolvente von 11 und @90 ist, gibt es Formeln ¢, ¢, 1, ¢
und Atome vy, ..., 0,0, ... 0 mit

1 = © = YVIH V-V, o = UVIA-- ANV NY =

Y3 = ero Ao = YroV o
und ;70 = 193-0 fir alle 1 <7 < mund 1 < 5 < n. Insbesondere werden sowohl die
Atome U7, ..., 0,7 als auch die Atome 97, ...,9) von o unifiziert.
Also gibt es einen mgu v, < o der Atome 7,...,9,7 und einen mgu v < o der

Atome 97, ..., 9 mit var(o17y1)||var(pays). Folglich ist 771y, ein mgu von 9y, ..., Y,
und wir erhalten durch (m-1)-fache Anwendung der Summandregel auf ¢ und (n-1)-fache
Anwendung der Faktorregel auf ¢ die Formeln

01T = ety = Yt VIt bzw. e = e Ay = Y.
Da @17 und (9 keine gemeinsamen Variablen haben, lasst sich X als Summe der Mengen
var(e17) und X \ var(psy) darstellen.

Also gilt o177 = Y1771, P2y = Yoy und vy < o fiir die Summenextension v = [y, 72).
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Wegen v < o gibt es eine Substitution p mit yp = 0. Wegen 9,70 = 192-0 unifiziert p
die Atome 17y und 9¥}v. Also gibt es einen mgu ¢ dieser Atome und eine Substitution
p' mit £pf = p. Da var(p1my) = var(917y1) und var(9y) = var(¥;ye) disjunkt sind,
benotigen wir keine weitere Variablenumbenennung, um die Schnittregel auf o7 und
w9y anzuwenden, was zur Resolvente

p3 = QTYENPYE = YTIEV P
fiihrt.
Also gibt es eine PSK-Ableitung von {1, w2} F 3.
Aus o = vp = ~v&p' folgt
s = proNpo=roVo = ey NV Ep = pTyEp V PINEY = pap
Demnach gilt die Behauptung des Lemmas fiir 7/ = ~¢. a

Das folgende Theorem iibertragt Satz 6.4 auf unendliche Mengen aussagenlogischer Gent-
zenformeln. Es wird in Satz 8.12 auf Termexpansionen angewendet.
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Satz 8.11 (Vollstdandigkeit von ASK-Widerlegungen von Gentzenformelmengen)

Sei @ eine unerfiillbare Menge von Gentzenformeln iiber einer abzdhlbaren Menge von
Atomen. Dann gilt ® 495 L.

Beweis.

Wir folgen dem Beweis von |10], Satz 1.49, und zeigen die Behauptung durch Kontrapo-
sition. Sei ¢ 745 L und x1, 29, x3, ... eine Abzidhlung der Atome von ®.

Der konsistente Abschluss von @ ist die folgendermaken definierte Menge:

closure(®) = (U, cn Pns
CI)() — CD,
{ ¢, U{—z,} falls &, U{x,} Fask L,

q)nJrl
¢, U{x,} falls ®, U{z,} Fasx L.

Durch Induktion {iber n zeigen wir zunéchst, dass ®, 45 L fiir alle n € N gilt:
Nach Voraussetzung gilt &g = ¢ Hagx L.
Sei L nicht aus ®,, ableitbar (Induktionsvoraussetzung).
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Fall 1: &, U{x,} Fask L. Dann gilt &, = &, U {x,} Hask L.

Fall 2: ®,U{x,} Fask L. Dannist @, = &,U{—x,}. Wire &,,.1 Fagx L, dann miisste
1 wegen P, Fa5x L die Resolvente des Schnittes von —x, mit einer Gentzenformel von
®,, sein. Die kann aber nur mit x,, iibereinstimmen, d.h. x, miisste zu ®,, gehoéren. Also
wiirde gelten:

P, U {xn} = &, Vasg L. %
Also gilt ©,, Hagx L fiir alle n € N.

Sei (closure(®) F 1,...,closure(®) F ¢,) eine ASK-Ableitung. Dann gibt es eine
endliche Teilmenge W von closure(®) derart, dass auch (U ¢q,...,V F ¢,) eine ASK-
Ableitung ist. Also existiert n € N mit W C &,,, so dass auch (¢, F ¢1,..., P, F @)
eine ASK-Ableitung ist.

Insbesondere gibe es im Fall closure(®) F 95 L n € Nmit &, Fagx L. %
Also gilt closure(®) 455 L.

Nun zeigen wir durch Kontraposition, dass die Belegung ¢ : At — 2 mit
g(x)=1 < x € closure(P)
ein (aussagenlogisches) Modell von & ist.
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Angenommen, es gibt eine Gentzenformel o = 21 A--- A x,, = 1y V- V1, von &, die
g nicht erfiillt. Dann wére fiir alle 1 <¢ <mund 1 < j <n g(x;) =1 und g(y;) = 0.
Nach Definition von g wiirde x; zu closure(®) gehoren, y; jedoch nicht. Aus Letzterem
wiirde folgen, dass —y; zu closure(®) gehort. Damit wire

{zi[1<i<m}PuU{ptu{~y;|1<j<n}

eine Teilmenge von closure(®), aus der sich durch m + n Anwendungen der (aussagen-
logischen) Schnittregel L ableiten lieke. Also wiirde closure(®) 455 L gelten. 4

Folglich erfiillt g alle Gentzenformeln von @, ist also ein Modell von ®.

I[st @ unerfiillbar, dann gilt demnach o g L. M|

Um Satz 8.11 im folgenden Theorem anwenden zu konnen, setzen wir ab jetzt voraus,
dass X, X und damit auch Aty (X) abziahlbar sind.
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Satz 8.12 (Vollstandigkeit pradikatenlogischer Schnittwiderlegungen)

Sei @ eine endliche Menge von Gentzenformeln tiber Aty (X).

(i) Aus Exp(®) Fagx ¢ folgt @ Fpgi o fiir eine Gentzenformel ¢ mit ¢» € Exp(p).
(ii) Ist ® unerfillbar, dann gilt ® Fpgx L.

Beweis von (1) durch Induktion diber eine — bzgl. der Anzahl n ihrer Resolventen — mini-
male ASK -Ableitung von Exp(®) F 9.

Fall 1: n = 0. Dann gibt es ¢ € & mit ¢ € Fxp(yp). Also ist (P F ¢) eine PSK-Ableitung
von ¢ = .

Fall 2: n > 0. Dann ist 1 eine Resolvente zweier Gentzenformeln 11 und 5 und es gibt
ASK-Ableitungen von Fxp(®) F ¢ bzw. Exp(P) F 1)1 mit weniger als n Resolventen.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Gentzenformeln 1,9 mit ® Fpgr 01, Y1 €
Exp(p1), P Fpsi o und 1y € Exp(ps).

Also liefert Lemma 8.10 eine Gentzenformel ¢ mit {1, o} Fpsx ¢ und ¢ € Exp(p).

Zusammengenommen liefern die drei PSK-Ableitungen die gewiinschte PSK-Ableitung
von ¢ = o.
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Beweis von (ii). Nach Voraussetzung und Satz 8.9 ist die Termexpansion von ® unerfiill-
bar. Da sie eine Menge variablenfreier Gentzenformeln iiber der abzdhlbaren (!) Menge
Aty (X) ist, folgt Exp(®) Fasx L aus Satz 8.11 und damit ® Fpgx L aus (i). EI

8.3 Pradikatenlogik mit Gleichheit

Eine Y»-Struktur A heikt ¥-Gleichheitsstruktur, wenn das zweistellige Gleichheits-
pradikat = durch die Diagonale A4 und das zweistellige Ungleichheitspradikat =
durch ihr Komplement A%\ Ay interpretiert werden.

Hat A die Trdgermenge Ty, /=p fiir eine Menge F von Gleichungen (siehe Kapitel 5) und
sind die Operationen von X so auf Ty;/=p interpretiert wie in Kapitel 5, dann heifst A
Quotienten-Termstruktur.

Da T5(X) hier nur als Algebra, aber nicht als (Term-)Struktur eingeht, ist eine Quotienten-
Termstruktur nicht notwendig eine Quotientenstruktur in obigem Sinne.

Ein Modell einer préadikatenlogischen Formel ¢ heikt Gleichheitsmodell von ¢, wenn
es eine Gleichheitsstruktur ist.
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Selen P, ¢ € TPL(Atz(X))
Wir schreiben ¢ =g 1, wenn jedes Gleichheitsmodell von ¢ auch 9 erfiillt.

Seien T, Y, Ti,...,Tn,Y1,...,Y, € X, f eine Operation und p ein Priadikat von X mit
arity(f) = arity(p) = n.
Die Menge congs, der X-Kongruenzaxiome besteht aus folgenden Gentzenformeln:
rT=ux (Reflexivitét)
T=Y => yY==x (Symmetrie)
= AN, =y, = fla, .. mn) = f(y, .- yn)  (Vertriglichkeit mit f)
(T, ) ANTL=YPAN AT =Y = DYL, -, Yn) (Vertraglichkeit mit p)

Die Menge disgs, der X-Disgruenzaxiome besteht aus folgenden Gentzenformeln:

T Zu

TEY = YyF

flry, .o yxn) Z flyr,e o syn) = T3 Z V-V, £y,
p(ry,.. . xp) = 1 ZP NV VT, ZY VDWW, Yn)

Reflexivitét)
Symmetrie)
Vertriglichkeit mit f)
Vertriglichkeit mit p)

(
(
(
(
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Aufgabe Zeigen Sie, dass Reflexivitat und Vertraglichkeit mit Pradikaten die Transitivitat
von = bzw. Z implizieren, die als Gentzenformel folgendermafien lautet:

T=EYNYy=2z = x=z bzw. xZz = cZyVyZz.
3

Aufgabe Zeigen Sie, dass jede Y-Gleichheitsstruktur ein Modell von congs bzw. disgs,
ist. l:l

Die in Kapitel 5 behandelte Gleichungslogik ist der Spezialfall der Pradikatenlogik, in dem
die Pradikate von Y auf =, Formeln auf >-Gleichungen und >-Strukturen auf Gleichheits-
strukturen beschriankt sind.

Aufgabe Sei A ein Modell von disgs. Zeigen Sie, dass ~" =4.; A?\#" eine X-Kongruenz
ist. 4
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Aus obiger Interpretation von Pradikaten in Quotientenstrukturen folgt fiir alle a, b € A:

nat_a(a) =V=" nat_a(b) & a=2b < nat_a(a) = nat_a(b),
nat_a(a) =" nat_a(b) < a~2b < nat_s(a) = nat_a(b).

Demnach sind A/=" und A/~* Gleichheitsstrukturen.

Satz 8.13

(i) Fiir jede ¥-Kongruenz ~ auf A, nat = nat. und alle h € A~ gilt folgende Aquivalenz:

A/N ):natoh "2 ~ A ):h PL.
(ii) Sei ¢ € Tpr(Ats(X)) und A eine X-Struktur.

A= o & A E oA NAcongs,
A g e A B oA Adisg

(iii) Sei ¢ eine implikative Normalform tiber Aty(X).

¢ hat kein Gleichheitsmodell < ¢ A A congy ist unerfiillbar,
¢ hat kein Gleichheitsmodell < ¢ A A disgy, ist unerfiillbar.
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Beweis von (i) durch strukturelle Induktion tber Tpp(Ats(X)).
Fiir alle pt € Aty (X),

A/~ Epaon Pt & natoh € 9 (Pt) = gaj(pt) < nat(h*(t))
Lemma 5.3 (¢

5 (nat o h)H(t) € pA & h*(t) € pr & h e galpt) = gi(pt) = Ay pt.
Fur alle Y, @D € TpL(AtZ(X)),

A~ Enaon ~¢ & natoh € gy, (—p) = =" (g (9) = (A/~)¥\ g} ()
ind. hyp. « ow « *
S he AN\ gilp) = =T (gi(e) = gal-w) & Ak,

A/N Iznatoh 2 A\ ¢
& natoh € gy, (¢ AY) =gy, (o) NYW g (0) = g () N gl ()
ind. hyp. * * * ow * *
S hoe gi(p) N gi() = gi(p) AP g4 () = gi(p A) & AL A

und analog A/~ Enuon p VU <= AL o V.
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Fiir alle z € X und ¢ € Tpp(Ats(X)),
A~ Enaton Vg & natoh € gy, (Vop) = (Y)W (g5, (9))
& Vla] € A/~ :natohla/z| = (nat o h)[[a]/z] € g}, ()
ind. hyp.
& Vae A:hla/r) € gi(p) = (Vo) D(gi(p) = gi(Vop) & Al Vap
und analog A/~ Epuon I & A Ep Jxp.

Sei ~ € {=4, ~1}

Beweis von (ii). Da jede ¥-Gleichheitsstruktur die ¥-Kongruenz- und -Disgruenzaxiome
erfiillt und es zu jeder Belegung h' : X — A/~ eine Belegung h : X — A mit natoh = b/
gibt, folgt (ii) aus (i).

Beweis von (iii). ¢ habe kein Gleichheitsmodell. Dann gilt fiir alle 3-Strukturen A,
AJ~bE @) also A o A\ congs bzw. A = o A N\ disgs wegen (ii), d.h. ¢ A A congs
bzw. ¢ A )\ disgy ist unerfiillbar.

Sei umgekehrt o A A congs bzw. ¢ A A disgy, erfiillbar. Dann gibt es ein Modell A von
© N N\ congs bzw. ¢ A \ disgs und damit wegen (ii) das Gleichheitsmodell A/~ von
©. l:l
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Wir fassen zusammen:

Sei @ eine endliche Menge von Gentzenformeln iiber Aty (X).

Aus den Sétzen 8.8 (ii) und 8.12 (ii) folgt:

® ist unerfiillbar < & Fpgr L. (4)

Mit Hilfe von Satz 8.13 (iii) ldsst sich (4) auf Gleichheitsmodelle tibertragen:

® hat kein Gleichheitsmodell

S g congs, ist unerfillbar (5)

5 O U congs Fpsk L.

® hat kein Gleichheitsmodell

ST U disgs, ist unerfiillbar (6)

Y dUdisgs Fpgr L.
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Fiir Gleichheitsstrukturen, deren Gleichheit tiber Gleichungen definiert ist (siehe Kapitel
5), ldsst sich Lemma 8.1 auf Quotienten-Termstrukturen iibertragen:

Lemma 8.14 (Vollstdndigkeit von Quotienten-Termstrukturen)

Sei X eine Signatur mit Pradikatenmenge P, E eine Menge von Gleichungen, die die X-

Kongruenzaxiome enthélt, ¢ eine quantorenfreie >-Formel, A € Structy, ein Gleichheits-

modell von F und ¢ und H(A) die folgende Erweiterung der (3\ P)-Algebra () = Ty, /=5
zur Y-Gleichheitsstruktur.

Sei nat die natiirliche Abbildung von Ty, nach ). Fiir alle p : n € P,
p*@W =y {nat(t) | t € TE, fold*(t) € p*}.
H(A) ist ein Modell von ¢.

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber ¢ zeigen wir

Gimle) = {natoo | o € T, fold" oo € gi(p)}. (7)
Fiir alle pt € Aty (X),

Def. g
QB(A)(Pt) = QH(A)(pt) I (4) {natoo | o € Tg, (nat o 0)*(t) € pH(A)}
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Lemma 5.3 (

— {natoa‘OETg, nat(to) € p?A}
Def {nat oo |0 €Ty, fold(to) € p*}
Lemma 5.3 (i) {natoo | o € TX, (fold* o 0)*(t) € p*}
= {natoo |0 € T, fold" o0 € ga(pt)} = {nato o | o € T, fold* o o € gi(pt)}.
Fiir alle ¢, ¥ € Tap(Ats(X)),
G (09) = @\ i) "= Q¥ \ {nato o | o € T, fold* o0 € i)}
= {natoo | o0 € T, foldAoa e A\ gi(p)}
—{natoo | o € T, fold" oo € g'(—p)},
I (e ANY) = ggay (@) N g (@)
ind_hyp. {natoo | o € TEX, foldA oo € gile)Ngi(v¥)}
={natoo | o € Tg, foldAOO c gile ANY)},
g?{(A)(SO V) = QE(A)(SO) U 97{(,4)(90)
ML fnato o | o € TY, fold oo € gy() U g (1)}
={natoo | o € TY, fold* oo € g'(p V)}.

Damit endet der Beweis von (7).
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Sei A ein Modell von ¢ und ¢ € T&. Dann gilt g%(p) = A%, also insbesondere
h* oo € g4(p) fiir alle h € A%, (7) impliziert nat o o € g;(m(gp). Da alle Belegun-
gen von X in @) die Form nat o o haben, gilt gj 4 () = Q. Also ist H(A) ein Modell
von . l:I

8.4 Ubersetzung modallogischer in pridikatenlogische Formeln

Sei At eine Menge unstrukturierter Atome wie in Kapitel 6 und 7, X = {x1, 29, ...} eine
abzahlbare Menge von Variablen fiir Zustdnde und X eine Signatur, die das zweistellige
Préadikat trans und jedes Atom von At als einstelliges Pradikat enthalt.

Die im Folgenden induktiv definierte Funktion
lepl : TML(At) x X — TPL(Atz(X»

ibersetzt jede modallogische Formel iiber At in eine préadikatenlogische Y-Formel iiber
Xstate: Fiir alle p € At, @ € {V,A\,=}, o, € Tyr(At), v € X und i € N,

mi2pl(p, ) = p(x),
mi2pl(L,x) = 1,
mi2pl(T,z) = T,
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mi2pl(—p,z) = —~mi2pl(p, ),

mi2pl(o @, x) = mi2pl(p, x) ® mi2pl(y, z),

mi2pl(Op, x;) = Vo (trans(z;, xiq) = mi2pl(p, x11)),
)

mi2pl(Cp, x;) = Fxii(trans(x;, zi) A mi2pl(p, x;.q)).

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Ty(At) und = € X z die einzige freie Variable
von ml2pl(p, x) ist. l:l

Im Gegensatz zum Ubersetzer von Zustandsformeln in aussagenlogische Formeln (siche
Kapitel 7) ist ml2pl nicht von einer Kripke-Struktur

I = (9,08) : State — (P(State) x P(At))

abhéngig. IC bestimmt jedoch die Interpretation von trans und At in einer X-Struktur: Sei
=%\ {trans} U At und A eine ¥'-Struktur mit Triagermenge State. Dann bezeichnet
Ay die 2-Struktur mit

transc = y~18) = {(s,s') € State? | ' € 5(s)},
pc = {s € State | p € B(s)}
fiir alle p € At.



[8 Prddikatenlogik}

Satz 8.15 (Korrektheit von mi2pl)

Fiir alle Kripke-Strukturen I mit Zustandsmenge State, >'-Strukturen A mit Trager-
menge State, ¢ € Ty (At), h € State™ und = € X gilt:

K ):h(:r) Y A/C ):h ml2p1(907$> (1)

Beweis. Nach Definition der modal- bzw. priadikatenlogischen Erfiillbarkeitsrelation ist
(1) dquivalent zu:

hz) € gelw) & he gy (mi2pl(e,x)). (2)
Wir zeigen (2) durch Induktion iiber Ty (At).
Fiir alle p € At und x € X,
h(z) € gi(p) = gk(p) < p € B(h(x)) & h*(z) = h(z) € p'¥
& he gy (mi2pl(p,x)) = g, (p(x)),
@) € gi(L) =0 & he 0 =g} (L) = g3, (mi2pl(L)
h(z) € gi-(T) = State < h € State™ = Ia,(T) = g, .(mi2pl(T)).
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Fiir alle ¢, ¥ € Ty (At) und z € X,

h(z) € gi(~p) = State \ gi-(o)
"ET h e State™ \ g3, (migpl(p, @) = g3, (~(mI2pl(p, 1))
= g4, (mi2pl(—p, x)),

hiz) € gi‘c(so A ) = gi(e) N gi(¥)
ST e gy (mizpl(p,x)) N g5, (mi2pl(y, 7))
= g,.(mlepl(, x) A miepl(y,z)) = g (mi2pl(p AP, x)),
hz) € gxle V) = grle) U gr(¥)
" he gy (mizpl(p,x)) U g (migpl(, x))
= g,.(mlepl(, x) V miepl(y, ) = g4 (mi2pl(p V ¢, x)),
hiz) € g;*c(so = 1) = (State \ gi(v)) U gx ()
AT hoe (State® \ g (miZpl(p,x))) U g (mi2pl(, 7))
= g, (mi2pl(p, x) = migpl(y,z)) = g4 (mi2pl(p = ¥, x)).
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Fiir alle ¢ € Tyr(At) und ¢ € N,
i) € gr(Op) = {s € State | 0(s) € gi(p)}t & O(h(zi)) € gic(®)

& Vs e State - s € 6(h(x;)) oder hls/zi1](xit1) = s € gi()

Ay s € State : s ¢ d(h(x;)) oder hls/xi1] € g3y (mi2pl(p, Tit1))

& Vs e State : (h]s/zi1](z;), h[s/zi1](zis1)) = (h(zy), 8) & trans’c
oder his/xi1] € giy, (mi2pl(p, xit1))

& Vs € State : his/xin] € gi (trans(z;, zi1))
oder hls/zi1] € gy, (mi2pl(p, Tit1))

& Vs € State : his/xi] € g) (trans(z;, zip1) = mi2pl(p, Tit1))

< h € gy (Vo (trans(z;, xiv1) = mi2pl(p, xit1))) = g4, (mi2pl(Op, x;)),

hw;) € gp(Op) = {s € State | 6(s) Ngi(p) # 0} < 6(h(z:) Ngglp) # 0

& 35 €0(hlx)) : hls/in](@in) = s € gily)
A g s € §(h(x:)) : hls/zi] € g, (mi2pl(p, zis1))
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& Jsc State : (h]s/zi1](x;), h[s/zip1](zie1)) = (h(zy), 8) € trans?k
und hls/zi] € gy, (mi2pl(e, xi1))
< I € State : his/xin] € gy (trans(x;, xi+1))
und hls/xi] € gl (mi2pl(p, it1))
& Js € State : his/xi] € g} (trans(x;, xis1) = mi2pl(p, Tit1))
& h € gy (Frin(trans(x, xiv1) = migpl(p, xit1))) = g4, (mI2pl(Cp, ;).
l:l

Eine modallogische Formel ¢ heikt bisimulationsinvariant, wenn fiir alle Kripke-Struk-
turen IC ~x zum Kern von gi-(¢) gehort. Demnach sind laut Satz 7.9 alle modallogischen
Formeln bisimulationsinvariant.

Analog nennen wir eine pradikatenlogische Y:-Formel ¢ bisimulationsinvariant, wenn
fiir alle Kripke-Strukturen K mit Zustandsmenge State, X'-Strukturen A ~x zum Kern

von g3 () gehort.

Satz 8.15 (|4], Theorem 4.18) Eine préadikatenlogische Formel ist genau dann bisimula-
tionsinvariant, wenn sie zum Bild von mi2pl gehort. EI
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Highlights

Signatur der Pridikatenlogik: PL = ALU{Qx 1 —1|Q €{V,3}, z € X}

Sei 2 eine Signatur der in préadikatenlogischen Formeln vorkommenden Operationen [
n — 1 und Pradikate p : n.

Y-Atome:

Ats(X)={pt |p:ne X, t € Tx(X)"}.

Semantik der Pradikatenlogik:

Y-Struktur A: Interpretation der Operationen und Préadikate von X

Termstruktur A: ¥-Struktur mit der Tragermenge und den Operationen von Tyx(X)
oder Tw
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PL-Algebra Pow(A) mit Trigermenge P(A*): Fiir alle S, 5" C A%,

LPow(A) _ @7
TPouw(d) — X
—Pould(S) = AN\ S,
NPowld)(§ 8 = SN S,
vPould) (g 8 = SU S,
= Powld) (5.8 = (AX\ S)u S,
(Va)Por)(8) = {he AY |V ac A: hla/x] € S},
(Fz)Por(S) = {he AX |Fa e A:hla/x] € S}.

A induziert folgende Belegung g4 : Atsy(X) — P(A*) der Atome:
Fiir alle pt € Aty (X),

ga(pt) =as {h € A | B (t) € p}.
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Sel 90,170 € TPL(AtE(X)) und h: X — A.

(A, h) erfiillt ¢ oder ist ein Modell von ¢, geschriecben: A |=;, ¢, wenn h zu ¢%(y)
gehort. h heift dann auch Losung von ¢ in A.

A erfiillt o oder ist ein Modell von ¢, geschrieben: A = ¢, wenn g% (p) = A gilt.

Wir schreiben ¢ <" 4, falls (A, h) genau dann ¢ erfiillt, wenn (A, h) ¥ erfiillt, und
p <=4, falls A genau dann ¢ erfiillt, wenn A 1 erfiillt.

Termmodell von ¢: Termstruktur, die ¢ erfiillt.

Lemma 8.1: Jede erfiillbare quantorenfreie >-Formel hat ein Termmodell.

Sei ¢ : X — Tx(X). Die Erweiterung o* : Tp (At (X)) — Tpr(Ats (X)) von o auf
pradikatenlogische Formeln verlangt eine spezielle Behandlung der Quantoren:

e Firalle f:n—1eXundte Tx(X)", o*(ft) = fo'(t).

o Firallep:neXundt e Tx(X)", o(pt) = po*(t).

o Fiiralle f:n—1¢€ AL und ¢ € Tpr(Ats(X))", o*(ft) = fo™(p).
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o Fiiralle Q € {3,V}, v € X und ¢ € Tpy(Atx(X)),

Qa'old'[z](p) falls & € V0 =a Uvar(o(free(p) \ {z})),
Qxolx/x]"(p) sonst.

o (Quyp) = {

Substitutionslemma (Lemma 8.3):

Fiir alle ¥-Strukturen A, h: X — A, 0 : X — Tx(X) und ¢ € Tpr(Atg(X)) gilt
AEnpo < Ao ¢

Pow(A) erfiillt alle in der Bitalgebra giiltigen A L-Gleichungen sowie die folgenden PL-
Gleichungen:

—Jdxp = Vr—p —Vrp = dr—p
Az(p V) = Jze V Ja V(e A) = Vep AV
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Seien X2, Y Signaturen mit ¥ C X/ und A eine Y'-Struktur.

Eine ¥-Formel ¢ und eine ¥'-Formel 1 heifsen erfiillbarkeitsaquivalent bzgl. Y. ge-
schrieben: ¢ =y, 1, wenn es fiir alle X-Strukturen A und h € A* eine ¥-Struktur B
gibt, deren Y-Redukt mit A iibereinstimmt und die folgende Aquivalenz erfiillt:

A ):h QY = B ):h w

Fine priadikatenlogische Formel Vz; ... Vz,¢ heift Skolemnormalform (SNF), wenn
¢ eine implikative Normalform {iber Aty (X) ist (siche Kapitel 6).

Satz 8.7: Jede préadikatenlogische Formel hat eine erfiillbarkeitsdquivalente Skolemnor-
malform.

Der pradikatenlogische Schnittkalkiil PSK besteht aus den in Abschnitt 8.2 ange-
gebenen vier Regeln zur Transformation pradikatenlogischer Gentzenformeln. Die Gent-
zenformel des Sukzedenten der Schnittregel heikt Resolvente.

Eine PSK-Widerlegung ciner Menge ® von Gentzenformeln ist eine PSK-Ableitung
von ¢ - 1.

Satz 8.11: Die Vollstandigkeit von ASK-Widerlegungen gilt auch fiir unendliche Gent-
zenformelmengen ® mit hochstens abzahlbar vielen Atomen.
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Korrektheit und Vollstandigkeit von PSK-Ableitungen bzw. -Widerlegungen
(Sétze 8.8 und 8.12): Fiir endliche Mengen ® priadikatenlogischer Gentzenformeln gilt:

Aus ® Fpgi ¢ folgt © | 1.

O Fpgr L gilt genau dann, wenn ® unerfiillbar ist.

Gleichheitsstruktur: >-Struktur A, die das Gleichheitspradikat =: 2 durch A4 und
das Unleichheitspradikat #: 2 durch A%\ A4 interpretiert.

Gleichheitsmodell von ¢: Gleichheitsstruktur, die ¢ erfiillt.

Sei ~A= A2\#A. Fiir alle X-Strukturen A sind A/=4 und A/~* Gleichheitsstrukturen
und genau dann Modelle von ¢, wenn A ein Modell von ¢ A A congs bzw. ¢ A \ disgs
1st.

Satz 8.13 (iii): Eine implikative Normalform ¢ iiber Aty (X) hat genau dann kein Gleich-
heitsmodell, wenn ¢ A A congy, oder ¢ A A disgy, unerfiillbar ist.

Korrektheit und Vollstandigkeit von PSK-Widerlegungen in Gleichheitsmo-
dellen: Fiir endliche Mengen ® pradikatenlogischer Gentzenformeln gilt:

O Ucongs, Fpsxk L < @ hat kein Gleichheitsmodell < & U disgy, Fpsi L.
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Im weitesten Sinne ist ein logisches Programm eine Menge L P préadikatenlogischer For-
meln. Seine Eingabe ist eine — Anfrage genannte — weitere priadikatenlogische Formel. Es
berechnet eine Menge von Ldsungen der Anfrage in einem Modell von LP.

Funktionale oder objektorientierte Programme représentieren Funktionen, logische Pro-
gramme sollen Relationen reprasentieren. Das schliekt schon mal alle unerfiillbaren For-
meln von ihrer Verwendung als logische Programme aus.

Sei f eine Operation von . Eine »-Gleichung tiber X (siehe Abschnitt 5.3) der Form
¢ = ft = u heikt Hornformel fiir f.

Sei p eine Pradikat von 3, das weder Gleichheits- noch Ungleichheitspréidikat ist (siehe
Abschnitt 8.3). Eine Gentzenformel der Form ¢ = pt heifst Hornformel fiir p.

Damit die durch eine Hornformel “definierte” Funktion bzw. das durch sie “definierte”
Pridikat am Anfang der Formel steht, schreiben wir ft = u <= © bzw. pt <= ¢ an Stelle
von ¢ = ft =u bzw. ¢ = pt.

Eine Gentzenformel pt = ¢ mit pt € Aty(X) heift Cohornformel fiir p.

Eine endliche Menge LP von Horn- bzw. Cohornformeln fiir eine Teilmenge P von X
heifst logisches bzw. cologisches >-Programm fiir P.
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9.1 Beispiele logischer Programme

Beispiel 9.1

Die Signatur ¥ bestehe aus den nullstelligen Operationen zero und nil (leere Liste), der
unaren Operation succ (successor, Nachfolger), den bindren Operationen +, :, 4++ und
\, den unéren Priadikaten Nat, sorted und unsorted und den bindren Pradikaten <, >
€ und perm.

Sei x,y,s,s € X. Die folgenden (Co)Hornformeln bilden (co)logische Programme fiir
einzelne Elemente von X:

(nat) Nat(zero)

Nat(succ(x)) < Nat(x)
(less) zero < x < Nat(x)

succ(x) < suce(y) <=z <y
(greater) zero > x = L

succ(x) > succ(y) = x >y

327



(plus)

(sorted)

(unsorted)

(concat)

(remove)

£9 Logische Progmmmiemmg}

zero+x = x < Nat(x)

succ(x) +y = succ(x + y) < Nat(z) A\ Nat(y)

sorted(nil)

sorted(x : nil)) <= Nat(x)

sorted(x : (y )) < x < yAsorted(y : s)

unsorted(nil) =

unsorted(x ml) = 1

(2 (

unsorted(z : (y : s)) = Nat(x)
(y :5)) = Nat(y)

unsorted(x : (y : s)) = x >y V unsorted(y : s)
unsorted(x :
nil++s =s
(x: 8)++s = : (s++5') < Nat(x)
nil \ r = nil < Nat(x)
(x:s8)\z=s < Nat(x)

(x:s)\y=x:(s\y) < Nat(z) N Nat(y) Nx Z y
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(elem) x € x:s <« Nat(x)
rE€yY:s<x€s< Nat(x) A Nat(y)
(perm) perm(nil,nil)

perm(s,x :s') < x € s A Nat(z) A perm(s\ x,s)
Die Menge N* wird mit folgender Interpretation von X zur »-Struktur A:

Fir alle v,w € N* und a4,...,a, € N,

zerot = 0,
(w1 falls w e N,
succt(w) = 4 v i
| € sonst,
" (4w falls v, w € N,
v+t w = K
| € sonst,
nilA = e,
A cons,(w) falls v € N, (siche Abschnitt 4.7)
vt w =
€ sonst,
v4++4w = conc(v, w), (siche Abschnitt 4.7)
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sorted?

unsorted® =

{
=1

perm?
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(Cll, ey A1, Ay . ,Cln) falls w = a; € N und

a; #w fiir alle 1 < j <1,

§ (ay,...,a,) falls w € N und
a; # w fir alle 1 < j < n,
| € sonst,

— N,
= {(a,b) € N* | a < b},
= {(a,b) € N* | a > b},

Anr, (siche Abschnitt 3.2)

= (N*)2\AN*7
= {(a,(ay,...,a,)) e NxN"|F1<i<n:a=a},

{(al,...,an)EN*|V1§i<n€N:ai§ai+1},
(a,...,a,) ENT|F1<i<neN:a; >aj},
(

v,w) € (N*)? | w ist eine & Permutation von v}.

Aufgabe Zeigen Sie A = A\ LP. a
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Beispiel 9.2 = Tirme von Hanoi

n Scheiben sind von 1 nach 3 zu transportieren, wobei ein 2 als Zwischenlager dient. Die
Scheiben diirfen nur mit nach oben abnehmender Grofse gestapelt werden. Jeder wahrend
des Transports erreichte Zustand ist ein Tripel von Listen der bei 1, 2 bzw. 3 gelagerten
Scheiben. Z.B. lédsst sich die Folge der Zusténde, die beim Transport von fiinf Scheiben
von 1 nach 2 durchlaufen werden, wie folgt graphisch darstellen:

Das logische Programm soll keine Zustandsfolge, sondern die Folge der Ortswechsel, die
erforderlich sind, um n Scheiben von Position 1 zu Position 3 zu transportieren. Wir
modellieren die Aufgabe mit Hilfe einer Signatur >, die aus den Operationen von Beispiel
9.1 und dem fiinfstelligen Pradikat actions besteht. Deren intendierte Bedeutung ist
unten als Y-Struktur beschrieben.
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= =
= - - = —
— — L = — —
— = —_— —_
—_— — | — =
— = | = = —
— = = — —
— = . - —
—_ —_ - —
= — = - — —
N =" - - —
= =
1 2 3
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Sei n,x,y, z, act, acts, acts’ € X.

Die folgenden Hornformeln bilden ein logisches Programm LP fiir actions:
actions(zero, x,y, z, nil) (1)
actions(succ(n), x,y, z, acts++((x, z) : acts’)

< actions(n, x, z,y, acts) A actions(n, y, x, z, acts’) (2)

(2) driickt aus, dass n + 1 Scheiben von Turm z iiber Turm y nach Turm z getragen
werden konnen, indem zunéchst n Scheiben von « iiber z nach y, dann eine Scheibe von
x nach z und schliellich n Scheiben von ¥ iiber x nach z transportiert werden. Das Paar
(x, z) steht fir “Transportiere die oberste Scheibe von z nach z”.

Das Bild auf der vorigen Seite visualisiert die Zustandsfolge, die von der (einzigen) Ak-
tionsfolge acts” erzeugt wird, die actions(5, 1,2, 3, acts”) erfiillt. Wegen (2) gibt es Ak-
tionsfolgen acts und acts’, die das Goal

actions(4,1,3,2, acts) A actions(4,2,1, 3, acts’) A acts++((1,3) : acts’) = acts”

erfiillen. Im Bild fithren acts vom Zustand links oben zum Zustand links unten, die Aktion
(1,3) vom Zustand links unten zum Zustand rechts oben und acts’ vom Zustand rechts
oben zum Zustand rechts unten.
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Sei A =N x N° x (N?)*. Eine Schrittfunktion F': P(A) — P(A) sei wie folgt definiert:
Fir alle T' C A,

F(T) = {(0,a,b,c,€) | a,b,c € N} U
{(n+1,a,b, c,conc(v, cons(, oy (w)) | (n,a,c,b,v),(n,ba,cw)eT}.

Wir wihlen A als Tragermenge einer Y>-Algebra 55, interpretieren dort actions durch den
kleinsten Fixpunkt von F' (siehe Kapitel 4) und zero, succ, nil, : und ++ wie in Beispiel
9.1.

Aufgabe Zeigen Sie B = \ LP. a
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Beispiel 9.3 = Damenproblem

n Damen auf einem (n x n)-Schachbrett sollen so platziert werden, dass sie sich nach den
Schachregeln nicht schlagen konnen, also keine zwei Damen auf derselben Diagonalen, Ho-
rizontalen oder Vertikalen stehen. Z.B. gibt es fiir fiinf Damen auf einem 5 x 5-Schachbrett
genau zehn sichere Platzierungen:

112(3(4|5 112(3(4|5 112(3|4|5 112(3(4|5 112(3(4|5

Ol AW N =
®

O W N =
®

O W N =
[ ]

Ol W[N] =
[ ]

O W N =
[ ]

Q| W] N =
®

g B[] N =
®

g W] N =
®

Q| &[] N =
®

g B[] N =
®

Die Platzierung einer Dame in jeder Zeile eines (n xn)-Schachbrettes wird als Permutation
(k1,...,ky) von (1,2,...,n) dargestellt: k; ist die Spaltenposition der Dame in der i-ten
Zeile. Der Brettbelegung links oben entspricht z.B. die Permutation (4,2,5,3,1).


https://de.wikipedia.org/wiki/Damenproblem
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Wir modellieren die Aufgabe mit Hilfe einer Signatur X, die neben Operationen und Pré-
dikaten von Beispiel 9.1 die unédre Operation enum und die bindren Pradikate queens,
board und safe besteht. Deren intendierte Bedeutung ist unten als >X-Struktur C beschrie-
ben, die folgende Bedingungen erfiillt:

((1,...,n), (k... ,k,)) gehort genau dann zu board®, wenn (ki,...,k,) eine sichere
Platzierung von n Damen reprasentiert, also eine, bei der sich keine zwei Damen schlagen
konnen.

(1, (k, k1, ..., kp_1)) gehort genau dann zu safe’, wenn unter der Voraussetzung, dass
(k1, ..., kn_1) eine sichere Damenplatzierung auf den unteren n — 1 Zeilen représentiert,
(k, k1, ..., k,_1) eine sichere Damenplatzierung auf dem gesamten (n x n)-Brett darstellt.

Sei n,x,y,s,s ,val € X. Die folgenden Hornformeln bilden ein logisches Programm LP
fiir die Pradikate von X:

(queens) queens(n,val) < board(enum(n),nil,val)
(board)  board(nil,val,val)
board(s, val,val’)

< 1 € s A safe(succ(zero), x - val) A board(s \ x,x : val,val’)
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(safe)  safe(n,x : nil)
safe(n,z : (y:s))<=xZy+nAyZx+nA safe(succ(n), x : s)
(enum) enum(zero) = nil
enum(succ(n)) = enum(n)++(succ(n) : nil)
Hornformeln fiir €, £ und 4+ stehen in Beispiel 9.1.

Die im Programm blau bzw. rot gefarbte Liste von Zahlen besteht aus den noch nicht
vergebenen bzw. vergebenen Spalten, in denen Damen sicher platziert werden konnen.

C ist wie folgt definiert: Fiir alle n € N*,

c B {(1,...,n) falls n € N,
enum®(n) =
€ sonst,
safe = {(i,(a,aq,...,a,)) | i,a,a1,...,a, € N:

Vi<j<n:aj—jF#a#a;+j}
queens® = {(n,w) € Nx N* | ((1,...,n),nil,w) € board"},
board® = Ifp(F), (siche Kapitel 4)

wobei die Schrittfunktion F': P((N*)?) — P((N*)?) wie folgt definiert ist:
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Fiir alle T C (N*)3,
F(T) = {
{

e,w,w) | we N} U
v,w,w') | Fa €€ v A (1, aw) € safe’ A (v\€ a,aw,w') € T}.

(
(

zero, succ, +, nil, :, ++, \, =, Z und € werden in C wie in A interpretiert (siche Beispiel
9.1).
Aufgabe Zeigen Sie C = \ LP. a

Aufgabe Uberfithren Sie LP in eine Kripke-Struktur mit Zustandsmenge N* x N* und
Transitionsfunktion 9, so dass durch wiederholte Anwendung von ¢ alle sicheren Platzie-
rungen von n Damen auf einem (n x n)-Schachbrett berechnet werden konnen. 3
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9.2 SLD-Kalkiile

Eine endliche Konjunktion oder Disjunktion von Y-Atomen iiber X heifst Y-Goal bzw.
>:-Cogoal iiber X. T bzw. L ist ein weiteres Goal bzw. Cogoal.

Gy (X) und coGy(X) bezeichnen die Mengen der ¥-Goals bzw. ¥-Cogoals tiber X.

Berechnungen auf der Basis eines logischen Programms LP entsprechen Schnittwiderle-
gungen von ¢ = LP U {p}, wobei ¢ ein (Co)Goal ist. Wegen der speziellen Form von
LP bzw. ¢ lasst sich der Schnittkalkiil vereinfachen, ohne dass seine Vollstandigkeit bzgl.
Widerlegungen von ® verlorengeht.

Dazu betrachten wir zunachst variablenfreie PSK-Ableitungen der Form ® - 1 mit einem

Goal .

Jede solche Ableitung s lasst sich schrittweise in eine Ableitung von ® v transformieren,
in der keine zwei Hornformeln ¢ = pt und pt A ¢’ = qu geschnitten werden.

Fall 1: Die Resolvente ¢ A ¢’ = qu eines solchen Schnittes wird in s mit einem Goal — das
die Form qu A v/ = | haben miisste — geschnitten. Dann kann sie aus s entfernt werden,
weil dieser Schnitt dieselbe Resolvente liefert wie der Schnitt der ersten Hornformel ¢ =

pt mit der Resolvente pt A ¢’ A% = L der zweiten Hornformel pt A ¢ = qu und dem
Goal:
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© = pt pt A ¢ = qu

W

o N = qu quAvY = L

/

ONP NI = L
wird transformiert in:
pt A\ @' = qu qu N9 = L

p = pt pt A N9 = L

I

ONP N = L
Fall 2: Die Resolvente ¢ A ¢ = qu wird in s mit keinem Goal geschnitten. Dann triagt
sie zur Ableitung von ® = ¢ nichts bei, kann also ebenfalls aus s entfernt werden.

Demnach gilt ® F4gx % genau dann, wenn es eine Folge (i1, ...,1,) von Goals gibt
derart, dass ¥y € @, ¥, = ¢ und fiir alle 1 < 7 < n 1); die Resolvente von 1); 1 und einer
Hornformel von @ ist — und nicht die Resolvente zweier beliebiger Vorgéanger von ;.
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Analog kann man alle Resolventen zweier Cohornformeln aus variablenfreien Schnitt-
ableitungen von & = LP U {¢} F ¢ entfernen, wenn LP eine cologisches Programm ist
und ¢, ¥ Cogoals sind, so dass ® Fpgx 1 genau dann gilt, wenn es eine Folge (¢, . .., ¥,)
von Cogoals gibt derart, dass ¢ € ®, 1, = ¢ und fiir alle 1 < ¢ < n 1; die Resolvente
von 1;_1 und einer Cohornformel von & ist.

Die Einschrankung des pradikatenlogischen Schnittkalkiils auf solche Regelanwendungen
fiihrt zum (co)SLD-Kalkil, mit dem (Co)Goals gelost werden sollen. SLD steht fiir selec-
tiwe linear definite clause resolution. selective weist auf eine mogliche Strategie hin, nach
der das Atom ausgewéhlt wird, das bei einem Schnitt entfernt wird.

linear bedeutet, dass sich jede Formel ¢ einer SLD-Ableitung nur aus ihrem jeweiligen
direkten Vorginger (und LP) ergibt, dass also ¢ nicht wie beim Schnittkalkiil auch von
fritheren Vorgéngern abhéngt (s.0.). Der Begrift clause (deutsch: Klausel) umfasst Horn-
formeln (definite clauses) und Goals.

Um sowohl Goals als auch Cogoals zu verarbeiten, benotigen wir einen hierarchischen
Ansatz, in dem LP auch Basispradikate enthalten darf, die von LP verwendet, aber
nicht “definiert” werden.
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Dazu wird von der gegebenen Signatur X eine Basissignatur >’ C Y abgespalten, die
alle Operationen von ¥ enthélt. Die Pradikate von ¥’ nennen wir Basispradikate.

Zu jedem p : n € ¥/ gehore auch das Komplementpradikat p : n zu Y. Im Fall = € Y/
sei = = #.

Stellen alle Operationen von > Konstruktoren dar, dann konnen Gleichheits- bzw. Un-
gleichheitspradikate zu 3\ X/ gehoren. Gemél Abschnitt 8.3 spezifiziert man sie dann
durch das (co)logische Programm congs, bzw. disgys, damit diese Pradikate im Fixpunkt-
modell als Gleichheit bzw. Ungleichheit interpretiert werden (siche Abschnitt 9.3). Sollen
jedoch einige Operationen durch Gleichungen (siehe Abschnitt 5.3) spezifiziert werden,
dann gehort = zu Y.

Ein (co)logisches >-Programm LP heift Programm mit Basispradikaten, wenn fiir
alle pt < o € LP bzw. pt = ¢ € LP p nicht zu > gehort.

Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene Y'-Gleichheitsstruktur (siehe Ab-
schnitte 5.2 und 8.3), d.h. fiir alle p : n € X/ gilt p” = A"\ p”.
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Structy, 4 bezeichnet die Klasse aller ¥-Strukturen B, deren X'-Redukt mit A iiberein-
stimmt. Structs, 4 1p =g4f {B € Structs 4 | B = LP}.

Die pradikatenlogische Folgerungsrelation fiir Structs 4 bezeichnen wir mit |=4:

Fﬁl‘ alle CI) g TPL(Atz(X)) und w - TPL(AtE(X»,

O ):A W < def VB € StructgﬁA - B ): /\(I) = B ): Y.
P ist A-erfiillbar, wenn es B € Structs 4 mit B = \ ® gibt.

Sei LP ein (co)logisches 2-Programm mit Basispradikaten und L P die Menge aller (Co)-
Hornformeln ', fiir die es ¢ € LP und eine Variablenumbenennung 7 mit o7 = ¢’ gibt.

Sei LP logisch. Der SLD-Kalkiil fiir (L P, A) ist analytisch und besteht aus vier Regeln:

Faktorregel
LP F UANY A , :
Aty (X X = !
LP - U0 Ao 0,0 € Aty (X), ¢ € Gx(X), 0 = unify(9,9")
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Resolution uber LP

LP + v A9 Ve Aty(X), v € Gu(X), V<= ¢ € LP,
LP F o ANYo o= unify(d,9), var(d < ) || var(d A1)

Basisregel
LP F UvAyp

e

9 € Aty (X), ¢ € G(X), 0 €15, AE Yo

Stopregel
LP - T

Analog zu Satz 8.8 (i) erhilt man die Korrektheit des SLD-Kalkiils fiir (LP, A):
Fiir alle SLD-Ableitungen (LP & 1, ..., LP F ¢,) gilt

LP 4 ¢n= 3Z¢1, (1)

wobei Z = var(er) \ var(yy,). Im Fall ¢, = T gilt demnach LP =4 any(p) (siehe
Kapitel 8).
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Sei LP cologisch. Der coSLD-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus vier
Regeln:

Summandregel

LP F 9ViY' Vo
LP F YoV po

9,9 € Ats(X), ¢ € coGx(X), o= unify(d, )

Coresolution iuber LP

LP F 0V 9 € Ats(X), ¥ € coGs(X), U = o € LP,
LP + poVio o= unify(d,7), var(d = @) || var(d" V)

Basisregel
LP F vV

QYo

9 € Ats(X), ¢ € coGx(X), 0 € TS, Ao

Stopregel
LP + L
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Analog zu Satz 8.8 (i) erhilt man die Korrektheit des coSLD-Kalkiils fir (LP, A):
Fiir alle coSLD-Ableitungen (LP F @1, ..., LPF ¢,) gilt
LP EAVZyp1 = oy, (2)

wobei Z = wvar(p1) \ var(e,). Im Fall ¢, = L gilt demnach LP =4 any(—y;) (siehe
Kapitel 8).

Aufgrund obiger Bemerkungen iiber variablenfreie PSK-Ableitungen und da diese ASK-
Ableitungen entsprechen, gilt Satz 8.11 auch fiir variablenfreie SLD-Ableitungen (die
auch keine Faktor- bzw. Summandregelanwendungen enthalten):

Satz 9.4 (Vollstdndigkeit variablenfreier (co)SLD-Ableitungen)

(i) Sei LP ein variablenfreies logisches Programm mit Basispradikaten und ¢ ein 3-Goal
iiber X. Ist LP U {—p} A-unerfiillbar, dann gilt LP Fgpa T.

(ii) Sei LP ein variablenfreies cologisches Programm mit Basispradikaten und ¢ ein Y-
Cogoal iiber X. Ist LP U {p} A-unerfiillbar, dann gilt LP Fgrp 4 L. ]
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Satz 9.5 (Lifting und Vollstandigkeit von (co)SLD-Ableitungen)

(i) Sei LP ein logisches -Programm mit Basispradikaten, ¢ ein 3-Goal, 0 : X — Ty
und

ably = (Exp(LP) & o, ..., Exp(LP) - ¢')
eine variablenfreie SLD-Ableitung. Dann gibt es eine SLD-Ableitung
abl = (LP+ @,...,LP )
und p 1 X — Tx(X) mit ¢¥p = ¢ und vp = o, wobei v die Komposition der mgus von
abl ist.
(i) Aus LP =4 any(yp) folgt die Existenz von abl mit ¢ = T.

(iii) Sei LP ein cologisches Y-Programm mit Basispradikaten, ¢ ein 3-Cogoal, o : X —
Ty und
ably = (Exp(LP) + o, ..., Exp(LP) ')

eine variablenfreie coSLD-Ableitung. Dann gibt es eine coSLD-Ableitung
abl = (LPF ¢,...,LP )

und p : X — Tx(X) mit ¢p = ¢ und vp = o, wobei v die Komposition der mgus von
abl ist.
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(iv) Aus LP =4 any(—y) folgt die Existenz von abl mit ¢p = L.

Beweis von (i) durch Induktion tiber die Linge n von ably.

Fall 1: n = 0. Dann ist ¢ = @o. Also ist (LP F ) eine SLD-Ableitung, die die
Bedingungen von (i) erfiillt, wenn man p = o und v = idx setzt.

Fall 2: n > 0. Dann ist ¢’ die Resolvente einer Hornformel 6 von Ezp(LP) und eines
Goals 17 und es gibt eine variablenfreie SLD-Ableitung

(Exp(LP)+ o, ..., Exp(LP) F 4})

mit weniger als n Resolventen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Goal 1), eine
SLD-Ableitung
abl'= (LP+ ¢,...,LP F )

und p’ : X — Tx(X) mit ¢1p" = 9] und vp’' = o, wobei v die Komposition der mgus von
abl’ ist.

Wegen 119" = 17 und da )’ eine aussagenlogische Resolvente von 6 und ] ist, liefert
Lemma 8.10 ein Goal v, eine SLD-Ableitung

abl" = (LP V4, ..., LP )
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und p @ X — Tx(X) mit ¢p = ¢ und v'p = p’, wobei 7/ die Komposition der mgus von
abl” ist.

Setzt man abl’ und abl” zusammen, erhilt man eine SLD-Ableitung abl, die die Bedin-
gungen von (i) erfiillt: ¥p = ', vy p = vp' = o und ' ist die Komposition der mgus
von abl.

Beweis von (ii).

Sei LP =4 any(y). Dann ist LP U {—any(y)}, also auch LP U {—p} A-unerfiillbar.
Nach Satz 8.9 ist daher auch die Termexpansion von LP U {—¢} A-unerfiillbar. Da diese
abzihlbar ist und mit Exp(LP) U {—po | o0 € T&} iibereinstimmt, gibt es ably mit
Y’ = T nach Satz 9.4 (i). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann die Existenz von

abl.
Beweis von (iii).
Die Existenz einer eine coSLD-Ableitung
abl = (LPF @,...,LP F 1)

mit den unter (ii) genannten Eigenschaften kann analog zu (i) gezeigt werden.

349



LQ Logische Progmmmiemng}

Beweis von (iv).

Sei LP =4 any(—y). Dann ist LP U {any(p)}, also auch LP U {p} A-unerfiillbar. Nach
Satz 8.9 ist daher auch die Termexpansion von LP U {¢} A-unerfiillbar. Da diese ab-
zihlbar ist und mit Exp(LP) U {po | o € TS} iibereinstimmt, gibt es ably nach Satz
9.4 (ii). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt dann die Existenz von abl. 3

Zusammenfassend erhalten wir:
Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene ¥'-Struktur und =450 = Fa N Egg.

Sei L P ein logisches Y-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein »-Goal.
LP =4 any(p) < LPFgipaT. (3)

Enthédlt ¥\ X' die Gleichheitspriadikate von Y, dann folgt (4) aus (3) und Satz 8.13 (iii):

LP =40 any(p) & LPUcongs Fgipa T. (4)
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Sei L P ein cologisches Y-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein »-Cogoal.

LP =4 any(—yp) < LPlgipa L. (5)

Enthélt 3\ X' die Ungleichheitspradikate von 3, dann folgt (6) aus (5) und Satz 8.13
(iii):

LP =40 any(—y) < LPUdisgs Fsipa L. (6)

9.3 Fixpunktmodelle logischer Programme

Schnitte zweier (Co)Hornformeln kénnen niemals zu L fithren. Demnach ist jedes endliche
(co)logische ¥-Programm L P nach Satz 8.12 (ii) erfiillbar.

Sei A eine X-Struktur. Structy, 4 ist halbgeordnet:
Fir alle B, C' € Structy, 4,
B <C <4 fir alle Pradikate p € ¥\ X' gilt pB C pC.

Dariiberhinaus ist Structy, 4 ein vollstandiger Verband mit Null- und Einselement:
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Fiir alle £ C Structs 4 und p:n € ¥\ Y,

p' =0, p'=A" pdt =] p" P ="
BeK BeK

Folglich kénnen wir die in Kapitel 4 fiir Potenzmengenverbande formulierten Ergebnisse
(insbesondere die Sétze 4.1 und 4.9) auch auf Structy, 4 anwenden.

Satz 9.6

Sei LP ein (co-)logisches »-Programm mit Basispradikaten und B = Eut(A, LP) die
Y-Struktur, die p : n € X wie folgt interpretiert:

B { {fOldA(lf) |t €T3, LPtgipapt} falls LP logisch ist,

T\ {foldA(t) | t € T, LP Heipapt) falls LP cologisch ist.
(i) Fiir alle Pridikate p € X' gilt p? = p. B gehort also zu Structs 4.
(i) B erfillt LP.
(iii) Sei LP logisch. B ist der kleinste Fixpunkt der Schrittfunktion
Fy, g = F: Structs, 4 — Structy, 4,
die wie folgt definiert ist:
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Fiir alle C' € Structy 4 und p:n € ¥\ ¥,

pl'O =faecA"|Ipt<=peLP, he AN b (t)=anC =) ).
F* ist F-abgeschlossen. Satz 4.9 (ii) impliziert daher B = F**°,
(iv) Sei LP cologisch. B ist der grofste Fixpunkt der Schrittfunktion

Fy 4 = F : Structs, 4 — Structy, 4,

die wie folgt definiert ist: Fiir alle C' € Structy 4 und p:n € ¥\ ¥,

pF O ={aec A" |Vpt=9peLP, he A  h*(t) #aV C =, ¢}
F ist F-abgeschlossen. Satz 4.9 (iv) impliziert daher B = F.

Beweis von (1). Sei p:n € ¥ und a € A". Ist LP logisch, dann gibt es t € T3 mit
ac€p’ o a=fold(t)cp® & LPFgpapt & AEpt & a=fold'(t) € pt.
Ist LP cologisch, dann gibt es ¢ € Ty mit
a€p® & a=fold*(t)cp® & LPHgpapt & AkEpt & a=fold(t) € pt.
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Beweis von (ii). Fall 1: LP ist logisch. Sei pt <= p1ti A+ Appt, € LP und h € g5(pit;),
also h*(t;) € pP fiir alle 1 < i < n. Nach Lemma 5.3 (iii) gibt es o : X — T% mit
fold® o ¢ = h und h* = fold* o o*. Daraus folgt fold(tio) = h*(t;) € p?, also

LP Fgipapitio
nach Definition von p?. Folglich gibt es fiir alle 1 < i < n eine SLD-Ableitung

(LPFpitio, LPFn, ..., LPF gy, LPET).
Diese Ableitungen lassen sich zu folgender Ableitung zusammensetzen:
(LP \ pto,
LPF pitio A -+ A ppt,o, (Resolution mit pt < )

LPF ©11 A potoc A -+ A put,o,

LP P1ky /\p2t20 JANCRE /\pntna,
LPET /\pthO' /\p3t30' AN /\pntnO',
LP T Ao Apstsa A--- A pyt,o,

ooy
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LP =T A pop, N p3tso A -+ A pptno,
LPFETAT Apstso A--- A put,o,

LPFTATATA--AT=T)

Also gilt LP Fgpp 4 pto, d.h. h*(t) = fold®(to) € p” nach Definition von p? und damit
h & gp(pt).

Fall 2: LP ist cologisch. Sei pt = pit; V-V put, € LP und h € g(pt), also h*(t) € p?.
Nach Lemma 5.3 (iii) gibt es ¢ : X — T% mit fold” oo = h und h* = fold” o o*. Daraus
folgt fold*(to) = h*(t) € p”, also

LP V/sip.a pto (1)
nach Definition von p”. Angenommen, fiir alle 1 < i < n gilt
LP tg1p a pitio.
Dann gébe es fiir alle 1 <7 < n eine SLD-Ableitung
(LPFpitio, LPFn, ..., LPF gy, LPFL).
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Diese Ableitungen liefsen sich zu folgender Ableitung zusammensetzen:

(LP - pto,

LPt pitio V-V put,0o, (Coresolution mit pt = )
LP P11 \/pthO' Vo \/pntnO',

LP & @i, V patoo V - - -V puty0,

LP - 1LV potoo V pstso V - -V put,o,

LPFH 1V P21 \/pgth' Voo \/pntna,

LP & LV o, Vpstso V-V pyt,o,

LPFH1VLV---Vp,t,o,

ey

LPF1IVIVLIV-VLl=1)
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Das Widerspricht (1). Folglich gibt es 1 <4 < nmit LP Yeipa pitio, d.h. h*(t;) =
fold*(t;o0) € pP nach Definition von p” und daher h € gi(p;t;), also auch

h € gB(p1t1 V.- \/pntn)-

Beweis von (iii). Wir zeigen zunéchst fiir alle C' € Structs a:

CELP < F(CO)<LC. (2)
“=" Seip:n € B\ Y und a € pf'©. Nach Definition von p*(©) gibt es pt < ¢ € LP
und A € AX mit h*(t) = aund C |=;, . Aus C | LP folgt C |=;, pt, also a = h*(t) € p°.

“<" Sei pt <= o € LP und h € g% (p). Nach Definition von pf(©) gilt h*(t) € pFl©).
Wegen F(C) C C folgt h*(t) € p°, also C' k=, pt. Daher gilt C' = pt < .

Damit ist (2) gezeigt. Daraus folgt insbesondere Ifp(F') = LP. Ferner erhalten wir fiir
allep:ne X\ X und t € T¢,

Ifp(F) Satz 4.1(1 (2),(2)

P ﬂ{pC | C € Structs s, F(C)<C} C pP

SOwi1e

foldA(t) € p? = LP Fgpp apt = LP upt "V

(P = pt & fold' (1) € p)
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wegen der Korrektheit des SLD-Kalkiils fiir (LP, A), also Ifp(F') = B,
Sei a € p!'"™). Dann gibt es pt < /\lepiti € LPund h € AX mit h*(t) = a und F*> |=;,
piti, also h*(t;) € p!™ = pUjEN O _ Ujen pf](o) fiur alle 1 < ¢ < k. Daher existieren

ni,...,n; € Nmit h*(t;) € pfmi(o) fir alle 1 <i < k. Sei m = mazx{n4,...,n;}. Wegen
Fi(0) < F™(0) fiir alle 1 < i < k folgt h*(t;) € p- " fiir alle 1 < i < k, also

k
F0) b Apiti
i=1
Demnach gilt a = h*(t) € p/F™" ) = PO C pF Damit ist pf ™) C pf™ gezeigt.
Daraus folgt F(F*) < F* d.h. "> ist F-abgeschlossen.
Beweis von (iv). Wir zeigen zunéchst fiir alle C' € Structs a:
CELP < C<F(O). (3)

“="Seip:n € L\Y und a € A"\pF©). Nach Definition von p*(©) gibt es pt = ¢ € LP
und h € AX mit h*(t) = a und C &y, . Aus C | LP folgt C [y, pt, also a = h*(t) & p°.
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“<=": Sei pt = ¢ € LP und C £, . Nach Definition von p™(©) gilt h*(t) & p*'(©), also
C' F£p, pt. Daher gilt C' | pt = .

Damit ist (3) gezeigt. Daraus folgt insbesondere ¢fp(F') = LP. Ferner erhalten wir fiir
allep:ne ¥\ X und t € T¢,

B (B)C’(i) Satz 4.1(i1) g (p)

U{pc | C € Structs 4, C < F(C)} " =""p

sowie

faldA()Qp @LPI—SLDApt:>LP):Aﬂpt f()

wegen der Korrektheit des coSLD-Kalkiils fiir (LP, A), also gfp(F') = B.

Sei a € A"\ pF'">). Dann gibt es pt = \/Z \piti € LP und h € A* mit h*(t) = a
und F B piti, also h*(t;) € p;> = pﬂJENF M _ ﬂjesz (1) fiir alle 1 < ¢ < k.

]

Daher existieren nq,...,n; € N mit h*(t;) ¢ pZ ) fiir alle 1 < i < k Sel m =
mazx{ny,...,ng}. Wegen F"(1) < F"i(1) fiir alle 1 < ¢ < k folgt h*(t;) & pZ Y fiir alle
1 <<k, also

 afp(F) b —pt
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k
F(1) Fen \/pztz-

Demnach gilt a = A*(t) & pFF"W) = pF"" (1) also a & pi™ wegen pfe C pf™ (1),
Damit ist pf> C pf'F=) gezeigt.

Daraus folgt Flo < F(Fy), d.h. F. ist F-dicht. ]

Kongruenzaxiome sind Hornformeln, Disgruenzaxiome Cohornformeln (siehe Kapitel 8).
Die einen erhalt man durch Kontraposition aus den anderen. Analog lassen sich aus den
Horn- bzw. Cohornformeln von LP durch Kontraposition Cohorn- bzw. Hornformeln
gewinnen, die Fxt(A, LP) um die Komplemente der Interpretationen der Préadikate von
>\ X erweitern:

Sei LP ein (co)logisches Programm fiir P = X\ X' und P = {p:n | p:n € P}. Das
(co)logische Programm

t) = pit1 V-V Duty ‘pt@pltl/\"'/\pntnELP} U
t)=1|pt<=TeLP} falls LP logisch ist,

£) =Pt A ADptn | pt = piti V- -+ V put, € LP} U

t)y< T |pt= 1€ LP} falls LP cologisch ist,

-1
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nennen wir Kontraposition von LP.

Satz 9.7

Sei B = Ext(A, LP) und B = Ext(A, LP). Fiir alle p € ¥ ist PP das Komplement von
pP. d.h. B
p’ = A"\ p”. (1)

Beweis. Durch Induktion iiber die Lange von SLD-Ableitungen lédsst sich zeigen, dass
fiir alle Pradikate p : n € X und ¢ € 13 Folgendes gilt:

LP }_SLD,A pt = LP }_SLD,A pt. (2)

Sei LP logisch. Dann ist LP cologisch und nach Satz 9.6
= — 1
8 = {fold™(t) | t € T2, TP Ysppapt} © {fold (1) | t € T2, LP Wsrp.a pt}
= A"\ {fold*(t) | t € TZ, LP Fgpapt} = A"\ pP.
Sei LP cologisch. Dann ist LP logisch und nach Satz 9.6
= — 2
58 = {fold(t) | t € T8, TP Fsppa Bt} 2 {fold*(t) | t € T2, LP Fsppa pt}
= A"\ {fold(t) | t € TZ, LP Hspapt) = A"\ pP.
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Der folgende alternative Beweis von (1) verwendet anstelle von (2) die Sétze 3.2 (2/3)
und 9.6 (i /iv).

Sei ¥ = ¥\ ¥ U P. Wir zeigen zuniichst durch Induktion iiber i, dass fiir F = Fy 4,
F = Fy , (siche Satz 9.6) und alle ¢ € N Folgendes gilt:

Beweis von (3). Sei LP logisch. Dann gilt pr W =pl = A" = A" \ @ = A"\ p und nach
Induktionsvoraussetzung fiir alle ¢ > 0:
—i ——i1
SF) — P )
n — ko — T D . Lk * E —
={a € A" |Vl = \/j:1pjtj € LP, he A* h'(t)#aVhe 9ﬁ—1(1><\/j:1pj i)}
={a€ A" |Vpt =\ Pt e LP, h € A
W) #avI1<j<k:hi(t)ept N
ML e A | Y Bt = \/E Bty € LP, he AX

h*(t) 7& aVdl<j<k: h*(tj) c An \pfzﬁl(o)}
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= A"\{a€ A" | Ipt < \\_ pjt; € LP, h e AY:
W) =a AV 1<j<k:h(t)ep U}
_ An \pF(Fi—l(O)) —An \pFi(O)
[st LP cologisch, dann folgt (3) analog.

Sei LP logisch. Da F'> F-abgeschlossen und F,, F-dicht ist, erhilt man (1) aus (3) wie
folgt:

_p Satz 9.6(iv) _F e T T (3) n i
p? = pre =Pl T = 0 5T = Ny (A p7Y)
Satz 3 2(2 n i n _ i n 0 Satz 9 6(iii) .,
DA\ Ui (0"0) = A7\ plien O = Amy pF AT\ pP.
Ist LP cologisch, dann folgt (3) analog. a

Die (Fixpunkt-)Semantik logischer Programme funktioniert offenbar immer dann, wenn
die Menge aller Pradikate von X so in Teilmengen P, ... P, zerlegt und ein Tupel LP =
(LP,...,LP,) logischer Programme gebildet werden kann, dass fiir alle 1 < i < n
LP; zwar nur die Priadikate von P; “definiert”, aber dazu auch Préadikate von Py, ... P_y
verwendet. In diesem Fall nennt man L P ein stratifiziertes Programm. Damit arbeitet
z.B. die Antwortmengenprogrammierung (siehe z.B. |2, Kapitel 9).
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Die cologischen Komponenten von LP sind dort stets Kontrapositionen logischer Pro-
gramme. Sie tauchen zwar explizit nicht auf, bestimmen aber implizit die Semantik der
dort in Hornformeln erlaubten negierten Atome. Ein anderes Beispiel fiir die Verwen-
dung von Basispradikaten ist die constraint-logische Programmierung: ¥’ ist dort z.B.
eine Signatur von Operationen und Pradikaten auf reellen Zahlen. Die Constraints ent-
sprechen Y'-Atomen, die — analog zu den obigen Basisregeln — in einer festen >/-Struktur
mit Tragermenge R ausgewertet werden.

Laut Satz 9.6 (iii) und (iv) ist das “Standardmodell” Fxt(A, LP) eines (co)logischen
Programms L P der kleinste bzw. grofste Fixpunkt einer Schrittfunktion F' aut Structys 4.
Eigenschaften von Ext(A, LP) werden deshalb geméf Satz 4.1 (iii/iv) mit Hilfe von
F-Induktion bzw. -Coinduktion bewiesen, die als spezielle Ableitungsregeln in einen er-
weiterten (co)SLD-Kalkiil eingebaut werden kénnen, der beliebige priadikatenlogische For-
meln — auch iiber mehrsortigen (getypten) Signaturen — verarbeitet (siche [30], Kapitel

17).

Dieser Kalkiil enthélt zur Anwendung von Gleichungen (siehe Abschnitt 5.3) auch Vari-
anten der folgenden Regeln, deren Benutzung (die i.d.R. aufwéindigen) Resolutionen mit
Kongruenzaxiomen tiberfliissig machen (siehe [22|, Theorem 5.3.4; [23], Theorem 4.4):
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Paramodulation iiber F
LP + %{u/x} AN v e Aty(X), u e Tx(X), v € Gu(X), t =t/ <= p e LP,
E F 9t'/z}o Npo Ao g5 = unify(t,u), var(t =t < @) || var(d A)

Unifikationsregel
LP F t=t'Np
LP F wo ANN{x=2x0|x € supp(o)}

tat/ S TZ(X)7 2BS GZ(X)7 0= unify(tat/)

9.4 Losungskalkiile fiir (co)logische Programme

Wir erweitern die Sukzedenten der Regeln des (co)SLD-Kalkiils um eine Konjunktion
von Gleichungen x = xo bzw. eine Disjunktion von Ungleichungen x #Z xo, wobei o der
mgu der jeweiligen Regelanwendung ist.

Sei A eine erreichbare ¥'-Struktur mit Komplementen (siche Abschnitt 5.1), LP ein
(co)logisches X-Programm und LFP" die Menge aller (Co)Hornformeln ¢/, fiir die es ¢ €
LP und eine Variablenumbenennung 7 mit o7 = ¢’ gibt. ¥ enthalte = und #.
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Sei LP logisch. Der SLDL-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus drei
Regeln:

Faktorregel

LP = OANU N U, € Aty (X), ¢ € Gx(X),
LP F Yo ANpo ANN{x =x0 | x € supp(o)} o = unify(V, V')

Resolution iber LP

¥ € Aty (X), ¥ € Gx(X),

V<= e LP, o= unify(d,9),
var(¥ < @) || var(d" A1)

LP F 0 Ay
LP F o ANYo ANN{x =x0 | x € supp(o)}

Stopregel

LP +
LT e GulX)

Sei LP cologisch. Der coSLDL-Kalkiil fiir (LP, A) ist analytisch und besteht aus drei
Regeln:

366



LQ Logische Progmmmierung}

Summandregel

LP = 9V Ve 0,0 € Aty (X), ¢ € coGy(X),
LP + YoV oV \/{r # xo | x € supp(o)} o = unify(d, )

Coresolution iber LP

Ve Ats(X), ¢ € coGy(X),
V=o€ LP, o= unify(d,9),
var(¥ <= @) || var(9" A1)

LP F 9V
LP + o VoV \{r #xo|x € supp(o)}

Stopregel

LP +
e 4 ¢ € coGyy(X)

n

Goals der Form ¢ A A", x; = t; und Cogoals der Form ¢ V' \/"_ | 2, # t; heilen gelbst,
wenn @ ein >'-(Co)Goal ist und xy, ..., z, paarweise verschiedene Variablen sind, die in

t1,...,t, nicht vorkommen.
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Haben alle in einer (co)SLDL-Ableitung angewendeten (Co)Hornformeln von LP" paar-
weise disjunkte Variablenmengen, dann sind die aus dem jeweiligen mgu gebildeten Kon-
junktionen von Gleichungen bzw. Disjunktionen von Ungleichungen gelost.

Satz 9.8 (Korrektheit von (co)SLDL-Ableitungen)

Sei LP ein logisches »-Programm mit Basispradikaten und (LP F ¢q,...,LP F ¢,)
eine SLDL-Ableitung.

(i) LP =4 pn = ¢1.

(ii) Sei ¢ ein Y'-Goal, @, =1 A /\f:1 x; = t; gelost und o = {t1/x1, ..., tx/xi}
Dann gilt LP =4 Yo = 0.

Sei LP ein cologisches >-Programm mit Basispradikaten und (LP F 1, ..., LP F ¢,)
eine coSLDL-Ableitung.

(iii) LP 4 on = 1.

(iv) Sei ¢ ein >'-Cogoal, ¢, = ¥ V \/f:1 x; Z t; gelost und o = {t1/xy, ..., t1/xi}.
Dann gilt LP =4 p10 = Yo.
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Beweis von (i). Wegen
LP =40,=¢1 < YV Be Structsarp: B ¢, = 1
& V B e Structsarp : 95(en) C g5(e1)
genligt es zu zeigen, dass fiir alle B € Structy 4p und 1 <7 <n
95(pir1) € gp(e:) (1)
gilt.

Fall 1: Der Ableitungsschritt von LP + ¢; nach LP F ;.1 ist eine Anwendung der
Faktorregel, d.h.

ei=9NY N und @1 =190 A po A /\{:1: =uz0 | x € supp(o)},
wobei 4, ¢, ¢, o die Anwendbarkeitsbedingungen der Faktorregel erfiillen.

Beweis von (1). Sei h € g5(@;41), also
h € gp(¥o)Ngyleo)N(NHgslz =z0) | © € supp(o)} )
= gp(V0) N gp(eo) N{{h € A* | h(z) = h*(z0)} | « € supp(o)}.
Wegen o = ¥ o folgt
h*oa € gp(¥) N gp(¥) N gpe) (3)
aus (2) und Lemma 8.3,
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(2) impliziert aukerdem h(x) = h*(zo) fiir alle € supp(o), also h = h* o o. Deshalb
folgt

h€ gp(¥) N gp() N gp(e) = gp(d AV Ap) = gp(e)
aus (3).

Fall 2: Der Ableitungsschritt von LP + ¢; nach LP F ;1 ist eine Anwendung der
Resolutionsregel, d.h.

;=9 ANy und @1 = po Ao A /\{:1: =z0 | x € supp(o)},
wobei ¢, 1%, p, 1, o die Anwendbarkeitsbedingungen der Resolutionsregel erfiillen.

Beweis von (1). Sei h € g5(@;+1), also

h € gplpo) Ngp(o) N Wgs(e = zo) |z € supp(o)} ()
= gp(eo) Ngp(wo) NO{{h € A* | h(z) = I*(z0)} | x € supp(o)}.

nach Lemma 8.3 folgt h* o o € g5() N ggx(w) aus (4), also
h*oo € gp(?) N gp(¥) (5)

wegen A =9 < ¢ und o ='o.
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(4) impliziert aukerdem h(x) = h*(zo) fiir alle x € supp(o), also h = h* o 0. Deshalb
folgt
h€ gp(¥) N gp(Y) = gp( AY) = gp(e)

aus (5).
Beweis von (ii). Da ¢, gelost ist, gilt
k k
95(pn0) = gp(bo A ]\ wio = tio) = gp(bo A \ t; = t) = gp(vo). (6)
i=1 i=1

(1)
Sei h € gj(1o). (6) impliziert h € gx(p,0), also h* oo € gi(¢n) C gh(p1) nach Lemma
8.3. Daraus folgt h € g},(p10), wieder nach Lemma 8.3.

Beweis von (iii). Wegen
LPE=Es01= ¢, & VYV BeStructsarp: BE 1= ¢,
& VB e Structsarp : g5(p1) C g5(en)
gentligt es zu zeigen, dass fiir alle B € Structs 4p und 1 <t <n
g5(@i) € gp(@it1) (7)
gilt.
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Fall 1: Der Ableitungsschritt von LP + ¢; nach LP F ;.1 ist eine Anwendung der
Summandregel, d.h.

e;i=9VIVe und @1 =190VpoV \/{x # xo | x € supp(o)},
wobei ¢, ¢, ¢, o die Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.
Beweis von (7). Sei h € g5(¢;), also
h € gp(¥) U gp(d') U gp(e). (8)
Fall 1.1: h=h*oo. Dann gilt h* oo € g5(¥) U g5(¥) U g5(p) wegen (8), also
h € gp(Vo) U gp(eo) (9)
wegen Lemma 8.3 und vo = ¥o.

Fall 1.2: Es gibt x € supp(o) mit h(x) = h*(zo). Also gilt

hoe U{{h € A% | h(z) # h*(zo)} | = € supp(o)}

= Hys(z £ zo) | x € supp(o)} = g5 (V{z # zo | x € supp(o)}). (10)
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In beiden Fallen folgt
hoe gpllo Vo) Ugp(V{z # zo | x € supp(o)})
gp(do Vo V\{z # zo | x € supp(o)}) = g5(pi1)
aus (9) bzw. (10).

Fall 2: Der Ableitungsschritt von LP + ¢; nach LP F ;.1 ist eine Anwendung der
Coresolutionsregel, d.h.

wi ="' ANY) und @1 = po VoV \/{aj =% xo | x € supp(o)},
wobei ¥, ¥, v, 1, o die Anwendbarkeitsbedingungen der Summandregel erfiillen.

Beweis von (7). Sei h € g5(¢;), also
h e gh(?) U gh (o). (1)
Fall 2.1: h=h*oo. Dann gilt h* o 0 € gj(¢) U g(¢) wegen (11), also

h* oo € gp(e)Ugp(v)
wegen ¥'o = o und A = 9 = . Daraus folgt
h € gp(po) U gp(vo) (12)
nach Lemma 8.3.
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Fall 2.2: Es gibt x € supp(o) mit h(x) = h*(xo). Also gilt (10) wie in Fall 1.2.
In beiden Fillen folgt
h € gpleo Vo) Ugp(V{z # xo | x € supp(o)})
gplpo Vo V\x # a0 | x € supp(o)}) = gp(pi)
aus (12) bzw. (10).
Beweis von (iv). Da ¢, gelost ist, gilt

k k
I5(en0) = gp(o vV \[ mio # tio) = gh(o v \[ t; £ t;) = gp(vo).  (13)
i=1 i=1
Sei h € AN\ gp(vo). (13) impliziert h € A%\ g5(¢n0) = g5(—p,0), also

(iid)

I oo € gh(—wn) = A\ ghlen) © A™\ ghle1) = gi(men)
nach Lemma 8.3. Daraus folgt h € ¢},(—p10), wieder nach Lemma 8.3. l:l

374



£9 Logische Progmmmiemng}

Satz 9.9 (Losungsvollstandigkeit von (co)SLDL-Ableitungen)

(i) Sei LP ein logisches Y-Programm, ¢ ein 3-Goal und ¢ : X — Ty mit LP =4 @o.
Dann gibt es eine Substitution 7 < ¢ und eine SLDL-Ableitung
(LPFo,....LPFyT A\ x=a7).

resupp(T)

(ii) Sei LP ein cologisches Y-Programm, ¢ ein 3-Cogoal und ¢ : X — Ty mit LP =4
—po. Dann gibt es eine Substitution 7 < ¢ und eine coSLDL-Ableitung

(LPF@,...,LPF YTV \/ xr FE XT).
rEsupp(T)

(i) und (ii) lassen sich analog zu Satz 9.5 (ii) bzw. (iv) beweisen, indem man die dor-
tigen Beweisschritte auf (co)SLDL-Ableitungen tibertragt und berticksichtigt, dass eine
(co)SLD-Ableitung abl = (LP & @1, LP F s, ..., LP I @,) einer (co)SLDL-Ableitung

(LPF o1, LPF @y ANy...,LPF @, N\ y)

mit gelosten (Co)Goals by, ..., 1, entspricht, wobei fiir alle 2 < i < n 1; den mgu
reprisentiert, der im i-ten Schritt von abl (von LP F ¢, 1 nach LP F ;) gebildet wird.
A
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Beispielhafte Anwendungen der Losungskalkiile

Die Spezifikation = log4 gibt die logischen Programme von Abschnitt 9.1 so wieder, dass
der Beweiseditor = Expander2 den Losungskalkiil auf sie anwenden kann.

Das jeweils ausgewéhlte Atom eines (Co)Goals wird vollstdndig expandiert, d.h. gleich-
zeitig mit allen (Co)Hornformeln — auch mittels Paramodulation — geschnitten, deren
Konklusion (Prédmisse) mit ihm unifizierbar ist. Folglich besteht das jeweilige Redukt
aus der Disjunktion (Konjunktion) der Pramissen (Konklusionen) aller angewendeten
(Co)Hornformeln. Variablen, die nur im Redukt vorkommen, werden dort existenz- bzw.
allquantifiziert. True steht dort fiir T, False fiir L, & fiir A, | fiir V, Any fiir 4, A11 fiir
V, = fiir =, =/= fiir #, 0 fiir zero, 1 fiir succ(zero), n+1 fir succ(n), [1 fiir nil, ‘in¢ fir
€, - fiir \ und [1..n] fiir enum(n).

Programme fiir diese Operationen bzw. Pradikate sind in =& Expander? eingebaut und
tauchen deshalb in = log4 nicht auf. Stattdessen folgen auf jede Expansion Simplifi-

kationsschritte, die Teilausdriicke durch dquivalente Teilausdriicke ersetzen und so das
jeweilige Redukt soweit wie moglich vereinfachen.

Beweis von & sorted[1,3,4] (siche Beispiel 9.1)
Widerlegung von = unsorted[1,3,4] (siehe Beispiel 9.1)
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Berechnung der Losungen von = perm([1,3,4],s) (siehe Beispiel 9.1)
Berechnung der Losungen von = actions(3,A,B,C,acts) (siche Beispiel 9.2)
Berechnung der Losungen von =& queens (5,val) (siehe Beispiel 9.3)
Highlights

Hornformel: ¢ = pt Cohornformel: pt = v

Ein (co)logisches Programm LP besteht aus (Co)Hornformeln.

Goal: pit1 A --- Aput, Cogoal: p1t1V ---V p,t,

Sei Y eine Teilsignatur von Y, die alle Operationen von X enthélt. Die Pradikate von '
nennen wir Basispradikate. Zu jedem p : n € ¥’ gehore auch das Komplementpradi-
kat p:nzu X Im Fall = € ¥/ sel = = #£.

Ein (co)logisches ¥-Programm L P heiftt Programm mit Basispradikaten, wenn fiir
alle pt < o € LP bzw. pt = ¢ € LP p nicht zu Y gehort.
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Sei A eine erreichbare komplementabgeschlossene Y/-Gleichheitsstruktur, d.h. fiir alle
p:n e giltpf = A"\ p~.

Der (analytische) (co)SLD-Kalkiil fiir (LP, A) besteht aus den in Abschnitt 9.2 ange-
benen Regeln zur Transformation eines (Co)Goals nach LP + T bzw. LP F L.

Korrektheit und Vollstandigkeit des (co)SLD-Kalkiils:
Sei LP ein logisches Y-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein »-Goal.

LP =4 any(p) < LPlFgipaT.

Sei L P ein cologisches Y-Programm mit Basispradikaten und ¢ ein »-Cogoal.
LP =4 any(—yp) < LPFgpa L.

Modelle
Structy, 4 = Klasse aller ¥-Strukturen B mit B|y = A
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Fir alle B, C' € Structy, 4,
B <C gy fiiralle Pridikate p € ¥\ ¥ gilt p© C p©.
Sei L P ein (co)logisches Y-Programm mit Basispradikaten und Ext(A, LP) die ¥-Struktur,
die p : n € X wie folgt interpretiert:
Eot(ALP) _ { {fold*(t) | t € T, LP Fgipapt} falls LP logisch ist,
! B {fold*(t) | t € TE, LP tspapt} falls LP cologisch ist.
Ext(A, LP) ist das bzgl. < kleinste bzw. grofte Modell von LP, das zu Structy, 4 gehort.

Komplemente

Sei LP ein (co)logisches Programm fiir P =X\ ¥ und P={p:n|p:n € P}.

Das (co)logische Programm

((Bt) = Prt1 V-V Bnta | pt <= prti A+ Apyt, € LP} U

TP — d {p(t)= L |pt<= T € LP} falls LP logisch ist,
{p(t) =Piti A+ ADutn | pt = pit1 V-V put, € LP} U

L pt) =T |pt= LeLP} falls LP cologisch ist,

nennen wir Kontraposition von LP.
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Sei B = Ext(A, LP) und B = Ext(A, LP). Fiir alle p € ¥ gilt
Z—)E — A" \pB

Losungen

Goals der Form ¢ A A", x; = t; und Cogoals der Form ¢ V' \/_, 2, # t; heilen gelbst,
wenn @ ein X'-(Co)Goal ist und xy, ..., z, paarweise verschiedene Variablen sind, die in
t1,...,t, nicht vorkommen.

Der (analytische) (co)SLDL-Kalkiil fiir (LP, A) besteht aus den in Abschnitt 9.4 an-
gebenen Regeln zur Transformation eines (Co)Goals in seine — als Gleichungen bzw.
Ungleichungen — dargestellten Losungen.

Korrektheit und Vollstandigkeit des (co)SLDL-Kalkiils:

Sei LP ein logisches -Programm mit Basispriadikaten, (LP F ¢1,...,LP F ;) eine
SLDL-Ableitung, v ein ¥'-Goal und ¢,, = ¢ A /\f:1 x; = t; gelost. Dann gilt

LP =4 {ti/x1, ... /ot = ei{ti/x, ..t/ o
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Gilt umgekehrt LP =4 @o fiir ein 0 : X — T, dann gibt es eine Substitution 7 < o
und eine SLDL-Ableitung

(LPFy,....LPFyT A\ x=ua7).

zesupp(T)

Sei LP ein cologisches »-Programm mit Basispradikaten und (LP & 1, ..., LP F ¢,)
eine coSLDL-Ableitung, v ein X'-Cogoal und ¢,, = 1 V \/f:1 x; Z t; gelost. Dann gilt
LP Ea oi{ti/xy, ..t /ary = O{t )z, .ot /o)

Gilt umgekehrt LP =4 —po, dann gibt es eine Substitution 7 < ¢ und eine SLDL-

Ableitung
(LPF@,...,LPFTV \/ T FE XT).

rEsupp(T)

381



Literatur

[1] Pierre Basieux, Die Architektur der Mathematik: Denken in Strukturen, rororo
science 2000

2| Christoph Beierle, Gabriele Kern-Isberner, Methoden wissensbasierter Systeme,
Vieweg+Teubner 2008

3] Mordechai Ben-Ari, Mathematical Logic for Computer Science, Springer 2001

4] Johan van Benthem, Exploring Logical Dynamics, CSLI Publications, Stanford
University 1996

5] Jiirgen Dassow, Logik fiir Informatiker, Teubner 2005

6] Hartmut Ehrig et al., Mathematisch-strukturelle Grundlagen der Informatik,
Springer 2001

7] Melvin Fitting, First-Order Logic and Automated Theorem Proving, Springer 1996

8] Erich Gridel, Mathematische Logik, Vorlesungsskript, RWTH Aachen, Sommer-
semester 2009

9] Heinz Peter Gumm, Universelle Coalgebra, in: Th. Thringer, Allgemeine Algebra,
Heldermann Verlag 2003

382


https://www.amazon.de/Die-Architektur-Mathematik-Denken-Strukturen/dp/3499611198
https://www.amazon.com/Mathematical-Computer-Science-Mordechai-Ben-Ari/dp/1852333197
https://www.amazon.de/Logik-f%9Fr-Informatiker-J%9Frgen-Dassow/dp/3519005182
https://www.springer.com/computer/theoretical+computer+science/book/978-3-540-41923-5
https://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS09/index.html.de
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/GummCoalg.pdf

|10| Dieter Hofbauer, Ralf-Detlef Kutsche, Grundlagen des maschinellen Beweisens,
Vieweg 1991

[11] Michael Huth, Mark Ryan, Logic in Computer Science, Cambridge University
Press 2004

[12] Bart Jacobs, Jan Rutten, A Tutorial on (Co)Algebras and (Co)Induction, EATCS
Bulletin 62 (1997) 222-259

[13] Uwe Kastens und Hans Kleine Biining, Modellierung: Grundlagen und formale
Methoden, Hanser 2018

|14] Martin Kreuzer, Stefan Kiihling, Logik fiir Informatiker, Pearson 2006; 49 Exem-
plare in der UB-Lehrbuchsammlung

[15] Alexander Kurz, Coalgebras and Modal Logic, Kurs am CWI Amsterdam, 2001
|16] Zohar Manna, Mathematical Theory of Computation, McGraw-Hill 1974

[17] Christoph Meinel, Martin Mundhenk, Mathematische Grundlagen der Informatik
- Mathematisches Denken und Beweisen, Vieweg-+Teubner 2011

18] K. Meinke, J.V. Tucker, Universal Algebra, in: Handbook of Logic in Computer
Science 1 (1992) 189 - 368

[19] Faron Moller, Georg Struth, Modelling Computing Systems - Mathematics for
Computer Science, Springer 2013

383


https://www.amazon.de/Grundlagen-maschinellen-Beweisens-Informatiker-Mathematiker/dp/3528047186
https://www.cambridge.org/gb/knowledge/isbn/item1151369
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/JR.pdf
https://www.amazon.de/Modellierung-Grundlagen-Methoden-Uwe-Kastens/dp/3446454640
https://www.amazon.de/Modellierung-Grundlagen-Methoden-Uwe-Kastens/dp/3446454640
https://www.pearson-studium.de/main/main.asp?page=bookdetails&ProductID=111263
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/cml.pdf
https://www.springer.com/springer+vieweg/it+&+informatik/book/978-3-8348-1520-0
https://www.springer.com/computer/theoretical+computer+science/book/978-1-84800-321-7

20| Anil Nerode, Richard A. Shore, Logic for Applications, Springer 1997

121] Peter Padawitz, Dirk Siefkes, Einfilhrung in die Syntax und Semantik der Pradi-
katenlogik, Vorlesungsskript, TU Berlin 1981

22| Peter Padawitz, Computing in Horn Clause Theories, EATCS Monographs on
Theoretical Computer Science 16, Springer 1988; Freiexemplare gibt es beim Au-
tor.

23] Peter Padawitz, Deduction and Declarative Programming, Cambridge Tracts in
Theoretical Computer Science 28, Cambridge University Press 1992

24] P. Padawitz, Swinging Types = Functions + Relations + Transition Systems,
Theoretical Computer Science 243 (2000) 93-165

125] Peter Padawitz, Modellieren und Implementieren in Haskell, Folienskript, TU
Dortmund

26| Peter Padawitz, Formale Methoden des Systementwurfs, Vorlesungsskript, TU
Dortmund 2006

27| Peter Padawitz, From Modal Logic to (Co)Algebraic Reasoning, Folienskript, TU
Dortmund

28] Peter Padawitz, Ubersetzerbau, Folienskript, TU Dortmund 2019
129] Peter Padawitz, Ubersetzerbau, Vorlesungsskript, TU Dortmund 2010

384


https://www.amazon.de/Logic-Applications-Texts-Computer-Science/dp/0387948937
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Logik1981.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Logik1981.pdf
https://www.springer.com/de/book/9783642738265
https://www.cambridge.org/gb/knowledge/isbn/item1141500
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Essen.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/TdP96.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/CTL.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/CbauFolien.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/Cbau.pdf

30| Peter Padawitz, Fixpoints, Categories, and (Co)Algebraic Modeling, Folienskript,
TU Dortmund

[31] Michael Richter, Logikkalkiile, Teubner 1978

132] Jan Rutten, Universal Coalgebra: A Theory of Systems, Theoretical Computer
Science 249 (2000) 3-80

133] Uwe Schoning, Logik fiir Informatiker, Spektrum Akademischer Verlag 2000

134] Thomas Schwentick, Logik fiir Informatiker, Vorlesungsfolien, TU Dortmund, Win-
tersemester 2012/13

135] Bernhard Steffen, Oliver Riithing, Malte Isberner, Grundlagen der hoheren Infor-
matik - Induktives Vorgehen, Springer 2014

136] Walter Vogler, Logik fiir Informatiker, Vorlesungsskript, Universitdat Augsburg,
Wintersemester 2011/12

137] Hubert Wagner, Logische Systeme der Informatik, Vorlesungsskript, TU Dort-
mund, Wintersemester 2000/01


https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/DialgSlides.pdf
https://www.amazon.de/Logikkalk%9Fle-Michael-Richter/dp/3519023458
https://www.amazon.de/Logik-f%9Fr-Informatiker-Uwe-Sch%9Aning/dp/3827410053
https://www.springer.com/springer+vieweg/it+%26+informatik/theoretische+informatik/book/978-3-642-40145-9
https://www.springer.com/springer+vieweg/it+%26+informatik/theoretische+informatik/book/978-3-642-40145-9
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/LogikVogler.pdf
https://fldit-www.cs.tu-dortmund.de/~peter/LogikWagner.pdf

Index

(X, E)-Algebra, 126 >-Atom, 261
A-Aquivalenz, 119 Y-Disgruenzaxiome, 305
A-erfiillbar, 342 >-Formel, 262
E-Reduktionsrelation, 129 >-Gleichung, 118
E-Aquivalenz, 128 >-Homomorphismus, 105, 262
E-irreduzibel, 129 >-Isomorphismus, 106
F'-Coinduktion, 47 Y:-Kongruenz, 124, 262
F-Induktion, 46 Y-Kongruenzaxiome, 305
F-abgeschlossen, 46 Y-Struktur, 262

F-dicht, 46 >-Term, 103
Hy-Algebra, 246 X, 39

K-Ableitung, 62 distAll, 278
ASK-Widerlegung, 165 distbx, 278
C-Invariante, 69 A-Ausdruck, 27
C-Représentation, 69 distBox, 200, 256

IC, K'-Bisimulation, 222 distDia, 200, 256
PSK-Widerlegung, 288 negAL, 151

>-Algebra, 104 negM , 200, 256

386



neg(), 278

remove(), 278

rename, 278

mkfun, 37

mbkrel, 37

curry, 36

n-Tupel, 20

uncurry, 36
Aquivalenzabschluss, 220
Aquivalenzklasse, 123
Aquivalenzlemma, 119, 276
Aquivalenzrelation, 123
iberabzahlbar, 41

Abbildung, 25
Ableitung, 12
Ableitungsrelation, 61
Absorption, 151
abzahlbar, 41
Adjazenzliste, 38
Adjazenzmatrix, 35

Allabschluss, 268
allgemeingiiltig, 9

allgemeinster Unifikator, 284
Anfrage, 325

Annihilation, 151

Antezedent, 11
antisymmetrisch, 123
Antwortmengenprogrammierung, 362
Argument, 25

assoziativer Operator, 28
Assoziativitat, 150

Atom, 147

Attribut, 72, 73

aufzahlbar, 41

Ausloschung, 151
aussagenlogische Formel, 147
aussagenlogische Operation, 147
Axiom, 11

Basispradikat, 340
Basisregel, 343, 344
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Baum, 172

Belegung, 110

besuchte Box-Formel, 202
bijektiv, 33

Bild, 25

binar, 261

bindre Relation, 24
Bisimulation, 220
bisimulationsinvariant, 318
Bitalgebra, 108

Blatt eines Baums, 173
Boolesche Algebra, 151
Boolesche Matrix, 35
Boolescher Ausdruck, 109

charakteristische Funktion, 35
Coalgebra, 239
Cogoal, 338

Cohornformel, 325
coinduktiv definierte Menge, 49

cologisches Programm, 325
Coresolution, 344, 366
cosLD-Kalkiil, 344
cosLDL-Kalkiil, 365

curryfiziert, 37

Definitionsbereich, 25
Destruktormenge, 73
deterministischer Automat, 248
Diagonalargument, 42
Diagonale, 26

Differenz, 20

disjunkt, 21

Disjunktion, 147

disjunktive Normalform, 154, 182
Distributivitat, 151

DNF, 154, 182

Doméne eines Baums, 172
Durchschnitt, 20

Einfiihrungsregel, 165, 287
elementar C-aquivalent, 224
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elementar aquivalent, 34
endlich verzweigt, 190
endliche Funktion, 26
endlicher Baum, 172
Endofunktion, 26
entscheidbar, 15

erfiillbar, 9
erfiillbarkeitsaquivalent, 279
erkennender Automat, 250
erreichbare Algebra, 113
erreichbarer Knoten, 173
Existenzabschluss, 268
Extension einer Funktion, 110

Faktor, 147
Faktorisierung, 123
Faktorregel, 288, 342, 365
final, 241

Fixpunkt, 45

Folgerung, 9
Folgerungssatz, 149

Fortsetzung einer Funktion, 110
freie Variable, 268

Funktion, 25

Funktor, 238

giiltig, 9, 118, 119
gebundenes Vorkommen, 268
geloste (Co)Goals, 366, 379
Gentzenformel, 156, 183
gesattigtes Tableau, 174, 203
geschlossene Formel, 154, 268
geschlossenes Tableau, 202
Gewichtsfunktion, 130
Gleichheitsmodell, 304
Gleichheitspréadikat, 304
Gleichheitsstruktur, 304
Goal, 338

Graph, 25
Grundsubstitution, 113
Grundterm, 104

Halbordnung, 123
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Hennessy-Milner-Theorem, 225
Herbrand-Struktur, 262
Hornformel, 325

Idempotenz, 150

Identitat, 29

Implikation, 10, 147

implikative Normalform, 157, 183
impliziert, 10

Indexmenge, 20
Individuenvariable, 259

induktiv definierte Menge, 49
INF, 157, 183

initiale 2-Algebra, 113

Injektion, 30

injektiv, 26

Inklusion, 29

Instanz, 114

Interpretation einer Operation, 104
inverse Funktion, 29

inverse Relation, 24

isomorph, 33
[teration, 32

Kalkiil, 10, 11

Kardinalitat, 40

kaskadiert, 37

Kern, 25

Kette, 57

Klasse, 18

Kleene-Abschluss, 57
Kleisli-Komposition, 117
KNF, 154, 182

Knoten, 172

Knoten eines Baums, 172
Kommutativitat, 150
komplementare Literale, 154
komplementabgeschlossene, 341, 377
Komplementaritéat, 151
Komplementpradikat, 341, 376
Komponente eines Tupels, 20
Komposition, 28
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Komprehension, 19
Kongruenzregel, 126
Konjunktion, 147

konjunktive Normalform, 154, 182
Konkatenation, 80

Konklusion, 10

konsistente Theorie, 15
konsistenter Abschluss, 300
Konstante, 26

Konstruktormenge, 69
Kontraposition, 7577, 120, 153, 360, 378
korrekter Kalkiil, 15
Kripke-Funktor, 239
Kripke-isomorph, 224
Kripke-Morphismus, 223
Kripke-Rahmen, 187
Kripke-Struktur, 186

Losung in einer Struktur, 265, 321
Lambeks Lemma, 243
leaves, 173

leeres Wort, 21

lexikographische Erweiterung, 131
Lifting einer Algebra, 109
Lifting-Lemma, 297

Liste, 21

Literal, 154, 182

logisches Programm, 325

Machtigkeit, 40

maximale DNF', 162
mehrwertige Funktion, 38
Menge, 18
Mengenoperator, 19
Methode, 72, 73

mgu, 284

modale Operation, 186
modallogische Formel, 186
Model checking, 201
Modell, 9, 148, 189, 265, 321
Modus ponens, 126
monotone Funktion, 45
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Moore-Automat, 247
Multimenge, 39
Multimengen-Erweiterung, 131

Nachfolger eines Knotens, 173
natiirliche Abbildung, 123

Negation, 147

Negationsnormalform, 154, 200, 278
Neutralitat, 151

nichtdeterministische Funktion, 38
NNF, 154, 200, 278

Normalform bzgl. einer »-Algebra, 120

Obermenge, 19
occur check, 285
offene Formel, 154
offenes Tableau, 202
Operation, 103

Paramodulation, 364
partielle Ordnung, 123
partieller Automat, 251
Partition, 24

Pfad eines Baumes, 173
Potenzmenge, 22

Préadikat, 261

pradikatenlogische Formel, 262
pradikatenlogische Operation, 260
Préfixrelation, 173

Pramisse, 10

Praordnung, 123
primitiv-rekursive Funktion, 78
Produkt, 20

Produkt von Funktionen, 31
Produktextension, 30

Programm mit Basispradikaten, 341
Projektion, 29

Quantor, 259

Quasiordnung, 123
Quotienten-Termstruktur, 304
Quotientenalgebra, 124
Quotientenstruktur, 263

Record, 20
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Redex, 13
Redukt, 13

Redukt einer Struktur, 278

reflexiv, 122
Reflexivitatsregel, 125
Relation, 24

Relation auf, 24
Resolution, 343, 365
Resolvente, 165, 288

Schnittregel, 165, 288
Schrittfunktion, 49
schwach final, 240
Semantik, 9
semantischer Bereich, 9
semi-entscheidbar, 15
Signatur, 103
Skolemfunktion, 279
Skolemnormalform, 281
SLD-Kalkiil, 342
SLDL-Kalkiil, 365

Sprache, 250

Stelle, 25

Stelligkeit, 25

Stopregel, 343, 344, 365, 366
stratifiziertes Programm, 362
Strom, 40

Struktur, 259

strukturelle Induktion, 68
Substitution, 113
Substitutionslemma, 114, 274
subsumieren, 284
Subsumptionsrelation, 173
Suchraum, 121

Sukzedent, 11

Summand, 147
Summandregel, 287, 344, 366
Summe, 21

Summe von Funktionen, 31
Summenextension, 30
Support, 286

surjektiv, 26
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Symmetrieregel, 125
symmetrisch, 123
Syntax, 9

Tableau, 174, 202
Tableau-Ableitung, 174, 202
Tableau-Widerlegung, 175, 203
tautologisch, 9

Teilmenge, 19

Teilterm, 117
Termersetzungstheorie, 120
Termexpansion, 295
Termfaltung, 113

Termmodell, 265
Termstruktur, 262

ternar, 261

totale Ordnung, 123
Tragermenge, 104
Transitionsfunktion, 72, 73, 187
transitiv, 122

Transitivitatsregel, 126

Typ, 25

unar, 261

unére Relation, 19
Unerfiillbarkeitssatz, 149
Ungleichheitspradikat, 304
Unifikationsregel, 364
Unifikator, 284

Update einer Funktion, 28
Urbild, 25

Urteil, 11

Verband, 350

Vereinigung, 20
verhaltensiquivalent, 220
Verhaltensaquivalenz, 74, 219
Verhaltensmodell, 241
vollstandige Theorie, 15
vollstandiger Kalkiil, 15
Vorgéanger eines Knotens, 173

Weg eines Baums, 173
Wert eines Terms, 111
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Wert eines Terms unter einer Belegung, 110

Wertebereich, 25
widerspriichlich, 9
Widerspruchsbeweis, 153
wohlfundierte Relation, 55
Wohlordnung, 123

Wort, 21

Wurzel eines Baums, 172

Zerlegung, 24
Zusicherung, 16, 251
Zustand, 72, 73
Zustandsatom, 200
Zustandsformel, 189
Zustandsliteral, 200
Zustandsvariable, 198
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