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1 Einleitung

Die Folien dienen dem Vor- (!) und Nacharbeiten der Vorlesung, kénnen und sollen aber
deren regelméfligen Besuch nicht ersetzen!

Interne Links (einschliellich der Seitenzahlen im Index) sind an ihrer dunkelroten Féarbung,
externe Links (u.a. zu Wikipedia) an ihrer magenta-Farbung erkennbar. Dunkelrot gefirbt
ist auch das jeweils erste Vorkommen einer Notation. Fettgedruckt ist ein Begrift in der
Regel nur an der Stelle, an der er definiert wird.

Jede Kapiteliiberschrift und jede Seitenzahl in der rechten unteren Ecke einer Folie ist mit
dem Inhaltsverzeichnis verlinkt. Namen von Haskell-Modulen wie Java.hs sind mit den je-
weiligen Programmdateien verkniipft.

Ein Scanner (Programm zur lexikalischen Analyse) fasst Zeichen zu Symbolen zusam-
men, iibersetzt also eine Zeichenfolge in eine Symbolfolge. Beziiglich der Grammatik,
die der nachfolgenden Syntaxanalyse zugrundeliegt, heiflen die Symbole auch Terminale.
Man muss unterscheiden zwischen Symbolen, die Komponenten von Operatoren sind (if,
then, =, etc.), und Symbolen wie 5 oder True, die der Scanner einer Basismenge (Int,
Float, Bool, Identifier, etc.) zuordnet. In der Grammatik kommt ein solches Symbol nicht
vor, jedoch der Namen der Basismenge, der es angehort.


http://fldit-www.cs.uni-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/Java.hs

Ein Parser (Programm zur Syntaxanalyse) ibersetzt eine Symbolfolge in einen Syn-
taxbaum, der den fiir ihre Ubersetzung in eine Zielsprache notwendigen Teil ihrer Be-
deutung (Semantik) wiedergibt.

Der Parser scheitert, wenn die Symbolfolge in diesem Sinne bedeutungslos ist. Er orien-
tiert sich dabei an einer (kontextfreien) Grammatik, die korrekte von bedeutungslosen
Symbolfolgen trennt und damit die Quellsprache definiert.

Ein Compiler (Programm zur semantischen Analyse und Codeerzeugung) iibersetzt

ein Programm einer Quellsprache in ein semantisch dquivalentes Programm einer Zielspra-
che.

Ein Interpreter

e wertet einen Ausdruck in Abhéngigkeit von einer Belegung seiner Variablen aus bzw.

e fiihrt cine Prozedur in Abhéangigkeit von einer Belegung ihrer Parameter aus.

Letzteres ist ein Spezialfall von Ersterem. Deshalb werden wir einen Interpreter stets als die
Faltung von Termen (Ausdriicken, die aus Funktionssymbolen einer Signatur bestehen)
in einer Algebra (Interpretation der Signatur) modellieren.



Auch Scanner, Parser und Interpreter sind Compiler, insofern sie Objekte von einer Re-
prasentation in eine andere tibersetzen. Die Zielreprasentation eines Interpreters ist i.d.R.
eine Funktion, die Eingabedaten verarbeitet. Daher liegt es nahe, alle 0.g. Programme nach
denjenigen Prinzipien zu entwerfen, die bei Compilern im engeren Sinne Anwendung finden.

Die Entwicklung dieser Prinzipien und ihrer formalen Grundlagen wurzelt in der mathe-
matischen Logik und dort vor allem in der Theorie formaler Sprachen und der
Universellen Algebra, deren Anwendung im Compilerbau in dieser LV eine zentra-
le Rolle spielen wird. Die Aufgabe, Ubersetzer zu schreiben, hat auch entscheidend die
Weiterentwicklung von Programmiersprachen, insbesondere der logischen und
funktionalen, vorangetrieben.

Insbesondere Konzepte der universellen Algebra und der funktionalen Programmierung im
Ubersetzerbau erlauben es, bei Entwurf und Implementierung von Scannern, Parsern, Com-
pilern und Interpretern dhnliche Methoden einzusetzen. So ist z.B. ein wie oben definierter
Interpreter gleichzeitig ein Compiler, der den Ausdruck oder die Prozedur in eine Funkti-
on iibersetzt, die eine Belegung auf einen Wert des Ausdrucks bzw. eine vom Aufruf der
Prozedur erzeugte Zustandsfolge abbildet.



Der algebraische Ansatz klart nicht nur die Beziige zwischen den oben genannten Pro-
grammen, sondern auch eine Reihe weiterer in der Compilerbauliteratur meist sehr spe-
ziell definierter und daher im Kern vager Begriffe wie attributierter Grammatiken und
mehrpdssiger Compilation.

Mehr Beachtung als die nicht wirklich essentielle Trennung zwischen Scanner, Parser, Com-
piler und Interpreter verdienen die Anséitze, Compiler generisch (neu-informatisch: agil)
zu entwerfen, so dass sie mit verschiedenen Quellsprachen und - wichtiger noch - mehreren
Zielsprachen instanziiert werden koénnen. Es handelt sich dann im Kern um einen Parser,
der keine Symbol-, sondern Zeichenfolgen verarbeitet und ohne den klassischen Umweg iiber
Syntaxbédume gleich die gewiinschten Zielobjekte/programme aufbaut. Sein front end kann
mit verschiedenen Scannern verkniipft werden, die mehr oder weniger detaillerte Symbol-
und Basistypinformation erzeugen, wahrend sein back end mit verschiedenen Interpretatio-
nen ein und derselben - iiblicherweise als kontextfreie Grammatik eingegebenen - Signatur
instanziiert werden kann, die verschiedenen Zielsprachen entsprechen.

Die beiden folgenden Grafiken skizzieren die Struktur des algebraischen Ansatzes und seine
Auswirkung auf die Generizitdt der Programme. Auf die Details wird in den darauffol-
genden Kapiteln eingegangen. Dabei wird die jeweilige Funktionalitdt der o.g. Programme
in mathematisch prézise Definitionen gefasst, auf denen Entwurfsregeln aufbauen, deren
Befolgung automatisch zu korrekten Compilern, Interpretern, etc. fithren.
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Erkenner > Bool 5(G)-Algebren

Quellsprache
Programm- L(G)

eigenschaften ————> Verifizierer /
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Unparser
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Von konkreter iiber abstrakte Syntax zu Algebren

10



Menge
/ ©

Faltung o
o
kontextfreie Term-
— Parser —> Faltung —> Menge
Sprache algebra \ o
Faltung °©
o
Menge
Algebra
o
o
. M O
kontextfreie ___ Term-__ generische Algebra
Sprache algebra Faltung o
&_W_—/ o
[e]
Algebra
deforestation Algebra
o
o
kontextfreie generischer o °
Sprache Compiler A/gibra
[e]
o
Algebra

Der Weg zum generischen Compiler
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fact =1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;}

Eingabewort (Element der JavaLight-Algebra javaWord)
\

parse

N f;)ld

Sum > Sum fact Sum Assign
/ \ / \ / \ /\
Prod Nils Prod Nils Prod Nils X Sum
/\ N 7N N
Var NilP EmbedI NilP Var Prodsect Prod Sumsect
X 1 fact * Var NilP Var NilP - Prod Nils
X X EmbedI NilP
I
Syntaxbaum 1
(Element der JavaLight-Algebra
JjavaTerm)
fold
fold \
0: Push 1 9: Mul
1: Save "fact" 10: Save "fact"
2: Pop 11: Pop
trans : (String — Z) — (String — Z) 3: Load "x" 12: Load "x"
store — MAstr.if str =z then 0 ‘51: g:Sh..l.. 12 ;u:h 1
, : p "> . Sul
else if str = fact then store(z)! else store(str) 6: JumpF 18 15: Save "x
Zustandstransitionsfunktion 7: Load "fact" 16: Pop
(Element der JavaLight-Algebra javaState) 8: Load "x" 17: Jump 3
Assemblerprogramm

(Element der JavaLight-Algebra javaStack)
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‘ 2 Algebraische Modellierung

2.1 Mengen und Funktionen

() bezeichnet die leere Menge, 1 die Menge {*} und 2 die Menge {0, 1}. 0 und 1 stehen hier
in der Regel fiir die Wahrheitswerte false und true. Fiir alle n > 1, [n] =45 {1,...,n}.

Wir setzen voraus, dass die Definitionen einer Potenzmenge, binidren Relation bzw.
(partiellen oder totalen) Funktion sowie der Vereinigung, des Durchschnitts,
des Komplements, der Disjunktheit und der Méchtigkeit (Kardinalitéit) von

Mengen bekannt sind.

A-Abstraktionen zur anonymen Definition und die (sequentielle) Komposition meh-
rerer Funktionen sollten ebenfalls bekannt sein.

Fiir jede Menge A bezeichnet |A| die Kardinalitat von A, P(A) die Potenzmenge von A
und id4 : A — A die durch id4(a) = a fir alle a € A definierte Identitit auf A.

Fiir jede Teilmenge B von A bezeichnet incp : B — A die durch incp(b) = b fiir alle
b € B definierte Inklusion.

Fiir alle Mengen A, B bezeichnen A — B und B* die Menge der totalen und A —— B die
Menge der partiellen Funktionen von A nach B. def(f) bezeichnet den Definitionsbereich
einer partiellen Funktion f: A —— B.

13



Fiir alle Mengen A, B, (totale) Funktionen f: A —- B, C C A, D C Bund n > 0,

A =g {(a1,...,0,) € A" |V1<i<n:a; =a;+1} Diagonale von A

J(C) =ag {fla)]aeC}
= P(f)(C) (siehe Mengenfunktor)
img(f) =aes f(A)
F(D) =ay fa€ A f(a) € D}
ker(f) =a {(a,d’) € AX AJ f(a) = f(d)}
graph(f) =ay {(a, f(a)) € AX B|a€ A}
fle:C — B
c = [flo)
flo/a] - A — B
¢ +— if c=athenbelse f(c)
y:PA) — 24
C +— Aa.if ae Cthenlelse(

Bild von C unter f

Urbild von D unter f
Kern von f

Graph von f
Einschrinkung von f
auf C

Update von f

charakteristische

Funktion von C

14



[ ist surjektiv <4 tmg(f) = B
[ ist injektiv &g ker(f) =A%
fist bijektiv &y dg: B —A:gof=ida N fog=1idp

A und B heiflen isomorph, geschrieben: A = B, wenn es eine bijektive Funktion von A
nach B gibt.

Aufgabe Zeigen Sie P(A) = 24 und P(A x B) = P(B)*.

Aufgabe Zeigen Sie:
f: A— Bist bijektiv < f ist injektiv und surjektiv.

Aufgabe Zeigen Sie: Sei f bijektiv. Dann gibt es genau eine Funktion g : B — A mit
go f =1idyund f o g =idg. g darf deshalb mit f ! bezeichnet werden.

15



Sei I eine (Index-)Menge. Das kartesische Produkt (der Komponenten) einer I-sortigen
Menge A = (A;);es ist wie folgt definiert:

Xje]Aj — {f 1 — UAZ ‘ Viel: f(Z) c Az}
el
Im Fall I = 0 besteht X;c;A; aus der einzigen Funktion von () nach Uies Ai-
f € XiesA; wird auch als I-Tupel (f(7))ier geschrieben.

Gibt es eine Menge A mit A, = A fiir alle ¢+ € I, dann stimmt Xicr A; offenbar mit A!
iberein.

Im Fall I = [n] fiir ein n > 1 schreibt man auch A; x --- x A, anstelle von X;e74; und
A" anstelle von AL,

Sei I eine Menge. Die disjunkte Vereinigung (der Komponenten) einer I-sortigen Men-
ge A = (A;)ier ist wie folgt definiert:

Ha = [ Jx {i}).

el el

Die disjunkte Vereinigung des leeren Mengentupels wird definiert als die leere Menge.

Gibt es eine Menge A mit A; = A fiir alle ¢ € I, dann stimmt [),_; A; offenbar mit A x I
liberein.

16



Im Fall I = [n] fiir ein n > 1 schreibt man auch A; + --- + A, anstelle von [#,.; A;.

Der Plusoperator * und der Sternoperator * bilden jede Menge A, die das leere
Wort ¢ nicht enthilt, auf die Menge der (nichtleeren) Worter oder Listen iiber A ab:

AT —def Un>0 An’
A* = def A+ U {6}
Die Folge der Komponenten eines Elements von A" wird manchmal (z.B. in Haskell) nicht

wie oben mit runden, sondern mit eckigen Klammern eingeschlossen oder (wie in der Theorie
formaler Sprachen) zusammen mit den Kommas ganz weggelassen.

Teilmengen von A* werden auch Sprachen iiber A genannt.

Die Konkatenationen - : A* x A" — A" und - : P(A") x P(A") — P(A") sind wie folgt
induktiv definiert: Fur alle s, v = (ay,...,am), w = (b1,...,b,) € A*und B,C C A*,

€-w = w,
v-o€e = v,
vew = (A, .., G, b1, b)),

B-C ={v-w|veB, wel}.

17



Fiir alle w € A™ bezeichnet head(w) das erste Element von w und tail(w) die Restliste,
d.h. es gilt w = head(w) - tail(w). |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w, d.h. die
Anzahl seiner Elemente.

L C A* heifit préafixabgeschlossen, wenn fiir alle w € A* und a € A aus wa € L
w € L folgt.

Eine partielle Funktion ¢ : A* —o— B mit préfixabgeschlossenem Definitionsbereich def (1)
heifit (kanten-) markierter Baum (labelled tree) tiber (A, B).

t ist wohlfundiert, wenn es n € N gibt mit |w| < n fiir alle w € def(t). Anschaulich
gesprochen ist ¢ wohlfundiert, wenn ¢ endliche Tiefe hat, wenn also alle von der Wurzel
ausgehenden Pfade endlich sind.

Tatséchlich kann man sich ¢ als (moglicherweise unendlichen) Baum mit Kantenmarkierun-
gen aus A und Knotenmarkierungen aus B vorstellen, der keine zwei Kanten mit derselben
Quelle, aber verschiedener Markierung besitzt. t(e) € B ist die Markierung der Wurzel und
jedes Wort w € A* entspricht einem von der Wurzel ausgehenden Pfad, der in einem Kno-
ten endet, der mit ¢(w) markiert ist. In Anlehnung an Haskell-Datentypen mit Attributen
(field names) notieren wir einen markierten Baum ¢ : A* —o— B auch wie folgt:

t = tle){x = Mw.t(zw) | x € def(t) N A}

Die Menge aller markierten Baume iiber (A, B) wird mit [tr( A, B) bezeichnet, die Menge
der wohlfundierten darunter mit witr(A, B).

18



2.2 Produkte und Summen als universelle Konstruktionen
Sei I eine nichtleere Menge und A eine I-sortige Menge.

Das kartesische Produkt und die disjunkte Vereinigung eines Mengentupels A haben be-
stimmte universelle Eigenschaften, d.h. erstens, dass alle Mengen, die diese Eigen-
schaften haben, isomorph sind und zweitens, dass jede Menge, die zu einer anderen Menge,
die diese Eigenschaften hat, isomorph ist, selbst diese Eigenschaften hat.

Jede Menge, die die universellen Eigenschaften des kartesischen Produkts bzw. der disjunk-
ten Vereinigung von A hat, nennt man Produkt bzw. Summe von A:

Sei A = (A;)ier ein Mengentupel, P eine Menge und 7 = (7m; : P — A;);c; ein Funktions-
tupel.

Das Paar (P, 7) heift Produkt von A, wenn es fiir alle Tupel (f; : B — A;);c; genau
eine Funktion f : B — P gibt derart, dass fiir alle ¢« € I Folgendes gilt:

miof=[i (1)

m; heifit +-te Projektion von P und f Produktextension oder Range-Tuplung
von (fi)ier.

Da f durch (f;)ier bestimmt ist, wird f mit (f;),c; und im Fall I = [n], n > 1, auch mit
(fi,.. ., [n) bezeichnet.

19



Demnach gilt:

Viel mof=mog) = f[f=g. (2)
Mit f = Az.a: 1 — Pund g = Az.b: 1 — P folgt aus (2), dass zwei Elemente a,b € P
genau dann gleich sind, wenn fiir alle ¢ € I 7;(a) = m;(b) gilt.
Beweis.

Viel ma)=mb) = Viel :mof=mog 8 f=9g = a=f(e)=gle)=0b. O

X;c1A; ist ein Produkt von A.
Die Projektionen und Produktextensionen fiir X;c;A; sind wie folgt definiert:

o Fiiralle s € T und f € XicrA;, mi(f) =aer f(i).
o Fiiralle (f; : B — A))ier,be Bundi €I, (f;)icr(b)(2) =4ep [i(D).

Satz 2.2 Produkte sind bis auf Isomorphie eindeutig:
(i) Seien (P, ) und (P, 7’) Produkte von A. Dann sind P und P’ isomorph.

(ii) Sei (P, m) ein Produkt von A, P" eine Menge und h : P — P eine bijektive Abbildung.
Dann ist (P’,7") mit 7’ = (m; o h);e; ebenfalls ein Produkt von A.

20



Beweis von (i). ()" bezeichnet den Extensionsoperator von (P, 7).
Sei h =ger (mi)ic; : P — P und b =405 (1))ier : P’ — P. Dann gilt

ol oh=mo(miero(m)e 2 alo(my, Cm,
(1) (1

miohoh' =m o(m)ic; o (mi)ier = mi o (T)icr = T,

fir alle ¢ € I, also h' o h = idp und h o b/ = idp wegen (2).

Beweis von (ii). Siehe [35], Kapitel 2. a
Sei A eine Menge. Eine Funktion f: [[,.; B; — B wird wie folgt zur Funktion
Lt (f) - 1] B — B*
el

geliftet: Fiir alle Funktionstupel (g; : A — B;)ier,
Uft (f)((9:)ier) =aer | o (gidier-

Sei (P, ) ein Produkt von (4;);er, (P, 7’) ein Produkt von (B;);e; und
f=(fi:Ai = Biier

21



Die Funktion
Hf'«' =gef (fiom): P — P

el

heiit Produkt von f.
Fiir alle nichtleeren Mengen I, f : A — B und n > 0,

f[ — def Hie[f7
fl X X fn —def Hze[n] fz

Folgerungen:

Fir alle f A — B, (fz - B — Bi)ie]a (gZ : Al — BZ'>Z'€], k € I und <hl : BZ — Ai)ie]a
<f¢>¢e] of = <fi © f>@'€]a

o Lic; 9 = gk o,

(ILics hi) o (fiYier = (hio fi)ier-

Vom Produkt kommt man zur Summe, indem man alle Funktionspfeile umdreht:

Sei A = (A;)ier ein Mengentupel, S eine Menge und ¢ = (1; : A; — 5);c; ein Funktionstu-
pel.

22



Das Paar (5, ¢) heifit Summe oder Coprodukt von A, wenn es fiir alle Tupel (f; : A; —
B);er genau eine Funktion f : S — B gibt mit

Jou=1F (3)

fir allet € I.

t; heiit 7-te Injektion von S und f Summenextension oder Domain-Tuplung
von (fi)ier. Da f durch (f;);e; bestimmt ist, wird f mit [f;];c; und im Fall I = [n], n > 1,
auch mit [fi, ..., f,,] bezeichnet.

Demnach gilt:
Viel: foy=gou) = f[f=g. (4)

Aus (4) folgt, dass fiir alle a € S genau ein Paar (b,7) mit ¢;(b) = a existiert.
Beweis. Gébe es a € S\ |,/ ti(4;), dann wiirden f = Az.0: S — 2 und

g= (Ax.if x € S\ {a} thenOelsel):S5 — 2
(4) verletzen, weil fiir alle ¢ € I und b € A; Folgendes gilt:

(f o ui)(b) = f(ui(b)) = 0 = g(ei(b)) = (g © ;) (D).
Fiir alle ¢ € I und a € A; sei fi(a) = (a,4). Dann gilt fir alleé,5 € I, a € A;und b € A,
mit ¢;(a) = ¢j(b):

: (3) (3) :
(a,7) = fila) = [filier(ui(a)) = [filier(¢;(0)) = £;(b) = (b,5). W

23



|, Ai ist eine Summe von A.

Die Injektionen und Summenextensionen fiir 4., A; sind wie folgt definiert:

icl
o Firallei € I und a € A;, v;(a) =4 (a,1).
o Fiiralle (fi : A; = Bier,i € I und a € A;, [filicr(a,i) =45 fila).

Satz 2.3 Summen sind bis auf Isomorphie eindeutig:
(i) Seien (S;¢) und (S’,¢) Summen von A. Dann sind P und P’ isomorph.

(ii) Sei (S, ¢) eine Summe von A, S’ eine Menge und h : S — S’ eine bijektive Abbildung.
Dann ist (S, ¢) mit o/ = (h o ¢;);e; ebenfalls eine Summe von A.

Bewets. Analog zu Satz 2.2. Es miissen nur alle Funktionspfeile umgedreht werden. EI

Sei A eine Menge. Eine Funktion [ : B — [[,.; B; wird wie folgt zur Funktion
lift,(f) - ] A% — A"

el

geliftet: Fiir alle Funktionstupel (g; : B; — A)er,
lift 4(f)((gi)ier) ~def gilier © f.
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Sei (S, ¢) eine Summe von (A;)ier, (5',¢') eine Summe von (B;);e; und
f=(fi: Ai = Bi)ier.

Die Funktion
Hfi —def [1/1 o f;} o

iel
heift Summe von f.

Fiir alle nichtleeren Mengen I, f : A — B und n > 0,

[l =g s [
Ji+ -+ fo =de Hie[n]fia
f+ — def HneNf[n]v
" =aer 1+ 7 =g idy + [T

Folgerungen:
Fir alle (fz : AZ — A)ie[; f A — B7 (gz : Az — Bi)iE[) k € I und (hz
fo [fi}ie] = [fofi]iefa
(Hie] gi) Otk = Lk O Gk,
filicro [ 1;e; hi = [fi o hilier

: B — Aji)ier,
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2.3 Typen und Signaturen

Sei S eine Menge von — Sorten genannten — Symbolen. Die Klasse 7,(S5) der polyno-
mialen Typen iiber S ist wie folgt induktiv definiert:

e S CT,(9).
o1 cT,9). (unit type)
e Fiir alle Mengen I mit || > 1 und (e;)ic; € To(S), I, [L.c e [Lcs e € To(5).
1 und alle Mengen mit mindestens zwei Elementen heiflen Basistypen. Ein Typ der Form
[L;c;€i oder [[,c; €i heit Summen- bzw. Produkttyp mit Summanden bzw. Fak-

toren ¢;, i € I. Wir setzen voraus, dass kein Summand (Faktor) eines Summentyps (Pro-
dukttyps) selbst ein Summentyp bzw. Produkttyp ist.

Fiirallen > 1, ey,...,e,,e € T,(S) und Mengen I mit |I] > 1,

€1+ -+ ey —def Hze[n] €i,
€1 X - X €y —def Hze[n] €,

' =ar [licre
e) =g 1,

61 —def €,

" =gy el

+ n
e =daot [lns0€™
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_ n
e =ar I ene”
[Liciei =aer e
[liciei =ar e

Fine S-sortige oder S-indizierte Menge ist ein S-Tupel A = (A;).cs von Mengen.
Manchmal steht A auch fiir die Vereinigung der Mengen A iiber alle s € S. Auch schreibt
man A fiir Ay, falls S einelementig ist.

Seien A = (Ag)ses und B = (By)ses S-sortige Mengen. Eine S-sortige Funktion
f A — B ist eine S-sortige Menge (fs)ses derart, dass fiir alle s € S, fs eine Funktion
von A, nach By ist.

Sei n > (. Eine n-stellige S-sortige Relation auf A ist eine S-sortige Menge R =
(Rs)ses mit Ry € A? fiir alle s € S. Im Fall n = 1 wird R auch S-sortige Teilmenge
von A genannt.

Eine S-sortige Menge A wird wie folgt zur 7,(S)-sortigen Menge erweitert: Fiir alle nicht-
leeren Mengen I, A; = I, und fiir alle Mengen I mit |I| > 1 und (e;)ie; € T,(S)?,

Allicye = Xic rA., (oder eine dazu isomorphe Menge),
AHz’eI €

W.c; Ae, (oder eine dazu isomorphe Menge).
Fiir alle e € 7,(S) und a € A, nennen wir e den Typ von a.
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Eine S-sortige Funktion h : A — B wird wie folgt zur 7,(5)-sortigen Menge erweitert:

Fiir alle nichtleeren Mengen I, h; = id;, und fiir alle Mengen I mit |I| > 1 und (e;);e; €
To(5)",

Mlicrei = [ Lies heis

Mlicrei = s fre;:

Eine Signatur > = (S5, F) besteht aus einer Menge S von Sorten und einer 7,(S)*
sortierten Menge F', deren Elemente wir Operationen nennen.

Man schreibt f : e — ¢’ € F anstelle von f € F,, ..

Fir alle f : e — €' € F heifit dom(f) = e Domain und ran(f) = ¢ Range von f.
f € F heift Konstruktor, falls dom(f) kein Summentyp und ran(f) eine Sorte ist.
f € F heifit Destruktor, falls dom(f) eine Sorte und ran(f) kein Produkttyp ist.

> ist konstruktiv bzw. destruktiv, falls I’ aus Konstruktoren bzw. Destruktoren be-
steht.

Konstruktoren dienen der Synthese von Elementen einer S-sortigen Menge, Destruktoren
liefern Werkzeuge zu ihrer Analyse.

Die komponentenweise Vereinigung zweier Signaturen X und X’ wird mit > U Y bezeichnet.
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Die abstrakte Syntax einer kontextfreien Grammatik (siehe Kapitel 4) ist eine konstruktive
Signatur, wiahrend Parser, Interpreter und Compiler auf Automatenmodellen beruhen, die
destruktive Signaturen interpretieren.

Die syntaktische Beschreibung jedes mathematischen Modells, das auf induktiv definierten
Mengen basiert, kann als konstruktive Signatur formuliert werden.

Solchen Modellen stehen die zustandsorientierten gegeniiber, die Objekte nicht anhand
ihres Aufbaus, sondern ausschliefllich durch Beobachtung ihres Verhaltens voneinander un-
terscheiden. Dementsprechend werden aus den Operationen der jeweils zugrundeliegenden
destruktiven Signatur keine Objekte, sondern Beobachtungsinstrumente zusammengesetzt.

In den folgenden Beispielen steht hinter = die Tragermenge eines (initialen bzw. finalen)
Standardmodells der jeweiligen Signatur (siche 2.6 und 2.12).

Gelegentlich tauchen in der Sortenmenge S aus Produkten oder Summen zusammengesetz-
te Typen auf. Diese sind dann als zusétzliche Sorten mit eigenen Konstruktoren (i.d.R.
Injektionen) bzw. Destruktoren (i.d.R. Projektionen) zu verstehen. Damit kénnen wir die
Domains der Konstruktoren anderer Sorten auf flache Produkttypen und die Ranges der
Destruktoren anderer Sorten auf flache Summentypen beschrinken, d.h. alle Faktoren bzw.
Summanden sind Sorten oder beobachtbare Typen.
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Seien X,Y, Act, X1,..., X, Y1,..., Y, E\, ..., E, beliebige Mengen,
BS ={Xy,...,. X, Y1,.... Y, Ey,... ., E,}

und BL eine endliche Menge — Basissprachen (base languages) genannter — Mengen,
die () und {e} enthilt.

2.4 Konstruktive Signaturen

e Mon = Unmarkierte bindre Baume (Monoide sind Mon-Algebren; siche 2.6.)

S ={mon}, F={ one:1— mon,
mul : mon X mon — mon }.

o Nat > N
S ={nat}, F={ zero:1— nat,

succ : nat — nat }.

o Dyn(X,Y) > X* x YV (dynamics)

S =Alist}y, F={ nml:Y — list,
cons : X X list — list }.
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® LZSt(X) = def Dyn(X, 1) > X*

e Bintree(X) = bindre Baume endlicher Tiefe mit Knotenmarkierungen aus X

S ={btree}, F ={ empty:1 — btree,
bjoin : btree x X x btree — btree }.

e Tree(X) = Biaume endlicher Tiefe und endlichen Knotenausgrads mit Knotenmarkie-
rungen aus X

S = {tree,trees}, F ={ join:X X trees — tree,
nil : 1 — trees,
cons : tree X trees — trees }.

e Reg(BL) = regulire Ausdriicke iiber BL

S = { reg },

F = { par:reg x reg — reg, (parallele Komposition)

seq :reg X reqg — regq, (sequentielle Komposition)

iter 1 reqg — reg, (Iteration)
(

base : BL — reg }. Einbettung der Basissprachen)
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o C'CS(Act) = Calculus of Communicating Systems (kommunizierende Prozesse)

S
F

{ proc},
{ pre: Act x proc — proc,

cho : proc x proc — proc,
par : proc X proc — proc,
res : proc X Act — proc,

rel : proc x ActA

— proc }.

prefixing by an action)

choice)

restriction)

(
(
(parallelism)
(
(

relabelling)
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2.5 Destruktive Signaturen

e coNat = NU {00}
S =A{nat}, F ={pred:nat— 1+ nat}.

o Stream(X) =gy DAut(1, X) c» XN

S =Alist}, F =14 head:list — X,
tail : list — list }.

e coDyn(X,Y) e X* x YV + X" (codynamics)
S =A{list}, F ={split:list — X x list+Y}.

e colList(X) = coDyn(X,1) c» X* + X

e coBintree(X) < bindre Baume beliebiger Tiefe mit Knotenmarkierungen aus X

S = {btree},
F = {split : btree — 1 4 btree x X X btree}.
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o Infbintree( X ) c® bindre Baume unendlicher Tiefe mit Knotenmarkierungen aus X

S ={btree}, F ={ root: btree — X,
left, right : btree — btree }.

o Med(X) (Medvedev-Automaten)

S = {state}, (Zustandsmenge)
F = {§: state — state* H (Transitionsfunktion)

o DAut(X,Y) « Y~ (deterministische Moore-Automaten mit Eingabemenge X und
Ausgabemenge Y = Medvedev-Automaten mit Ausgabefunktion 8 : state — Y.

o Acc(X) =gy DAut(X,2) = P(X*) = Wortsprachen iiber X
e Proctree( Act) = Prozessbaume, deren Kanten mit Aktionen markiert sind

S = {tree}, F ={§:tree — (Act X tree)*}.

o Class(BS) e® Verhalten einer Objektklasse mit n Methoden [20]

S = {state},
F = {m;: state — ((Y; x state) + E;)% | 1 <i < n}.
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2.6 Algebren

Sei X3 = (5, F) eine Signatur. Eine ¥-Algebra A = (A, Op) besteht aus einer S-sortigen
Menge A und einem Tupel

Op - (fA : AE’ — Ae’)f:e—m’GF

von Funktionen, den Operationen von A. In manchen Kontexten kénnen eine Algebra
und ihre Trégermenge gleich benannt sein.

Fir alle s € S heifit A, Trigermenge (carrier set) oder Interpretation von s in A.
Fiir alle f : e — €’ € F heift f4: A, — A, Interpretation von f in A.

Al gy, bezeichnet die Klasse aller 2-Algebren. Algebren destruktiver Signaturen werden auch
Coalgebren genannt.

Sei Y eine Teilsignatur von X und A eine Y-Algebra. Die Y/-Algebra, die alle Sorten und
Operationen von ¥ wie A interpretiert, heifit >’-Redukt von A und wird mit Al
bezeichnet.

Seien A, B YX-Algebren. Eine S-sortige Funktion /4 : A — B heifit X-Homomorphismus
oder kurz: Y-homomorph, wenn fiir alle f : e — ¢ € F

he’ofA - fBohe

gilt. Ist A bijektiv, dann heifit h X-Isomorphismus und A und B sind Y-isomorph.
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h induziert die Bildalgebra /(.A):

o Liir alle e € T,(S), h(A)e =ges he(Ae).
o Fiiralle f:e — ¢ € Fund a € A, f*(h(a)) =4y fB(Rh(a)).

Algebra-Beispiele

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist Trigermenge der gleichnamigen Nat-Algebra N,
deren Operationen
zero" :1 = N, succ¥ : N —> N

wie folgt definiert sind: Fiir alle n € N,
zeroM(x) = 0,

succ(n) = n+ 1.

N ist auch Triagermenge der List(1)-Algebra Unary, deren Operationen
nil" . 1 5 N, cons’™ .1 x N — N

wie folgt definiert sind: Fiir alle n € N,

nil Uy (x) = 0,

cons"(x,n) = n+ 1.
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X* x Y ist die Triagermenge der Dyn(X, Y )-algebra Seq(X,Y'), deren Operationen
nil*XY) ] 5 X* < Y, consEY) X ) (XX Y) = (XFxY)

wie folgt definiert sind: Fiir alley € Y, x € X und w € X,

nil 51X Y (y) = (e,y),

cons® XY (z (w,y)) = (zw,y)

X* ist Tragermenge der gleichnamigen List( X )-Algebra X*, deren Operationen
nil 1= X*, cons® X x X* = X*
wie folgt definiert sind: Fiir alle x € X und w € X,

nil™ (x) = e,
cons™ (x,w) = 2w.

X* ist auch Tragermenge der Mon-Algebra Word(X), deren Operationen
oneWordX) 1y Xt gl oY) X X X

wie folgt definiert sind: Fiir alle v, w € X*,

one Word(X) (*> _

mul Vi) (v, w) = vw.
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Die Menge X~ der Funktionen von X nach X ist Triagermenge der Mon-Algebra Endo(X),
deren Operationen

onemdoX) 1y XX g Brde(X) . XX s XXy x X
wie folgt definiert ist: Fiir alle f,g: X — X,
onePoX) () = jdy,

mul N (f,g) = go f.

Eine Mon-Algebra A heiit Monoid, wenn mul assoziativ und one? ein links- und rechts-

neutrales Element bzgl. mul* ist. Demnach sind Word(X) und Endo(X) Monoide.

Die Menge der Funktionen von N in eine Menge X ist die Triagermenge der Stream (X )-
Algebra InfSeq(X ), deren Operationen

head™5X) . xN _y X qiiSeaX) . xN _y xN
wie folgt definiert sind: Fiir alle f : N — X,

head ™S5y = (0
tail "™S9X)(f) = An.f(n +1).
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Die folgende Stream(7Z)-Algebra zo reprasentiert die Strome 0, 1,0,1,... und 1,0, 1,0, . ..:
zoiis = {Blink, Blink'},

head*°(Blink) = 0,
tail*°(Blink) = Blink’,
head*’(Blink") = 1

/
) :
tail*°(Blink") = Blink.
Aufgabe Zeigen Sie, dass die Funktion

h:zopg — Int)
Blink — An.if even(n) then 0 else 1
Blink" — An.if even(n) then 1 else 0

Stream(Z)-homomorph ist. m

X* x Y + XN ist die Triagermenge der coDyn(X,Y)-Algebra coSeq(X,Y), deren Opera-
tionen

split@Sd XY XV 4+ XN 5 X x (X x Y + XN+ Y
wie folgt definiert sind: Fiiralley € Y und f € X* x Y + XN,

Splz'tCOSeq(X,Y) (y) =y,

split > XVI(f) = ((0), An.f(n +1)).
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Die Elemente von X+ x Y + X werden hier als partielle Funktionen von N nach X UY
aufgefasst.

X* 4+ XN ist die Trigermenge der gleichnamigen coList(X )-Algebra, deren Operationen
splitlstX0 - x4 XN 5 X o« (X + XN 41
wie folgt definiert sind: Fiir alle f € X+ + XY,

Spl,itcoList(X)(€> =
split " X)(f) = (f(0), An.f(n+1)).

Die Elemente von X ™ 4 X~ werden hier als partielle Funktionen von N nach X betrachtet.

Die folgende Acc(7Z)-Algebra eo dient der Erkennung der Paritdt der Summe von Zahlen-
folgen (siehe Abschnitt 2.16) und ist wie folgt definiert:

€O0state = {Esum, Osum},
0°(Esum) Ax.if even(x) then Esum else Osum,
d°°(Osum) Ax.if odd(x) then Esum else Osum,
B = Ast.if st = Esum then 1 else 0.
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2.7 Terme und Coterme

Im Folgenden verwenden wir die im Abschnitt Mengen und Typen eingefiihrte Notation fiir
markierte Biaume.

Sei BT die Menge aller Basistypen, die in ¥ vorkommen, und X = | BT.

Sei X = (.5, C') eine konstruktive Signatur, ST die Menge der Summentypen von 7,(5), C’
die Vereinigung von C' und der Menge aller Injektionen in Summentypen von 7,(S) und V
eine 7,(S)-sortige Menge von “Variablen” mit V. = ) fiir alle Produkttypen e € T,(5).

Die Menge C'T5(V') der 2-Terme iiber V ist die grofite T,(S)-sortige Menge )/ markierter
Béume tiber (X, C" U X U V) mit folgenden Eigenschaften:

o Fiir alle B € BT, My = BU V. (1)
e [iir alle Produkttypen e € T,(S), M. = 0. (2)
o Firalles € SUST und ¢t € M, ist t € V; oder gibt es ¢ : [[,c;si = s € C' und

(ti)ier € Kief M, mit t =c{i —t; |i € I}. (3/4)
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(1) (3/5) (4/6)
be B s€e SUBTUST c:ligs =+ sel
B € BT x € Vi

T% (V) bezeichnet die kleinste T,(S)-sortige Menge M wohlfundierter markierter Baume
iiber (X,C'UX UV) mit (1), (2) und folgenden Eigenschaften:

o Fiir alle s € SU ST, V, C M., (5)
e Fiir alle ¢ : Hie[ S; — S € C’ und (ti)iel c XiEIMsia C{’L — ‘ 1 € [} e M. (6)
Firallen >0und ¢: sy X --- x s, — s € C schreibt man iiblicherweise
c(ty,...,t,) anstellevon cf{l —t1,....n—t,}.

Die Elemente von CTy, =4p CTx(As.0) und 7%, =4 Tx(As.0) heifen X-Grundterme.
As.() steht fiir das S-Tupel (0))ses leerer Mengen.
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CTx(V) und Ty(V) sind die Tragermengen von Y-Algebren (s.u.). Dariiberhinaus sind
wohlfundierte ¥-Terme Bestandteile von Formeln wie z.B. iterativen Gleichungen (siehe
Kapitel 16).

Sei ¥ = (S, D) eine destruktive Signatur, PT" die Menge der Produkttypen von 7,(5), D’
die Vereinigung von D und der Menge aller Projektionen in Produkttypen von 7,(.S) und
V eine 7,(S)-sortige Menge von “Farben” mit V. = 0 fiir alle Basis- oder Summentypen

e € T,(S).

Die Menge DT%(V) der X-Coterme tiiber V ist die grofite T,(S)-sortige Menge M
markierter Baume iiber (D" U 1, X U V') mit (1) und folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle Summentypen e € T,(S), M, = 0. (7)
o Firalles e SUPT, t € Myund d : s = [[;c;8i € D' gibt esx € V, iy € I und
tg € M, mitt =a{d = i{x > t;} |d: s —>ee D} (8)

coTx (V') bezeichnet die kleinste 7,(.5)-sortige Menge M wohlfundierter markierter Baume
iber (D"U 1, X UV) mit (1), (7) und folgender Eigenschaft:

eliraled:s—[[,.;si€D,xveVsigelandt; e M,
x{d — ig{x >t} |d:s—e€ D} € M, (9)
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(1) (8/9)
be B T € Vs

Anstelle von 7{* — t,} schreibt man kurz i(z,).

Ist I einelementig, dann stimmt ]_[Z.e ;S mit s; tiberein, so dass die mit * markierte Kante
entfallt.

Die Elemente von D75, =4 DTx(As.1) und coly, =45 colx(As.1) heilen ¥-Grundco-
terme. \s.1 steht fiir das S-Tupel (1)ses einelementiger Mengen.

DTx(V) und coTx (V) sind die Tragermengen von :-Algebren (s.u.).
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2.8 Beispiele
Sei X = Nat (siche 2.4).
C'Tx pat ist die groBite Teilmenge M von ltr({1}, C') mit folgender Eigenschaft:
o Fiir alle t € M gilt t = zero oder gibt es u € M mit t = succ(u).
T nat ist die kleinste Teilmenge M von wtr({1}, C) mit folgnden Eigenschaften:

e zero € M.
e Fiir alle t € M, succ(t) € M.

TR T S T SN
Nat-Term, der die Zahl 3 darstellt
Sei > = List(X) (siehe 2.4).
C'Ty, jist ist die grofite Teilmenge M von ltr({1,2}, C'U X) mit folgender Eigenschaft:
o Fiir alle t € M gilt t = nil oder gibt es x € X und u € M mit t = cons(x,u).

T 1ist ist die kleinste Teilmenge M von wtr({1,2}, C'U X) mit folgenden Eigenschaften:

o nil € M.
o Fiirallex € X und t € M, cons(z,t) € M.

45



f
a2
@@

List(N)-Term, der die Liste [5,22,7] darstellt
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Sei V' = {blink,blink’}. Die folgenden Gleichungen zwischen List(Z)-Termen iiber V
haben eine eindeutige Losung in C'T7,;4(z) (siche Kapitel 16):

blink = cons(0,blink"), blink" = cons(1,blink). (1)

Deshalb definiert (1) blink und blink’ als zwei Elemente von CTpgy 7). Als eindeutige
Losungen iterativer Gleichungen représentierbare unendliche Terme heiflen rational. Ein
rationaler Term hat nur endlich viele Teilterme.

Sei X2 = Reg(BL) (siehe 2.4).
T req ist die kleinste Teilmenge M von wir({1,2}, C'U BL) mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle t,u € M, par(t,u), seq(t,u) € M.
e Fiir alle t € M, iter(t) € M.
e Fiir alle B € BL, base(B) € M.

Sei ¥ = Stream/(X) (siche 2.5). DT% ;5 ist die grofite Teilmenge M von ltr(D, X U 1)

mit folgender Eigenschaft:

o Firallet € M gibt es x € X und ¢’ € M mit t = x{head — x,tail = t'} € M.
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4 Y
© jOY
head tail
4 N
O, JOR
head tail

OB O

Stream(N)-Coterm, der den Strom aller natiirlichen Zahlen darstellt

Sei V' = {blink, blink'}. Da zo eine Stream(Z)-Algebra (siehe 2.6) und DT gy cqm(z) eine fi-
nale Stream(Z)-Algebraist (s.u.), 16sen die Coterme unfold*°( Blink) und unfold*’( Blink')
die folgenden Gleichungen zwischen Stream/(Z)-Termen iiber V' eindeutig in blink bzw.

blink':
blink = x{head — 0,tail — blink'}, blink’ = x{head — 1,tail — blink}  (2)
(siche Kapitel 16). Deshalb definiert (2) blink und blink’ als zwei Elemente von DT gy,cqmz).
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Sei X = Colist(X) (siehe 2.5).
DTy, i ist die groBte Teilmenge M von ltr(D,{1,2} U X U1) mit folgender Eigenschaft:
o Fiir alle t € M gilt t = *{split — 1(€)} oder gibt es x € X und v € M mit

t = *{split — 2(x{m — x,m — u})}.

Sei 2 = DAut(X,Y) (siche 2.5).
DTy g1q10 15t die groBte Teilmenge M von ltr(D,Y U 1) mit folgender Eigenschaft:
efirallete Mund z € X gibt est, € M und y € Y mit
t=+{0 > «{m, > t, |z € X}, 5=y}
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Acc({z,y, z})-Coterm, der einen Akzeptor

der Sprache {w € {z,y, z}* | w enthdlt x oder z} reprdisentiert
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Darstellung des obigen Acc({x,y, z})-Coterms als endlicher Graph



CTy(V) und DTx(V) sind >-Algebren

Sei X2 = (9, C) eine konstruktive Signatur.
C'Tx (V) wird wie folgt zur ¥-Algebra erweitert:
Firalle c: [[.c.;8 — s € C and (t;)er € XZE[CTZ(V)SZ.,

CCTE(V)(<tZ'>7;€[> = def C{Z — ‘ 1 € [}

el

Sei X = (S, D) eine destruktive Signatur.

DTx (V) wird wie folgt zur X-Algebra erweitert:

Firallese S, t € DI5(V)s,d:s —e€ D' und w € (D" U1)*,
APV (1) (w) =g t(dw).



Die Interpretation von Destruktoren in DTx (V') machen Coterme zu einer Art analytischer
Funktionen: Zwei Coterme t,t' € DTx(V), sind genau dann gleich, wenn die “Anfangs-
werte” t(e) und #(¢) und fiir alle d : s — e die “Ableitungen” dP?"=(V)(¢) und dP7=V)(¢)
miteinander tibereinstimmen.

Die atomaren Formeln der Préadikatenlogik sind aus ¥-Termen und Pridikaten (= Relati-
onssymbolen) zusammengesetzt. Prinzipiell kommt man dort mit einer einzigen Sorte aus,
muss dann aber die Trennung zwischen mehreren Datenbereichen durch die Einfithrung
eines einstelligen Prédikats fiir jeden Datenbereich wiedergeben.

So entspricht z.B. die Sorte nat der Signatur Nat (siehe 2.4) das Pradikat is Nat mit den
Axiomen

isNat(zero), (1)
isNat(x) = isNat(succ(x)). (2)

Im Rahmen einer Nat umfassenden Signatur > wére ein »-Term ¢ genau dann ein Nat-
Grundterm des Typs nat, wenn isNat(t) mit Inferenzregeln der Priadikatenlogik aus (1)
und (2) ableitbar ist.



2.9 Die Algebren Bool und Regword(BL) (siehe 2.4)
Die Menge 2 = {0, 1} ist Tragermenge der Reg(BL)-Algebra Bool:
Fir alle z,y € 2und B € BL \ {¢},

par®(z,y) = maz{z,y},
seq®l(z,y) = zx*y,
iterPol(x) = 1,

baseP!({e}) = 1,
baseP(B) = 0.

Die iiblichen Wortdarstellungen regulirer Ausdriicke e wie z.B. aab® + ¢(aN)* bilden die
Reg(BL)-Algebra Reqword(BL):

Sei

syms(BL) = {+*,(,)}yu{B | B € BL}.
Im Fall |B] = 1 setzen wir B mit dem einen Element von B gleich. Ob ein Teilausdruck
e geklammert werden muss oder nicht, hingt von der Prioritdt des Operationssymbols f
ab, zu dessen Domain e gehort. Die Triagermenge von Regword(BL) besteht deshalb aus
Funktionen, die, abhéngig von der Prioritiat von f, die Wortdarstellung von e mit oder ohne
Klammern zuriickgibt:

Reqword(BL),eq = N — syms(BL)".



Aus den Prioritédten 0,1,2 von par, seq bzw. iter ergeben sich folgende Interpretation der
Operationen von Reg(BL):

Fir alle f, g : N — syms(BL)*, B € BL und w € syms(BL)*,

parfeawerdBL)( £ g) = An.enclose(n > 0)(f(0) + g(0)),
seqlterwordBL)(f g) = An.enclose(n > 1)(f(1) g(1)),
iterfeoword(BLY(£) = An.enclose(n > 2)(f(2)"),

basefeowordBL(B) = A\n.B,
enclose( True)(w) = (w),
enclose(False)(w) = w.

Ist die Funktion f : N — syms(BL)* das Ergebnis der Faltung eines Reg(BL)-Terms ¢ in
Regword(BL) (s.u.), dann liefert f(0) eine Wortdarstellung von ¢, die keine iiberfliissigen
Klammern enthalt.

Regword(String) ist im Haskell-Modul Compiler.hs durch regWord implementiert. EI
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2.10 Die Algebren Beh(X,Y), Pow(X), Lang(X) und Bro(BL) (siche 2.5)
Seien X und Y Mengen.

Funktionen von X* nach Y nennen wir Verhaltensfunktionen (behavior functions).
Sie bilden die Tragermenge folgender DAut(X, Y )-Algebra Beh(X,Y):

B@h(X, Y)smte — YX*-
Fiiralle f: X* =Y, x € X und w € X",

SPMEN(f)(x)(w) = flzw) und  FEMIVI(F) = f(e).

Beh(X,2) ist im Haskell-Modul Compiler.hs durch behFun implementiert.

Eine zu Beh(X,2)gae = 2% isomorphe Menge ist die Potenzmenge P(X*) (siehe Mengen
und Typen). Daraus ergibt sich die Ace(X)-Algebra Pow(X) mit

PO’UJ(X)State = P(X*>
Fiir alle L C X* und x € X,
1 fallse € L,

0 sonst.

ST (L)) ={w e X* | zw e L} und (L) = {
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Aufgabe Zeigen Sie, dass die Funktion y : P(X*) — 2%, die jeder Teilmenge von X* ihre
charakteristische Funktion zuordnet (sieche Mengen und Typen), ein Ace( X )-Homomorphis-
mus von Pow(X) nach Beh(X,?2) ist. a

Sei BL wiein 2.4 und X = | JBL \ {¢}.

P(X™*) ist nicht nur die Tragermenge der Acc(X)-Algebra Pow(X), sondern auch der
folgendermafien definierten Reg(BL)-Algebra Lang(X') der Sprachen tiber X:

Lang(X),y = P(X).
Firalle Be€ BL und L, L' C X*,

part X[ L)) = LU L,
seqt X)L, L") = L- L
itertm9X)(L) = L,
base* ™ X)(B) = B.

Anstelle von Lang(X) wird in Compiler.hs die Reg(BL)-Algebra regB mit der Tragermen-
ge 2% implementiert. Sie macht y zum Reg(BL)-Homomorphismus.

Aufgabe Zeigen Sie, dass x ein Reg(BL)-Homomorphismus von Lang(X ) nach regB ist. 4
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Die Menge der Reg(BL)-Grundterme ist nicht nur eine Triagermenge der Reg(BL)-Algebra
T'reg(1), sondern auch der wie folgt definierten Acc(X)-Algebra Bro(BL) (accT in Com-
piler.hs; siehe [4, 18]), die Brzozowski-Automat genannt wird:

Bro (BL)state — TReg(BL),?"eg-

Die Interpretationen von & und § in Bro(BL) werden induktiv iiber dem Aufbau von
Reg(BL)-Grundtermen definiert:

Fiir alle t,u € Tgeqpr) und B € BL \ {¢},

5L (par(t,u)) = Aapar(55ED(8)(x), 550 (u) ),
5BT’O(BL>($eq(t, u)) = AxoPGMSGQ(éBm BL)@)( )v u),

if BPBL() =1 then 6P°BL) (u)(z) else base()),
§Bro(BL (iter(t)) _ )\x'seq(éBm(BL) (t)(z), iter(t)),

)
6B BL) (base({e})) = base(),

) ) = Aw.if x € B then base({e}) else base(l),
pCLT(t, ’LL)) _ mGLE{BBm(BL) (t), 537’0(BL)<U>})

ﬁBm(BL)(

5BTO(BL)(S€q(t, u)) _ 6Bro(BL)<t> % BBTO(BL)<U),
greB (iter(t)) = 1,

FED) (base({e})) = 1,

BBroBL) (base(B)) = 0.
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2.11 Die Erreichbarkeitsfunktion
Sei A = (A, Op) eine Med(X)-Algebra. Die Erreichbarkeitsfunktion
reach” : X* — A4
von A ist wie folgt induktiv definiert: Fiir alle x € X und w € X*,
reach™(e) = idy,
reachA(zw) = reach(w) o Aa.60(a)(x).

Der Definitionsbereich X* von reach™ ist Trigermenge der Mon-Algebra Word(X), der
Wertebereich A4 ist Trigermenge der Mon-Algebra Endo(A) (siehe 2.6).

reach™ ist ein Mon-Homomorphismus von Word(X) nach Endo(A):
reach”(oneVrtX)) = reach?(e) = idy = one?"¥A),
Fir alle x € X und v, w € X*,

reach(mul VoriX) (e, w)) = reach(ew) = reach™(w) = reach™(w) o id4
= reach(w) o reach(¢) = mul™ @) (reachA(¢), reachA(w)),

reach(mul V') (zv, w)) = reach(zvw) = reach™(z(mul "X (v, w)))
= reach(mul ") (v, w)) o Aa.0*(a)(x)

ind_hyp- (maul®° ) (reach(v), reach(w)) o Aa.6(a)(x)



= (reach(w) o reach(v)) o Ma.6(a)(z) = reach(w) o (reach*(v) o Aa.6(a)(x))
= reach(w) o reach(zv) = mul?"®W) (reach(xv), reach(w)). l:l

2.12 Termfaltung und Zustandsentfaltung

Sei ¥ = (5, C) eine konstruktive Signatur, ST die Menge der Summentypen von 7,(.5),
C" die Vereinigung von C und der Menge aller Injektionen in Summentypen von 7,(S), V
eine 7,(S)-sortige Menge von “Variablen” mit V, = () fiir alle Produkttypen e € 7,(.5),
A = (A, Op) eine 3-Algebra und g : V' — A eine — Variablenbelegung (valuation)
genannte — 7,(S5)-sortige Funktion.

In Abhéngigkeit von g wertet die wie folgt induktiv definierte 7,(.5)-sortige Funktion

g Tx(V) = A,
die Extension von g, jeden wohlfundierten >-Term in A aus:
o Fiiralle s € SUBTUST und x € Vi, gi(x) = gs(x). (1)
o Fir alle ¢ : Hie[ s; — s € O und (ti)ie[ < XZ'e[Tz(V)SZ.,
gileli = ti | i € I}) = (g5, (t))ier). (2)

Insbesondere fiihrt id : T5(A) — A die Operationen von t € Tx(A) bottom-up auf den
Blattern von ¢ aus.
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Satz 2.13 ([35], Theorem FREE)

*

g* ist Y-homomorph und der einzige ¥-Homomorphismus von Ty (V') nach A, der (1)
erfiillt. 3

Wegen dieser universellen Eigenschaft wird Tx(V') als freie - Algebra iiber V' bezeich-
net.

Alle freien >-Algebren iiber V' sind isomorph zueinander. Alle zu einer freien X-Algebra
tiber V' isomorphen >-Algebren sind frei iiber V.

Substitutionslemma ([35], Lemma SUBST)

Fiir alle >-Algebren A = (A, Op), Variablenbelegungen g : V' — A und >-Homomorphismen
h:A— B,
(hog)*=hog". l:l

Offenbar héngt die Einschrankung von ¢* auf Grundterme nicht von g ab. Sie wird Term-
faltung genannt und mit fold” bezeichnet.
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Aus Satz 2.13 folgt sofort:
fold™ ist der einzige Y-Homomorphismus von T nach A. (4)
Freie Y-Algebren tiber () heifien initial.

Wegen der universellen Eigenschaft freier Algebren, wird der eindeutige >-Homomorphismus
von Tx, nach A immer mit foldA bezeichnet, egal welche isomorphe Darstellung von T
gerade verwendet wird.

Z.B. ist neben Ty, auch N eine initiale Nat-Algebra und neben T7;x) auch X* eine
initiale List(X )-Algebra (siehe 2.6).

Aufgabe Wie lauten die Isomorphismen von Ty, nach N bzw. von 174 x) nach X*7 [

Die Faltung fold“X)(¢) eines Reg(BL)-Grundterms — also eines reguliren Ausdrucks —
t in Lang(X) heiit Sprache von t (siehe 2.10).

Umgekehrt nennt man L € X* regulir, wenn L zum Bild von fold*™*) gehirt.
Die Haskell-Funktion foldReg von Compiler.hs implementiert die Faltung

fold™ : Treynr) — A
in einer beliebigen Reg(BL)-Algebra A.
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Aufeabe Zeigen Sie foldP%! = gBro(BL), W

Aufgabe Zeigen Sie durch Induktion tiber den Aufbau von Reg(BL)-Grundtermen, dass
fiir alle t € Tqey(pr) die folgende Aquivalenz gilt:

e € fold™ ™M) o foldP'(t)=1. O

Sei ¥ = (5, D) eine destruktive Signatur, PT die Menge der Produkttypen von 7,(.5),
D" die Vereinigung von D und der Menge aller Projektionen in Produkttypen von 7,(S5),
V' eine T,(S)-sortige Menge von “Farben” mit V, = () fiir alle Summentypen e € 7,(5),
A = (A, Op) eine X-Algebra und g : A — V eine — Farbung (coloring) genannte —
T,(S)-sortige Funktion.

In Abhéngigkeit von ¢ entfaltet die wie folgt — auf (D’ U 1)* induktiv — definierte 7,(.5)-
sortige Funktion

g# A — DTE(‘/);
die Coextension von g, jeden Zustand a € A in den »-Coterm, der das Verhalten von
a (im Kontext von A) reprisentiert:

e Fiir alle s € SUBT U PT und a € A;, g7 (a)(e) = g.(a).

e Firallese SUBTUPT, ac A, d:s—[l,c;8 € Dundw e (D'U1L)Y,
d*(a) = (b,4) impliziert g7 (a)(dw) = i(g7 (b))(w).
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Insbesondere berechnet idﬁ - A — DTy (A) fir jeden Anfangszustand a € A die Entfal-
tung des Transitionsteilgraphen von A mit Wurzel a.

Satz 2.14 ([35], Theorem COFREE)

g" ist ¥-homomorph und der einzige ¥-Homomorphismus von A nach DTx(V), der fiir
alle a € A g% (a)(e) = g(a) erfiillt. EI

Wegen dieser universellen Eigenschaft wird DTx (V) als cofreie Y-Algebra iiber V
bezeichnet.

Alle cofreien Y-Algebren iiber V' sind Y-isomorph zueinander. Alle zu einer cofreien Y-
Algebra iiber V' isomorphen :-Algebren sind cofrei iiber V.

Substitutionslemma Fiir alle ¥-Algebren A = (A, Op), Farbungen g : A — V und
>-Homomorphismen h : B — A,

(go h)* = g7 oh. 3

Offenbar hingt die Einschrinkung von g7 auf Grundcoterme nicht von ¢ ab. Sie wird
Zustandsentfaltung genannt und mit unfold” : A — DTy, bezeichnet.
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Aus Satz 2.14 folgt sofort:
unfold™ ist der einzige Y-Homomorphismus von A nach DT (5)
Cofreie Y-Algebren iiber 1 heiflen final.

Wegen der universellen Eigenschaft cofreier Algebren, wird der eindeutige >-Homomorphis-
mus von A nach DTy, immer mit unfoldA bezeichnet, egal welche isomorphe Darstellung
von DTy gerade verwendet wird.

7.B. gibt es folgende bijektive Darstellungen fiir die Menge der Stream(X)-, Beh(X,Y)-
bzw. Acc(X)-Grundcoterme:

DTpyuxy) =YY,
DTACC(X) = P(X*)a
DTStream(X) =~ XN

Die Bijektionen sind vertréiglich mit den Operationen der jeweiligen Signatur X. Sie sind also
>-Isomorphismen zwischen der >-Algebra DTy, und einer der oben definierten »-Algebren:

DTpawxy)y = Beh(X,)Y),
DTACC(X) = Pow (X)7
DTStream(X) = 56Q(X> .
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Auch die Menge DTx (V) aller 2-Coterme, auch jener mit (mehr als einer) Variablen, hat
fiir bestimmte Signaturen einfache Reprasentationen, z.B.:

DTyeax)(V) = DIpauixy) = V.

Ist V' die Tragermenge (der Sorte state) einer Med(X )-Algebra A, dann entspricht die
Coextension id# V= VX der Erreichbarkeitsfunktion von A:

idi — flip(reach™) : V — VX
(siche Abschnitt 2.11).

Beispiel 2.15
Sei ¥ = DAut(X,Y). Die Tragermengen von DTy, und Beh(X,Y) sind isomorph:

Sei L = {(0,x) | » € X}. DT, besteht aus allen Funktionen von L* + L*3 nach 1 + Y,
die fiir alle w € L* w auf € und wf auf ein Element von Y abbilden, m.a.W.:

DTy =~ 1V xyld =~ ylibd =~ yX 0

Aufgabe Wie lautet der Isomorphismus zwischen DTy .(x) und Pow(X)? 4
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Die Ace(X)-Algebra ist DTy .(x) ist im Haskell-Modul Compiler.hs durch accC implemen-
tiert.

Aufgabe Zeigen Sie, dass x : P(X) — 2% ein Acc(X)-Homomorphismus von Pow(X)
nach Beh(X,?2) ist. EI

Fiir alle destruktiven Signaturen X und >-Algebren A wird der eindeutige >:-Homomorphis-
mus von A = (A, Op) nicht nur nach DTy, sondern auch in andere isomorphe finale Y-
Algebren mit unfold” bezeichnet.

Deshalb kann unfold” : A — DT in den Fillen (1)-(3) als Funktion von A in die jeweilige
isomorphe Repréasentation von DTy formuliert werden:

(1) © = DAut(X,Y)

unfold* . A — YX
a — Mw.if w=ethen 4(a) else unfold*(6*(a)(head(w)))(tail(w))

(2) ¥ = Acce(X)

unfold* - A — P(X*)
a — {zw | w € unfold*(64(a)(x))} U (if BA(a) =1 then {e} else O)
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(3) X = Stream(X)

unfold® : A — XN
a — An.if n =0 then head*(a) else unfold*(tail*(a))(n — 1)

Aus der Initialitét von Txeypr) und der Pow(X) ergeben sich folgende Aquivalenzen:

fold* ™9 X) it Ace( X )-homomorph (1)

& fold" ™) = unfold®*PY) Ty, pr) — PX7) 2)

& unfold®°PL) ist Reg(BL)-homomorph. (3)

Aufgabe Zeigen Sie (2), indem Sie (1) oder (3) beweisen. 4

(2) folgt auch aus der Form der Gleichungen, die Bro(BL) definieren (siche Beispiel 15.4).

Ubersicht iiber die oben definierten Reg(BL)- bzaw. DAut(X,Y )-Algebren und ihre jewei-
ligen Implementierungen in Compiler.hs:
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Signatur|  Reg(BL) | Acc(X) = DAut(X,2) | DAut(X,Y)
Tragermenge Algebra
Tge
Treg(BL) Feg(BL) Bro(BL)
regT
RegT o accT
initial
v Beh(X,Y)
final
X(Pow(X))
o X* X(Lang(X)) Beh(X,2)
regB behFun
final
Pow(X
P(X") Lang(X) o)
final
R d(BL
N — syms(BL)* cquord(BL)
regWord

2

Bool
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2.16 Initiale Automaten
Sei X2 = (9, D) eine destruktive Signatur. Fiir alle 3-Algebren A, s € S und a € A,
(A, a) realisiert t € DTx, <4y unfold(a) =t.

Im Fall ¥ = DAut(X,Y) nennt man das Paar (A, a) einen initialen Automaten, der
die Verhaltensfunktion unfold(a) : X* — Y realisiert.

Im Fall ¥ = Acc(X) nennt man das Paar (A, a) einen initialen Automaten, der die
Sprache unfold”(a) C X* erkennt oder akzeptiert..

Beispiel

Let eo die wie im Abschnitt 2.6 definierte Acc(Z)-Algebra.

(eo, Esum) erkennt L = {(z1,...,x,) € Z* | > I, x; ist gerade}. (4)
(eo, Osum) erkennt L' = {(z1,...,x,) € Z* | Y. | x; ist ungerade}. (5)

Beweis. Sei h : eo — Pow(Z) wie folgt definiert: h(Esum) = L and h(Osum) = L’.

Da Pow(Z) eine finale Acc(Z)-Algebra ist, stimmen alle Ace(Z)-Homomorphismen von eo
nach Pow(Z) mit unfold® : eo — Pow(Z) iiberein. (4) und (5) folgen demnach aus der
Acc(Z)-Homomorphie von h.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass h Acc(Z)-homomorph ist, also fiir alle x € Z die folgenden Gleichungen
erfiillt:

h(6%(Esum)(z)) = 67°“(h(Esum))(x),

h(6%(Osum)(z)) = 67°“(h(Osum))(x),
B°(Bsum) = B""(h(Esum)),
B(Osum) = B%(h(Osum)).

3

Sei t € Theg(pr)- Aus (2) folgt, dass der initiale Automat (Bro(BL),t) die Sprache von ¢
erkennt:

unfold PP (¢) = fold 9% (¢)

(siehe 2.10). Damit liefert (Bro(BL),t) eine einfache Alternative zum klassischen Potenz-
automat, der iiber den Umweg eines nichtdeterministischen Automaten mit e-Ubergingen
aus t gebildet wird (siehe Beispiel 10.3).
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2.17* Compiler fiir regulire Ausdriicke

Im Folgenden werden wir einen Parser fiir die Wortdarstellung eines reguldren Ausdrucks
t mit dessen Faltung in einer beliebigen Reg(BL)-Algebra A verkniipfen und damit ein
erstes Beispiel fiir einen Compiler erhalten, der die Elemente einer Wortmenge ohne den
Umweg iiber Reg(BL)-Terme nach A — iibersetzt.

Werden regulidre Ausdriicke als Worter syms(BL) (siche 2.9) eingelesen, dann muss dem
Erkenner foldX!£®9X)(4) eine Funktion

parsegpg - syms(BL)" — M(Tgeq(p1))

vorgeschaltet werden, die jedes korrekte Eingabewort w in einen oder mehrere Reg(BL)-
Terme ¢ mit fold @ BL)(1)(0) = w iiberfiihrt. M ist ein monadischer Funktor (siehe
5.1), der die Ausgabe des Parsers steuert und insbesondere Fehlermeldungen erzeugt, falls
w keinem Reg(BL)-Term entspricht.

REG steht hier fiir eine konkrete Syntax, d.h. eine kontextfreie Grammatik, deren Sprache
mit dem Bild von Tr.qpr) unter flip( fold®eswerdBL)Y () ibereinstimmt (siche Beispiel 4.1).

Sei X eine Menge, GG eine kontextfreie Grammatik mit abstrakter Syntax > und Sprache
L C X* In Kapitel 5 werden wir einen generischen Compiler fiir L, der jedes Wort von
L in Elemente einer >-Algebra A iibersetzt, als natirliche Transformation compilec; des
konstanten Funktors const(X™) nach M M formulieren.
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parseq ist diejenige Instanz von compileg, die Worter von L in Syntaxbaume (= -
Grundterme) tibersetzt: parseq = compilegz.

Im Fall G = REG, Y = Reg(BL), X = syms(BL)und M(A) = A+1 fiir alle X-Algebren
A = (A, Op) stimmt compile/i(w) mit der Faltung des durch w dargestellten reguliren
Ausdrucks ¢ in der Reg(BL)-Algebra A iiberein:

compileq ist nat. Transformation

compilef(w) = M (fold™) (compilegReg(BL) (w))
= M(fold™)(parseq(w)) = (fold* + idy)(parseq(w))
= (fold™ + idy)(parsec(fold """ P1)()(0))) = (fold™ + idy)(t) = fold™(t).

Im Haskell-Modul Compiler.hs ist compilepp durch die Funktion regToAlg implemen-
tiert, deren Zahlparameter eine von 8 Zielalgebren auswéhlt.
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Das folgende Diagramm zeigt die Beziehungen zwischen parses und den oben behandelten

Reg(BL)- bzw. Acc(X)-Algebren:

x PATSEREC fold™m9X) 4 44,

syms(BL Threg(Br) + 1 =P(X")+1

me = me
T 0 fOld Regqword(BL)

TReg(BL) foldgbmaX) — Lang(X)
fOldBOOl
Bool < 3Bn(ED) Bro(BL) ol D >~ Pow(X)
5BTO(BL) 5P0w(X)
Bro(BL)* Pow(X)*

74



2.18* Von Medvedev- zu Moore-Automaten

Streicht man die Ausgabefunktion § : state — Y aus DAut(X,Y') heraus, dann erhilt
man die Signatur Med(X ) der Medvedev-Automaten.

Demnach ist jede DAut(X,Y)-Algebra A = (A, Op) auch eine Med (X )-Algebra. Umge-
kehrt ist die cofreie Med (X )-Algebra iiber Y eine finale DAut(X, Y )-Algebra mit

unfold” = (B4 : A — DTy (Y). (1)

Die Interpretation von (3 in A wird hier offenbar als Farbung der Zustiande von A verwendet.
Aus (1) und einer allgemeinen Beziehung zwischen Féarbungen und ihren Coextensionen
erhélt man fiir initiale Automaten (A4, a):

unfold*(a) = B4 o idﬁ(a).

Demnach ordnet unfoZdA(a) diejenige Verhaltensfunktion zu, die fiir jedes Eingabewort
w € X* den Ausgabewert des Zustandes zuriickgibt, in dem Verarbeitung von w durch A
endet.

Da z’aﬁzé t A = DTyegx)(A) = Beh(X, A) (siehe 2.10) nur von 6“4 abhingt, wird diese
Funktion auch Fortsetzung von 64 auf Woérter genannt und mit (6')* bezeichnet.

z'dji’lé entspricht der Erreichbarkeitsfunktion von 2.11 mit vertauschten Argumenten: Fiir alle
we X",
id’(a)(w) = reach™(w)(a).
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Insbesondere gilt fiir alle x € X und w € X™:

id’(a)(€) = root(id’(a)) = ida(a) = a, (2)
) 7 e —hom.
idf(a)(ww) = 67N it (@) (@) (w) LT idh (A @) @) (w). ()
Auflerdem gilt fiir alle v, w € X*:
id (a)(vw) = id’ (id’}(a)(v))(w). (4)

Fiir eine beliebige Zustandsmenge () und ein beliebiges Monoid M mit Multiplikation
und neutralem Element e heifit eine Funktion (+) : @ x M — @) Aktion von M, wenn
fir alle ¢ € Q und m, m’ € M Folgendes gilt:

q-¢ = (¢,
q-(mxm') = (q-m)-m.

Wegen (2) und (4) ist (die dekaskadierte Version von) z'dji’lé eine Aktion des Monoids X*.
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2.19* Minimale Automaten

Sei (A, a) ein initialer Automat. Die Elemente der Menge (a) =g img(id’(a)) heifien
Folgezustinde von a in A.

Satz 2.20 Sei A = (A, Op) eine DAut(X, Y )-Algebra.
(i) Fiir alle a € A ist (a) die kleinste DAut(X,Y )-Unteralgebra von A, die a enthélt.
(ii) Fiir alle ¥X-Homomorphismen h : A — B gilt h({a)) = (h(a)).
(iii) Firalle f: X* — Y ist ((f), f) eine minimale Realisierung von f.
Beweis.

(i): Wir zeigen zundchst durch Induktion iiber |w|, dass fiir allea € A, z € X und w € X*
Folgendes gilt:

id(a)(wz) = 64(id} (a) (w)) (2). (5)
Beweis von (5):
id}(a) (ex) = id’y(a)(ze) 2 id’(54(a)(x))(e) 2 54(a)(x).
Fiir alle y € X und w € X7,

id}(a)(ywz) 2 id} (64 (a) () (wa) "2 6AGd (04(a) () (w)) (@) 2 6AGd] (yw)) (@)



Wegen (5) gilt §4(b)(z) € (a) fiir alle b € (a) und x € X. Also ist {(a) eine Unteralgebra
von A.

Sei B = (B, Op') eine Unteralgebra von A, die a enthélt. Durch Induktion iiber |w| erhélt
man aus (2) und (3), dass id’; (a)(w) fiir alle w € X* zu B gehort. Also ist (a) die kleinste
Unteralgebra von A, die a enthélt.

(ii): Da h 3-homomorph ist, ist A auch mit z’dﬁ bzw. z'dzé vertraglich (s.o.). Daraus folgt
h(id’, (a)(w)) = KPYB) (id% (a))(w) = id%(h(a))(w) fir alle w € X* und damit sowohl
h({a)) C (h(a)) als auch (h(a)) C h({a)). h* ist das Bild von h unter dem Leserfunktor
X" (siche Abschnitt 5.1).

(iid):
Da Beh(X,Y) final ist, stimmt unfold®*Y) (s.0.) mit der Identitit auf Y~ iiberein.

Also gilt f = unfoldBeh(X’Y>(f) = unfoldBeh(X’Y)(mc<f>(f)) = unfold<f>(f), d.h. ((f), f)
realisiert f.

Fiir jeden initialen Automaten (A, a), der f realisiert, gilt

()] = [(unfold*(a))| & |unfold*((a))] < |(a)].
Also ist ((f), f) minimal. a
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2.21* Baumautomaten [2, 5, 6, 37, 38, 46]
Sei X = (5, C) eine konstruktive Signatur, Y eine Menge und
Yy =(S,CU{out:s =Y |seS}.

Eine Yy-Algebra B heifit (bottom-up) Y-Baumautomat. Sei out® = (out?),cs und A
das X-Redukt Bly von B (siche Abschnitt 2.6).

outBo fold* Ty, = Y
heiit Verhaltensfunktion von B.
Im Fall Y = 2 nennt man
L(B) =g (out® o fold*)71(1) C Tk
die von B erkannte Baumsprache.
Wie man leicht sieht, ist die Funktion

h: TL@'st(X) — X7
nil — €
cons(x,t) — x - h(t)
bijektiv. Folglich verallgemeinert der Begriff einer Baumsprache L C Ty den einer Wort-
sprache L. C X*,
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Dementsprechend nennt man L C Ty, regulér, wenn es einen endlichen (!) 3-Baumautoma-
ten B gibt, der L erkennt, der also die Gleichung x(L) = out® o fold* erfiillt.

Sei A = (A, Op) eine DAut(X,Y )-Algebra und a € A. Der initiale Automat (A, a) liefert
den List(X)-Baumautomaten 3 mit

Biist = Astate, nilP = a, cons® = Az, a).5“4(a)(x) und out? = BA.
B realisiert unfoldA(a) oh : Tpigx) — Y (siche Abschnitt 2.12).
Umgekehrt liefert ein List(X )-Baumautomat B den initialen Automaten (A, nil") mit
Astate = Biist, 04 = )\a.)\a:.cansg(a:, a) und A = out?
(A, nilB) realisiert out® o fold* o h™': X* = Y.

Insbesondere ist eine Baumsprache L C T7;y(x) genau dann regulér, wenn es einen endli-
chen initialen Akzeptor (A, a) gibt, der A(L) erkennt, was wiederum genau dann gilt, wenn
h(L) im Sinne von Wortsprachen regulér ist, also zum Bild von fold™™ X Reg(BL) —

P(X*) gehort (siehe Abschnitte 3.7 und 10.3).
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Sei [ : Ty, — Y und ~ die Nerode-Relation von f, d.i. die grofite X-Kongruenz (siehe
Kapitel 3), die im Kern von f enthalten ist.

Ein »-Baumautomat heifit Realisierung von f, wenn seine Verhaltensfunktion mit f
libereinstimmt.

Laut Kapitel 3 ist der Quotient () = Tx/~ eine ¥-Algebra. Folglich ist F mit Fly = @
und out” o nat. = f wegen fold? = nat.. eine Realisierung von f. out” ist wohldefiniert,
weil der Kern von f ~ enthélt.

Baumautomaten werden zum Beispiel zur Erkennung von Mengen von >-Termen eingesetzt,
die XML-Dokumente mit bestimmten Eigenschaften reprisentieren (siehe Beispiel 4.3).

&1



3 * Rechnen mit Algebren

In diesem Abschnitt werden die beiden wichtigsten einstelligen Algebratransformationen: die
Bildung von Unteralgebren bzw. Quotienten, und ihr Zusammenhang zu Homomorphismen
vorgestellt. Unteralgebren und Quotienten modellieren Restriktionen bzw. Abstraktionen
eines gegebenen Modells. Beide Konstrukte sind aus der Mengenlehre bekannt. Sie werden
hier auf S-sortige Mengen fortgesetzt.

Sei A = (Ae)ee% (s) eine S-sortige Menge und n > 0. Eine n-stellige S-sortige Relation R
auf A wird wie folgt zur T,(S)-sortigen Relation geliftet: Sei I eine nichtleere Menge.

o Ry = AT
o Fiir alle {e;}icr € T,(5),

Blfiepe; = {(ar, ..., an) € sz ; | Viel: (ma),... m(an)) € Re},
Ryl e = {luilar), .. uilan)) € Aﬁidei | (a1,...,an) € R, i € I}.
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Lemma LIFT Seien g, h : A — B typvertragliche Funktionen und R eine typvertrigliche
Teilmenge von A and R’ eine typvertrigliche zweistellige Relation auf B mit

Ry={a€ A | gla)=h(a)} wnd R, ={(g(a) h(a)) | a € A}
fiir alle s € S. Dann gilt

R, = {a € A, ‘ ge(a) = he(CL)},
R, = {(g(a), he(a)) | a € A}

—~
O
~—_— —

L

fiir alle e € T,(5).

3.1 Invarianten, Unteralgebren und Induktion
Sei X2 = (S, F) eine Signatur und A = (A, Op) eine 3-Algebra.

Eine S-sortige Teilmenge B = (Bj)ses von A heifit Y-Invariante, wenn fiir alle f : e —
¢ € Fund a € B, f*(a) € B, gilt.

B heifit X-Invariante, weil die Zugehorigkeit von Elementen von A zu B invariant gegeniiber
der Anwendung von Operationen von ; ist.

B induziert die ¥-Unteralgebra A|z von A:

o [iir alle s € S, (A’B>s = def B..
e Fiiralle f: e — ¢ € Fund a € B, f48(a) =4 fA(a).
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Beispiel 3.1

Sei X = |JBL. Die Menge foldLang(X)(TReg< pr)) der reguléren Sprachen iiber X ist eine
Reg(BL)-Invariante von Lang(X). Das folgt allein aus der Vertriglichkeit von fold ™ (X)
mit den Operationen von Reg(BL).

Fiir jede Signatur ¥, jede ¥-Algebra A = (A, Op) und jeden X-Homomorphismus i : A —
B ist (h(As))ses eine Y-Invariante. Die von ihr induzierte Unteralgebra von A stimmt mit
der weiter oben definierten Bildalgebra h(.A) iiberein.

Fiir jede konstruktive Signatur ¥ ist Tx(V') eine 2-Unteralgebra von CTx (V).
Fiir jede destruktive Signatur ¥ ist coTx(V') eine X-Unteralgebra von DTx (V). l:l

Satz 3.2

(1) Sei B = (B, Op') eine Unteralgebra von A = (A, Op). Die S-sortige Funktion incs =
(incp, : Bs = Ag)ses ist X-homomorph.

(2) (Homomorphiesatz) Sei h : C — A ein X-Homomorphismus. A(C) ist eine Unteralgebra
von A.
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h':C — h(C)
¢ — h(c)
ist ein surjektiver X-Homomorphismus.
Ist A injektiv, dann ist A" bijektiv.
Alle 3-Homomorphismen A" : C — h(C) mit incyc) o b = h stimmen mit A’ iiberein.

h
C - A

INCh(A)

h(A)

(3) Sei X eine konstruktive Signatur und A eine -Algebra. foldA(Tg) ist die kleinste -
Unteralgebra von A und T%; ist die einzige >-Unteralgebra von Tx,.

(4) Sei A eine >-Algebra und die A die einzige Y-Unteralgebra von A. Dann gibt es fiir alle
Y-Algebren B hochstens einen Y-Homomorphismus h : A — B.
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Beweis von (3). Sei B eine Unteralgebra von A. Da T% initial und incg ¥-homomorph
ist, kommutiert das folgende Diagramm:

1d*
Ty fO — A

fold® mncpg

B
Daraus folgt fiir alle t € T,

fold*(t) = incg(fold®(t)) = fold®(t) € B.
Also ist das Bild von fold* in B enthalten.

Sei B eine Unteralgebra von Ty, Da T initial ist, folgt incp o fold® = idry, aus (1). Da idp,
surjektiv ist, ist auch incp surjektiv. Da incp auch injektiv ist, sind B und 7%, isomorph.
Also kann B nur mit 7T% iibereinstimmen.

Beweis von (4). Seien g,h : A — B ¥-Homomorphismen. Dann ist
C={aecAlgla)=hla)}
eine 2-Unteralgebra von A: Sei f :e — €' € F und a € A, mit g.(a) = he(a).
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Da g und  S-homomorph sind, it go(fA(a) = /5(gu(a)) = F5(he(a) = ho( fA(@)). Da
g und h S-sortig sind, folgt f4(a) € C. aus Lemma LIFT.

Da A die einzige »-Unteralgebra von A ist, stimmt C' mit A {iberein, d.h. fiir alle a € A
gilt g(a) = h(a). Also ist g = h. J

Beispiel 3.3 (siche Beispiel 3.1) Nach Satz 3.2 (3) ist foldL“”g(X)(TReg(BL)> die kleinste
Unteralgebra von Lang(X). -

Nach Satz 3.2 (3) erfiillen alle zu Ty, isomorphen ¥-Algebren A = (A, Op) das Indukti-
onsprinzip, d.h. eine pridikatenlogische Formel ¢ gilt fiir alle Elemente von A, wenn ¢
von allen Elementen einer 3-Unteralgebra B = (B, Op’) von A erfiillt wird.

Um das zu zeigen, definiert man B zunéchst als Menge aller Elemente von A, die ¢ erfiillen
und priift, ob B schon eine Unteralgebra von A bildet. Wenn nicht, wird B solange verklei-
nert, bis eine Unteralgebra erreicht ist (siche [35], Kapitel 16).

3.2 Kongruenzen, Quotienten und Coinduktion

Sei X3 = (9, F') eine Signatur und A = (A, Op) eine ¥-Algebra.
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Eine S-sortige bindre Relation R auf A heifit X-Kongruenz, wenn fiir alle s € S R, eine
Aquivalenzrelation ist und fiir alle f : e — ¢’ € F und (a,b) € R. (f*(a), f3(b)) € Ry
gilt.

R induziert die YX-Quotientenalgebra A/ R von A:

o Firalle s € S, (A/R)s =4 {[a]r | a € As}, wobei [a]p = {b € A | (a,b) € R}
e Fiiralle f:e — ¢ € Fund a € A, fY%([a]g) =a [fA(a)]r.

Satz 3.4 (ist dual zu Satz 3.2)

(1) Sei A eine X-Algebra und R eine Y-Kongruenz auf A. Die natiirliche Abbildung
natp : A — A/R, die jedes Element a € A auf seine Aquivalenzklasse [a]p abbildet, ist
>>-homomorph.

(2) (Homomorphiesatz) Sei h : A — B ein X-Homomorphismus und ker(h) C A? der
Kern von h, d.h. ker(h) = {(a,b) | h(a) = h(b)}.

ker(h) ist eine ¥-Kongruenz.

h':A/ker(h) — B
[a}/{;er(h) = h<a)

ist ein injektiver >-Homomorphismus.
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Ist h surjektiv, dann ist A’ bijektiv.

Alle ¥-Homomorphismen h” : A/ker(h) — B mit h” o nat = h stimmen mit A’ iiberein.

~ B

A/ker(h)

(3) Sei X eine destruktive Signatur, A eine Y-Algebra und Fin eine finale ¥-Algebra (s.0).
Der — Verhaltenskongruenz von A genannte — Kern des eindeutigen >:-Homomorphis-
mus unfold® : A — Fin ist die grofte Y-Kongruenz auf A und die Diagonale von Fin? die
einzige >-Kongruenz R auf Fin.

(4) Sei B eine ¥-Algebra und die Diagonale von B? die einzige YX-Kongruenz R auf B.
Dann gibt es fiir alle 2-Algebren A hochstens einen X-Homomorphismus A : A — B.

Beweis von (3). Sei R eine Kongruenz auf A. Da Fin final und natr >-homomorph ist,
kommutiert das folgende Diagramm:
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1d+
A unjo ~ Fin

natp unfold™
A/R
Daraus folgt fiir alle a,b € A,
(a,b) € R = la|lgp = [b]r
= unfold™(a) = unfold™*([a]g) = unfoldT([b]r) = unfold™(b).
Also ist R im Kern von unfold” enthalten.

Sei R eine Kongruenz auf Fin. Da Fin final ist, folgt unfoldFm/RonatR = idpy, aus (1). Da
id gy, injektiv ist, ist auch natpg injektiv. Da natg auch surjektiv ist, sind Fin und Fin/R
isomorph. Also kann R nur die Diagonale von Fin® sein.

Beweis von (4). Seien g, h : A — B Y-Homomorphismen. Dann ist

R ={(g(a), h(a)) | a € A}

eine ¥-Kongruenz auf B: Sei f:e =€ € F,a € A, und (g.(a), he(a)) € Re. Da g und h
Y-homomorph sind, gelten f5(ge(a)) = go(f4(a)) und fP(he(a)) = ho(f4(a)).
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Da g und h S-sortig sind, folgt
<f8<ge(a’>)7 fB(he<a)>) - (ge’(fA(a’))v he’(fA(a>)) € Re’

aus Lemma LIFT. Da A% die einzige ¥-Kongruenz auf B ist, stimmt R mit A% iiberein,
d.h. fir alle a € A gilt g(a) = h(a). Also ist g = h. a

Nach Satz 3.4 (3) erfiillen alle zu Fin isomorphen ¥-Algebren A = (A, Op) das Coinduk-
tionsprinzip: Sei E eine Menge von Gleichungen zwischen Termen einer konstruktiven
Signatur X'. E gilt in A, wenn es eine Y-Kongruenz R auf A gibt, die fir alle t = u € E
und g : V' — A das Paar (¢*(t), g*(u)) enthélt.

Um das zu zeigen, definiert man R zunéchst als als Menge aller Paare (¢g*(t), g*(u)) mit
t=u€ Fund g:V — A und priift, ob R schon eine Kongruenz ist. Wenn nicht, wird R
solange vergrofiert, bis eine Kongruenz erreicht ist (siche [35], Kapitel 16).
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Automatenminimierung durch Quotientenbildung

Eine minimale Realisierung einer Verhaltensfunktion f : X* — Y erhalt man auch als
Quotienten eines gegebenen initialen Automaten A:

Im Beweis von Satz 2.20 (iii) wurde der DAwut(X,Y)-Homomorphismus h : (a) — (f)
definiert. Wegen der Surjektivitat von h ist {(a)/ker(h) nach Satz 3.4 (2) DAut(X,Y)-
isomorph zu (f). Nach Definition von h ist ker(h) = ker(unfold®) N (a)?.

Nach Satz 3.4 (3) ist ker(unfold?) die grofite S-Kongruenz auf A, also die grofite binére
Relation R auf A, die fiir alle a,b € Agqe folgende Bedingung erfiillt:

(a,b) € R = pAa)=pAD) AV we X*: (6%a)(w), 0 (D) (w)) € R. (1)

Ist Agare endlich, dann lasst sich ker(unfoldA) schnell und elegant mit dem in Abschnitt
2.3 von [30] und in [34] beschriebene (und in Haskell implementierte) Paull-Unger-

Verfahren berechnen. Es startet mit B’ = A%, und benutzt die Kontraposition

(a,b) ¢ R <= pHa)# B0 VY we X1 (5 a)(w), 5 (b)(w) ¢ R (2)

von (1), um R’ schrittweise auf den Kern von unfold zu reduzieren.
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Transitionsmonoid und syntaktische Kongruenz

Sei A = (A, Op) eine DAut(X,Y)-Algebra. Das Bild der Mon-homomorphen Erreichbar-
keitsfunktion
TGCLC}LA . X* — (Asmtc — Astatc)

von A heifit Transitionsmonoid von A.

Satz 3.5 (Transitionsmonoide und endliche Automaten)

Fiir alle a € Agate ist {a) genau dann endlich, wenn das Transitionsmonoid der Unteralgebra
von A mit Tragermenge (a) endlich ist.

Beweis. Sei R der Kern von reach'™ : X* — ({a) — (a)). Nach Satz 3.4 (2) ist das Tran-
sitionsmonoid von (a) Mon-isomorph zum Quotienten X*/R. Aufierdem ist die Abbildung

h: X*/R — {(a)
wr = dasla)(w)
wohldefiniert: Sei (v, w) € R. Dann gilt reach'®(v) = reach'™ (w), also insbesondere
h([v]g) = id(a)(v) = reach!®(v)(a) = reach'”(w)(a) = id’; (a)(w) = h([w]p).
Da h surjektiv ist, liefert die Komposition h o g mit dem Isomorphismus
g : reach'(X*) — X*/R
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eine surjektive Abbildung von reach!®(X*) nach (a). Also iibertrigt sich die Endlichkeit
des Transitionsmonoids von (a) auf (a) selbst. Umgekehrt ist das Transitionsmonoid jedes
endlichen Automaten A endlich, weil es eine Teilmenge von Agure — Astate 1St EI

Sei L C X*. Das Transitionsmonoid von (L) heifit syntaktisches Monoid und der Kern
von reach!) syntaktische Kongruenz von L.

Letztere ldsst sich als Menge aller Paare (v, w) € X* x X* mit uwou’ € L < wwu' € L fir
alle u,u/ € X* charakterisieren. Satz 3.5 impliziert, dass sie genau dann endlich viele Aqui-
valenzklassen hat, wenn L von einem endlichen initialen Automaten (A, a) erkannt wird,
was wiederum zur Regularitdt von L Aquivalent ist (sieche Abschnitt 3.7 fiir einen direkten
Beweis oder Abschnitt 10.3 fiir den klassischen iiber die Konstruktion eines nichtdetermi-
nistischen Akzeptors von L).

Folglich kann die Nichtregularitit einer Sprache L oft gezeigt werden, indem aus der End-
lichkeit der Zustandsmenge eines Akzeptors von L ein Widerspruch hergeleitet wird.

Wire z.B. L = {2"y" | n € N} reguldr, dann gébe es einen endlichen Automaten (A, a)
mit unfold”(a) = L.

Demnach miisste fiir alle n € N ein Zustand b, € A, existieren mit id’ (a)(z") = b, und
BA(idﬁ(bn)(y”)) = 1. Da A endlich ist, gébe es ¢, € Nmit ¢ # 7 und b; = b;.
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Daraus wiirde jedoch
unfold” (z'y’) = BAGdY (a) (x'y")) = BAGR (id (a) () (y7) = AR (b)) (y7))
= A} (b)(y7) = 1

folgen, im Widerspruch dazu, dass z’y’ nicht zu L gehort. Also ist L nicht regulér.

3.3 Termsubstitution und -auswertung

Sei 3 = (.5, F) eine Signatur. Belegungen von Variablen durch -Terme heiflen Substitu-
tionen und werden iiblicherweise mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet.

Im Gegensatz zu Kapitel 2 erlauben wir hier auch A-Abstraktionen, Fallunterscheidungen,
etc. in den Termen, deren Variablen substituiert werden sollen.

Um ungewollte Bindungen von Variablen zu vermeiden, muss die Fortsetzung
o Tx(V) = Tx(V)

von o auf Terme anders als die Auswertung ¢* : T (V) — A einer Belegung g : V' — A
von Kapitel 2 definiert werden:
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Sei BT die Menge aller Basistypen, die in ¥ vorkommen, und X = | J BT.

o Fiiralle Be BT, e € T,(S),x € Vgund t € Tx(V),,
\e'.olz'/x]*(t) falls x € var(o(free(t) \ {x})),
Ar.olz/x]"(t) sonst.
o Fiiralle e € 7,(5) t € Tx(V )y und u,v € Tx(V),,

o*(ite(t, u,v)) = ite(o*(t), 0" (u), o*(v)).

In den restlichen Féllen ist o* genauso definiert wie g*:

o*(A\z.t) =

o Firallex € V, o%(z) = o(x).

o Firallexz € X, 0%(z) = .

e Firallen > 1und ty,...,t, € Tx(V), 0" (t1,...,t,) = (0" (t1), ..., 0"(t,)).

o Fiiralle f:e — ¢ EFUDthTz( )e, oF(ft) = fo*(t).

o [iir alle B € BT, e € T,(S),t € Tx(V),5 und u € Tx(V)p,

o*(t(u)) = o*(t)(c"(u)).

o*(t) heifit o-Instanz von ¢t und Grundinstanz, falls ¢ alle Variablen von t auf Grund-
terme abbildet.

Man schreibt haufig to anstelle von o*(t) sowie {t1/xy,...,t,/x,} fiir die Substitution o
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mit o(x;) =t; firalle 1 <i<nundo(x) =z firallex € V\ {z1,...,2,}.

Satz 3.7
(1) Fiir alle Belegungen g : V' — A und »-Homomorphismen b : A — B gilt:

(hog)*=hog".
(2) Fiir alle Substitutionen o, 7 : V' — Tx(V) gilt:
(c"oT) =007

Beweis. (1) Induktion iiber den Aufbau von Y-Termen. (2) folgt aus (1), weil o* ein -
Homomorphismus ist. EI

3.4 Termiquivalenz und Normalformen

Sei X3 = (S5, F') eine konstruktive Signatur. In diesem Abschnitt geht es um >-Algebren A,
die eine gegebene Menge F von ¥-Gleichungen (s.0.) erfiillen, d.h. fiir die Folgendes gilt:

efirallet=t € Fund g:V — A gilt g*(t) = ¢*(t').

Algy, i bezeichnet die Klasse aller 2-Algebren, die E erfiillen.
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Aus Satz 3.7 (1) folgt sofort, dass Algs, g unter ¥-homomorphen Bildern abgeschlossen, d.h.
fiir alle X-Homomorphismen h : A — B gilt:

Ae AZQE,E = h(A) c AlggtE.

Die Elemente der Menge
Inst(E) =g {(to,t'o) | (t,t)EE, 0:V = Tx(V)} (6)
heilen Instanzen von E.

Die E-Aquivalenz = ist definiert als kleinste Y-Kongruenz, die Inst(E) enthilt.
Aufgabe Zeigen Sie, dass der Quotient Tx(V')/=p E erfillt. m

Satz 3.9

Fiir alle Belegungen g : V' — A in eine X-Algebra A, die E erfiillt, faktorisiert ¢* :
Ty (V) — A durch Tx (V) /=g, d.h. es gibt einen Y-Homomorphismus h : Tx,(V) /=p— A
mit h o nat=, = g*.
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mey nat=,

V — T§]<V>

(7)

*

)

A

Beweis. Da der Kern von ¢g* eine X-Kongruenz ist, die Inst(FE) enthélt (siche [32], Satz
GLK), =g aber die kleinste derartige Relation auf Ty (V) ist, ist letztere im Kern von g*
enthalten. Folglich ist h : T, (V)/=p— A mit h([t|=z,) = h(t) fiir alle t € Tx(V') wohl-
definiert. (7) kommutiert, was zusammen mit der Surjektivitdt und X-Homomorphie von
nat=, impliziert, dass auch i >-homomorph ist. EI

Die durch den gestrichelten Pfeil angedeutete Eigenschaft von h, der einzige >-Homomorphis-
mus zu sein, der (3) kommutativ macht, folgt ebenfalls aus der Surjektivitiat und >-Homomor-
phie von nat=,.

Zusammen mit Ty, /=p€ Algy g impliziert Satz 3.9, dass Ty /= initial in Algs, g ist, dass
es also fiir alle A € Algy, g genau einen »-Homomorphismus h : Ty /=p— A gibt.
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Da ¢* im Fall V = ) mit fold” iibereinstimmt, reduziert sich (7) zu folgendem Diagramm:

1d+*
Ty fO — A

Tz/EE

Beispiel 3.9 Sei X = Mon, x,y,z € V und

2)}
Die freie Mon-Algebra Ty, (V') ist kein Monoid, wohl aber ihr Quotient T, (V)/ =k
Man nennt ihn das freie Monoid (iiber V).

E = {mul(one,z) = x, mul(z,one) = x, mul(mul(z,y), z) = mul(z, mul(y, 2)

Aufegabe Zeigen Sie, dass das freie Monoid tatséchlich ein Monoid ist, also E erfiillt, und
Mon-isomorph zu V* ist. EI

Bei der Implementierung von Quotienten werden isomorphe Darstellungen bevorzugt, deren
Elemente keine Aquivalenzklassen sind, diese aber eindeutig reprisentieren. Z.B. sind die
Worter iiber V' eindeutige Reprasentanten der Aquivalenzklassen von Ty, (V) /=g.
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Bei der Berechnung dquivalenter Normalformen beschrankt man sich oft auf die folgende
Teilrelation von =g, die nur “orientierte” Anwendungen der Gleichungen von E zulésst:

Die E-Reduktionsrelation — 5 besteht aus allen Paaren
(u{to/z}, u{t'c/x})
von X-Termen mit u € Ty(V), t=t € Eund o : V — Tx(V).

Die kleinste transitive Relation auf Tx,(V'), die — g enthélt, wird mit — 1 bezeichnet.

Aufgabe Zeigen Sie, dass % 5 die kleinste transitive und mit ¥ vertragliche Relation auf
Ty, (V) ist, die Inst(E) enthilt. Folgern Sie daraus, dass — 5 eine Teilmenge von = ist. O

Sei t € T(V). u € Ts(V) heit E-Normalform von ¢, wenn t 5 u gilt und u zu
einer vorgegebenen Teilmenge von Tx (V') gehort.

Eine Funktion reduce : Ts,(V) — Tx(V) heit E-Reduktionsfunktion, wenn fiir alle
t € Tx(V), reduce(t) eine E-Normalform von ¢ ist.

Sei A € Algspund g : V — A. Wegen e C = C ker(g*) (siche obige Aufgabe
und den Beweis von Satz 3.9) gilt

g* oreduce = g~. (8)
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Allgemeine Methoden zur Berechnung von Normalformen werden in [32], §5.7, behandelt.

3.5 Normalformen regulidrer Ausdriicke
F bestehe aus folgenden Reg(BL)-Gleichungen:

f(f(z,y),2) = flz, fy,2))

par(z,y) = par(y, )

seq(z, par(y, z)) = par(seq(z,y), seq(z, 2))
seq(par(z, ),Z) = par(seq(z, z), seq(y, 2))

Assoziativitit von f € {par, seq})
Kommutativitdt von par)
Linksdistributivitdt von seq tiber par)
Rechtsdistributivitit von seq iiber par)

par(x,x) = Idempotenz von par)
par(base(@), :U) =x par(z,base(())) = x  (Neutralitdt von mt bzgl. par)
seq(eps, ) = seq(x,eps) = x Neutralitét von eps bzgl. seq)

seq(base (D), :13) = mt seq(x,base(D)) = mt
flite(z,y, 2), 2) = ite(z, f(y, 2'), f(z,7)) f € {par, seq})
f(Z ite(z,y, z)) = ite(x, f(2,y), f(Z, 2)) f € {par, seq})
Demnach entfernt eine E-Reduktionsfunktion mt¢ und Mehrfachkopien von Summanden
aus Summen sowie eps aus Produkten, ersetzt alle Produkte, die mt enthalten, durch mt,

distribuiert seq iiber par und linearisiert geschachtelte Summen und Produkte rechtsasso-

ziativ. Angewendet auf Reg(BL)-Grundterme entspricht sie deren Faltung in der Reg(BL)-
Algebra regNorm (siche Compiler.hs).

Annihilation)

N TN TN TN TN TN N N N /N
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Sei X = JBL. Da Lang(X) E erfiillt, gilt (8) fiir A = Lang(X).
Algebren, die E erfiillen, heiflen idempotente Semiringe.

Kleene-Algebren sind Semiringe, auf denen ein Sternoperator definiert ist und die neben E
weitere (den Sternoperator betreffende) Gleichungen erfiillen. Die Elemente von Beh(X,Y)
(siehe 2.10) heifien formale Potenzreihen, wenn Y ein Semiring ist (siehe [41], Kapitel
9).

3.6 Die Brzozowski-Gleichungen

Die folgende Menge BRE von — Brzozowski-Gleichungen genannten — Reg(BL)-
Gleichungen hat in Tr.4pr) genau eine Losung, d.h. es gibt genau eine Erweiterung von
Treqpr) zur Acc(X)-Algebra, die BRE erfiillt (siche Beispiel 15.2).

In Abschnitt 2.10 wurde diese Losung unter dem Namen Bro(BL) eingefiihrt. Existenz und
Findeutigkeit folgen aus Satz 15.1 und werden dort aus dem in Satz 3.2 (3) eingefithrten
Induktionsprinzip abgeleitet.
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d(base(B)) = Az.ite(x € B,base({e}), base(())
par(t,u)) = Az.par(6(t)(x),0(u)(z))

o(
d(seq(t,u)) = Ar.par(seq(d(t)(x), u), ite(5(t), 6(u)(x), base(0)))
d(iter(t)) = Ax.seq(d(t)(x),iter(t))

B(base(B)) = ite(B=1,1,0)
B(par(t,u)) = max{B(t), f(u)}
B(seq(t,u)) = B(t)* Bu)
B(iter(t)) =1

t und w sind hier Variablen der Sorte reg.

Nach obiger Lesart definiert BRE Destruktoren (§ und ) auf der Basis von Konstrukto-
ren von Reg(BL). Umgekehrt lasst sich BRE auch als Definition der Konstruktoren auf
der Basis der Destruktoren 0 und S auffassen: Nach Satz 15.3 hat BRE néamlich in der

finalen Acc(X)-Algebra Pow(X) genau eine coinduktive Losung, d.h. es gibt genau eine
Erweiterung von Lang(X) zur Reg(BL)-Algebra, die BRE erfiillt (siche Beispiel 15.4). 1
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Optimierter Brzozowski-Automat

Der Erkenner Bro(BL) reguldrer Sprachen (siche Abschnitt 2.6) benétigt viel Platz, weil
die wiederholten Aufrufe von 6%7°(BL) aus t immer grofere Ausdriicke erzeugen. Um das zu
vermeiden, ersetzen wir Bro(BL) durch die Acc(X)-Algebra Norm(BL) (norm in Compi-
ler hs), die bis auf die Interpretation von ¢ mit Bro(BL) iibereinstimmt. §Vorm(BL)
§B0(BL) herechneten Folgezustinde mit der in Abschnitt 3.5 beschriebenen

norma-
lisiert die von
Reduktionsfunktion

reduce : Tregpr) (V') — Tregpr)(V).

Fiir alle t € Treg(Br),
gNermBLY () = r reduce o FPD(t), (1)
Geméaf Abschnitt 3.5 gilt
foldLang(X) o reduce = foldLang(X). (2)

Es bleibt zu zeigen, dass fiir alle t € Tpey(pr) die initialen Automaten (Bro(BL),t) und
(Norm(BL),t) dieselben Sprachen erkennen, d.h.

unfold™ ™ BL) () = unfold " PY)(¢). (3)
Wir beweisen (3) durch Induktion tiber die Linge der Worter itber X .
GRom(BL) g (1)) = BYomBD ) = GERBLI(t) = BEMEL ik (1) (e)).
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Fir alle x € X und w € X7,
BB (id (t) (zw)) = SN BR (id i (§Ym PR (t) (x)) (w)
= unfold "™ P1) (N (BL) (1) () (w) "= unfold P EL (s (B (1) () ()
W unfold BB (reduce(§5°BD (1)) (x)) (w) = fold ™) (reduce(§5BD (1)) (x)) (w)
(i) foldLang(X)(5Br0(BL)(t)(x))(w) — un fOldBm BL)(é‘Bm(BL)(t)(CE))(w)
= BPe BN dg (5P (2)) (w)) = B P dE (8) (zw)).
Also gilt (3):
unfOZdNorm(BL)<t) _ {’UJ c X* ‘ BNorm BL)(Zd#< )( )) }
= {w e X* | PN (idy () (w)) = 1} = unfold " PH)(1),
Im Haskell-Modul Compiler.hs entspricht der Erkenner unfold*™(BL) (t) dem Aufruf
regToAlg "" w 4, wobei w die Wortdarstellung von ¢ ist. 4

3.7 Erkenner regulirer Sprachen sind endlich

Aus der Giiltigkeit von BRE in Pow(X) lassen sich die folgenden Gleichungen fiir
i o s PXT) = P(XH)Y
ableiten (siche 2.4): Fiir alle w € X*, B € BLund L, L' C P(X"),
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1 falls w =€

. I# Lang(X) _ ’

i eps ) = {@ . o

i e (1t 0 ) =0 8
C falls w = e,

id% o (B (w) ~ {1 falswecd, (6)
() sonst,

(a5 (1, D)) 0) = (L)) U i () ), g

i oo (56" L, L) (w) = {uv | u € idpy oy (L)(w), v € L'}
U qu:w(if € € Zdﬁ(}(*)(l’)(u)
then idj . (L')(v) else 0), (8
idﬁ(X*)(z'terL“”g(X)(L))(w) = {uv | ue idﬁ(X*)(L)(w), v € iterX) (L)}
U Uul...unv:w<if € ﬂ?zl Zdﬁ(X*)<L)(u%>
then {uv' | u € idf . (L)(v),
v’ € iter”X) (L)}
else () (9)

(siehe z.B. [41], Theorem 10.1).
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Wir erinnern an Satz 2.20 (iii), aus dem folgt, dass fiir alle L C X* der Unterautomat
((L), L) von (Pow(X), L) ein minimaler Erkenner von L ist. Ist L die Sprache eines re-
guldren Ausdrucks ¢, ist also L = fold™™™)(t), dann ist

(L) = {idg e (fold™ (1)) (w) | w € X7},
Daraus folgt durch Induktion iiber den Aufbau von ¢, dass (L) endlich ist:

Im Fall t € {eps,mt} U{B | B € BL} besteht (L) wegen (4), (5) und (6) aus zwei, einem
bzw. drei Zustanden.

Im Fall ¢ = par(t,t") folgt [(L)] < [{fold™ ) ()| « |{fold ™) (#"))| aus (7).
Im Fall + = seq(#', ") folgt |(L)| < |{fold™ 0 (#))] % 21feld“ I EN] 4 (8),
Im Fall t = idter(t') folgt |(L)| < ol fold™ "IN gy (9).

Damit ist ohne den iiblichen Umweg iiber Potenzautomaten (sieche Beispiel 10.3) gezeigt,
dass regulédre Sprachen von endlichen Automaten erkannt werden.
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4 Kontextfreie Grammatiken (CFGs)

Sie ordnen einer konstruktiven Signatur X eine konkrete Syntax und damit eine vom Compi-
ler verstehbare Quellsprache zu, so dass er diese in eine als 2-Algebra formulierte Zielsprache
ibersetzen kann. Auch wenn die Quellsprache bereits als konstruktive Signatur > und die
Zielsprache als Y-Algebra gegeben sind, benotigt der Compiler eine kontextfreie Grammatik,
um Zeichenfolgen in Elemente der Algebra zu iibersetzen.

Fine kontextfreie Grammatik (CFG)
G = (S,4,BT,R)
besteht aus

e ciner endlichen Menge S von Sorten, die auch Nichtterminale oder Variablen genannt
werden,

e ciner endlichen Menge 7 von Terminalen,

e ciner endlichen Menge BT" von Basistypen, d.h. Mengen mit mindestens zwei Ele-
menten,

e ciner endlichen Menge I? von Regeln s — w mit s € Sund w € (SUZUBT)*\ {s},
die auch Produktionen genannt werden.
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n > 0 Regeln s — wy,...,s — w, mit derselben linken Seite s werden oft zu der einen
Regel s — wq] .. . |w, zusammengefasst.

Beispiel 4.1
Sei BL wie in Abschnitt 2.4, syms(BL) wie in 2.9 und

R = {reg — reg +reg, req — reg reg, req — reg*, reqg — (reg)}
U {reg — B | B € BL}.

REG =4 ({reg}, syms(BL), 0, R) ist eine CFG. a

X = Z UJBT bildet das Alphabet der Worter, die ein Compiler fiir G' verarbeitet.
Dementsprechend werden wir ihn als Funktion auf X* definieren (siehe Kapitel 5). Deren
Berechenbarkeit hingt u.a. von der Entscheidbarkeit der Basistypen von G ab, also von der
Berechenbarkeit ihrer charakteristischen Funktionen x(B) : X — 2, B € BT (siche Ab-
schnitt 2.1). Anders ausgedriickt: Ein Compiler fiir G' benétigt Erkenner fiir die Basistypen.

Oft geniigt es, bei der Definition einer CFG nur deren Regeln anzugeben. Automatisch
bilden dann die Symbole, die auf der linken Seite einer Regel vorkommen, die Menge S der
Sorten, wihrend alle anderen Worter und Symbole (aufier dem senkrechten Strich |; s.o.)
auf der rechten Seite einer Regel Terminale oder (Namen von) Basistypen sind.
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Beispiel 4.2

Die Regeln der CFG JavalLight fiir imperative Programme mit Konditionalen und Schlei-
fen lauten wie folgt:

Commands —  Command Commands | Command
Command — {Commands} | String = Sum; |
if Disjunct Command else Command |
if Disjunct Command | while Disjunct Command

Sum —  Sum + Prod | Sum — Prod | Prod

Prod —  Prod % Factor | Prod/Factor | Factor
Factor — Z | String | (Sum)

Disjunct ~ —  Congunct || Disjunct | Conjunct
Congunct — —  Literal && Congunct | Literal

Literal —  |Literal | Sum Rel Sum | 2 | (Disjunct)

String, Z, Rel und 2 (als Menge Boolescher Werte) sind die Basistypen von JavaLight.

String bezeichnet die Menge aller Zeichenfolgen aufler Elementen anderer Basistypen von
Javal.ight.

Rel bezeichnet eine Menge nicht nédher spezifizierter bindrer Relationen auf Z.
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Die Verwendung von jeweils drei Sorten fiir arithmetische bzw. Boolesche Ausdriicke beriick-
sichtigt die iiblichen Prioritdten arithmetischer bzw. Boolescher Operationen und erlaubt
daher die Vermeidung iiberfliissiger Klammern.

Ein aus der Sorte Commands ableitbares JavaLight-Programm ist z.B.

fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;} 1
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Beispiel 4.3

XMLstore (siehe [22], Abschnitt 2)

Store

Orders
Order
Person
Emails
Email
Items
Item
Stock
ItemS

Suppliers
Id

d

RV s

(store) (stock) Stock (/stock) (/store) |

(store) Orders (stock) Stock (/stock) (/store)

Order Orders | Order

(order) {(customer) Person (/customer) Items (/order)
(name) String (/name) | (name) String {(/name) Emails
Email Emails | €

(email) String (/email)

Item Items | Item

(item) Id (price) String (/price) (/item)

ItemS Stock | ItemS

(item) Id (quantity) 7 {/quantity) Suppliers (/item,)
(supplier) Person (/supplier) | Stock

(id) String (/id)
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Die Sprache von XMLstore beschreibt XML-Dokumente wie z.B. das folgende:

<store> <order> <customer> <name> John Mitchell </name>
<email> j.mitchell@yahoo.com </email>
</customer>
<item> <id> I18F </id> <price> 100 </price> </item>
</order>
<stock>
<item> <id> IG8 </id> <quantity> 10 </quantity>
<supplier> <name> Al Jones </name>
<email> a.j@gmail.com </email>
<email> a.j@dot.com </email>
</supplier>
</item>
<item> <id> J38H </id> <quantity> 30 </quantity>
<item> <id> J38H1 </id> <quantity> 10 </quantity>
<supplier> <name> Richard Bird </name> </supplier>
</item>
<item> <id> J38H2 </id> <quantity> 20 </quantity>
<supplier> <name> Mick Taylor </name> </supplier>
</item>
</item>
</stock>
</store>



4.4 Linksrekursive CFGs und abstrakte Syntax

Sei G = (S, Z, BT, R) eine CFG und W = (SU Z U BT)".

X ist die Menge der Eingabesymbole, die Compiler fiir G verarbeiten. Demgegeniiber tau-
chen auf den rechten Seiten der Regeln von G nur (Namen fiir) komplette Basismengen auf!

Die klassische Definition einer linksrekursiven Grammatik verwendet die direkte ADblei-
tungsrelation
—a = {(vsw,vaw) | s > a € R, v,w € W}.

+ * . . . ..
— ¢ und — ¢ bezeichnen den transitiven bzw. reflexiv-transitiven Abschluss von — .
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G heifit linksrekursiv, falls v € W* mit s i>G sv existiert.

G heift LL-kompilierbar, falls R =g {(s, ) € S x S| Jv,w € W : sv 5¢ s'w}
antisymmetrisch ist.

Z.B. sind REG, Javalight und XMLstore LL-kompilierbar (siehe Beispiele 4.1-4.3).

Enthalt G eine linksrekursive Regel s — sw, dann ist G linksrekursiv.

Fiir LL-kompilierbare Grammatiken gilt auch die Umkehrung: Sei G' linksrekursiv, enthalte
aber keine linksrekursive Regel. Dann gébe es eine Ableitung der Form

s —aq SV D6 sw, (1)

womit R¢g sowohl (s,s’) als auch (s',s) enthielte und daher s = s wire, weil G LL-
kompilierbar ist. Aus (1) wiirde s —¢ sv folgen. G miisste also die linksrekursive Regel
s — sv enthalten. %
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Linksassoziative Auswertung erzwingt keine Linksrekursion

Sind alle Regeln, deren abstrakte Syntax binédre Operationen darstellen, dann werden aus
diesen Operationen bestehende Syntaxbdume rechtsassoziativ ausgewertet. Bei ungeklam-
merten Ausdriicke wie  + y — 2z — 2’ oder z/y * z/Z" fiihrt aber nur die linksassoziative
Auswertung zum gewiinschten Ergebnis. Die gegebene Grammatik muss deshalb um Sorten
und Regeln erweitert werden, die bewirken, dass aus der linksassoziativen eine semantisch
aquivalente rechtsassoziative Faltung wird.

Im Fall von JavalLight bewirken das die Sorten Sumsect und Prodsect und deren Regeln.
Die Namen der Sorten weisen auf deren Interpretation als Mengen von Sektionen hin,
also von Funktionen wie z.B. (x5) : Z — Z: (x5) bildet x € Z auf z % 5 ab.

Die linksassoziative Auswertung ((x +y) — z) — 2’ baw. ((x/y)* z) /2" der obigen Ausdriicke
liefert dieselben Ergebnisse wie die — mit den Regeln fiir Sumsect und Prodsect erreichte —
rechtsassoziative Auswertung ()((+y) - ((—z) - (=2'))) bzw. (2)((/y) - ((xz) - (/2'))). - ist
o mit vertauschten Argumenten: - = flip(o).

Die Sektionssorten von Javalight werden automatisch eingefiithrt, wenn man die folgende
Entrekursivierung auf Javalight anwendet.
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Verfahren zur Eliminierung von Linksrekursion
Sei G = (5,7, BT, R) eine CFG.

e Wiederhole zunéchst sooft wie mdoglich folgenden Schritt:
Fiir alle Regelpaare (s — s'v, s’ — w) mit s # s ersetze s — s’'v durch die neue Regel
S — wo.

e Streiche alle Regeln der Form s — s.

Mit diesen Schritten werden aus Ableitungen der Form s i)g s'v @G sw linksrekursive
Regeln, d.h. G wird LL-kompilierbar. Geméaf§ obiger Aufgabe miissen nun noch die links-
rekursiven Regeln aus G entfernt werden. Um dabei die von G erzeugte Sprache nicht zu
verdndern, miissen neue Sorten und Regeln eingefiihrt werden: Sei s € .S.

recs(S) = {s€S|3s— swe R},
nonrecs(s) = {w|s €recs(S), s —>we R, wg{s} x (SUZUBT)*},
S = SU{s | serecs(S)},
R = R\{s—>weR]|secrecs(S)}
U{s —ws |s— swe R}
U {s = vs' | v € nonrecs(s), s € S}
U{s —e|serees(9)}.

G' = (5", Z, BT, R') ist nicht-linksrekursiv und erzeugt dieselbe Sprache wie G.
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Beispiel 4.2 (Fortsetzung)

Eine mit obigem Algorithmus erzeugte nicht-linksrekursive Version von Javalight hat fol-

gende Regeln:

Commands —

Command

Sum
Sumsect
Prod
Prodsect
Factor
Disjunct
Conjunct
Literal

_>

A

Command Commands | Command

{Commands} | String = Sum; |

if Disjunct Command else Command |

if Disjunct Command | while Disjunct Command
Prod Sumsect

+Prod Sumsect | — Prod Sumsect | €

Factor Prodsect

xFactor Prodsect | /Factor Prodsect | €

Z | String | (Sum)

Conjunct || Disjunct | Conjunct

Literal && Conjunct | Literal

|Literal | Sum Rel Sum | 2 | (Disjunct) a

Die — auch rekursiver Abstieg genannte — LL-Kompilation (siche Kapitel 6) terminiert,

wenn die zugrundeliegende Grammatik nicht-linksrekursiv ist (Satz 6.4). Dariiberhinaus

konnen unter dieser Voraussetzung Erkenner reguldrer Sprachen leicht zu Erkennern kon-

textfreier Sprachen erweitert werden (siche Abschnitt 16.5).
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Abstrakte Syntax

Sei G = (9,7, BT, R) eine CFG und W = (S U Z U BT)*. Die folgende Funktion typ
W — T,(5) streicht alle Elemente von Z aus Wortern von W und iiberfithrt diese in die
durch sie bezeichneten Produkttypen:

o typ(e) = 1.
o Fiir alle x € Z und w € W, typ(aw) = typ(w).
e Fiir alle s € SU BT und w € W*, typ(sw) = s x typ(w).

Die konstruktive Signatur
Y(GE) = (S, {fsw typlw) — s | s = w € R})
heifit abstrakte Syntax von G.

Y(G)-Grundterme heien Syntaxbidume von G. ¥(G)-Algebren werden kurz G-Alge-
bren genannt.

Beispiel

Die Signatur Reg(BL) ist eine Teilsignatur der abstrakten Syntax der CFG REG von
Beispiel 4.1.

Zu welcher Regel von REG fehlt in Reg(BL) der entsprechende Konstruktor? l:l
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Die Konstruktoren von (@) lassen sich i.d.R. direkt aus den Terminalen von G basteln. So
wird manchmal fiir den aus der Regel r = (s — wpewy . . . epwy,) mit wy, ..., w, € Z* und
e, ...,e, € SU BT entstandenen Konstruktor f, die (Mixfix-)Darstellung wg w ... w,
gewahlt.

So konnte beispielsweise der Konstruktor

f : Disjunct x Command x Command — Commands
fiir die JavaLight-Regel

Commands — if Disjunct Command else Command

(siche Beispiel 4.2) if else genannt werden. Um Verwechslungen zwischen Terminalen
und Konstruktoren vorzubeugen, werden wir hier jedoch keine Terminale als Namen fiir
Konstruktoren verwenden.

Umgekehrt kann jede konstruktive Signatur > = (S, F') in eine CFG
GX) = (S FU {(7 ) }7 BT, R)

mit X(G(X)) = ¥ iiberfithrt werden, wobei BT die Menge der in ¥ vorkommenden Basis-
typen ist und

R = {s— fler,...,;en) | fe1x - xe,—>s€EF}
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Beispiel 4.5 SAB
Die Grammatik SAB besteht aus den Sorten S, A, B, den Terminalen a, b und den Regeln
r=95 — ab, ry =S — bA, r3 =9 — ¢,
ry=A— al, rs = A — bAA, r¢ = B — bS, rr =B — aBB.
Demnach lauten die Konstruktoren der abstrakten Syntax von SAB wie folgt:
fi:B— S, fo: A— S, f3:1—= 8,
fa: S8 — A, fs: AXxA— A, fe: S — B, fr:Bx B — B.

Die folgende SAB-Algebra SA Bcount berechnet die Anzahl #a(w) bzw. #b(w) der Vor-

kommen von a bzw. b im Eingabewort w:

SABcounts = SABcounty = SABcountp = N2,

iS'ABcount _ fABcount = i, 7).+ 1,7),

fQSABcount _ féS'ABcount = A(4,5).(4,7 + 1),

fégABcount = (0,0),

fApeount = M(4,9), (k,0).(0 +k, j +1+ 1),

[frABeount = M3, 9), (k,0).(i+k+1,7+1). 3
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Beispiel 4.6 Die abstrakte Syntax (S, F') von JavaLight lautet wie folgt:

S = { Commands, Command, Sum, Prod, Factor, Disjunct, Conjunct, Literal }
F = { seq: Command x Commands — Commands,
embed : Command — Commands,
block : Commands — Command,
assign : String X Sum — Command,
cond : Disjunct X Command X Command — Command,
condl, loop : Disjunct x Command — Command,
sum : Prod — Sum, (1)
plus, minus : Sum X Prod — Sum, (2)
prod : Factor — Prod, (3)
times, div : Prod x Factor — Prod, (4)
embedl : 7 — Fuactor,
var : String — Factor,
encloseS : Sum — Factor,
disjunct . Conjunct X Disjunct — Disjunct,
embedC' : Conjunct — Disjunct,
conjunct : Literal x Conjunct — Conjunct,
embedL : Literal — Conjunct,
not : Literal — Literal,
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atom : Sum x Rel x Sum — Literal,
embedB : 2 — Literal,
encloseD : Disjunct — Literal }

Beim Typ von atom wurden die ersten beiden Faktoren gegeniiber der zugrundeliegenden
Javaliight-Regel Literal — Sum Rel Sum vertauscht.

Die abstrakte Syntax der nach obigem Verfahren aus JavaLight gebildeten nicht-linksrekursi-
ven Grammatik Javalight” enthélt zusétzlich die Sorten Sumsect und Prodsect sowie fol-
gende Konstruktoren anstelle von (1)-(4):

sum’ : Prod x Sumsect — Sum,

plus’, minus’ : Prod x Sumsect — Sumsect,

nilS : 1 — Sumsect,

prod’ : Factor x Prodsect — Prod,

times’, div' . Factor x Prodsect — Prodsect,

nilP : 1 — Prodsect.

Z.B. hat das JavaLight-Programm
fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x=x—1;}
folgenden JavaLight/-Syntaxbaum:
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> Sum Sum fact Sum Assign

/ \ / \ / \ RN
Prod NilS Prod NilS Prod NilS X Sum
/ \ / \ / N\ 7N
Var NilP EmbedI NilP Var Times Prod Minus
I I I / \ / \ / \
X 1 fact Var NilP Var NilP Prod NilS
X X EmbedI NilP

1

Der Anfangsbuchstabe eines Konstruktors ist hier Haskell-geméaf3 grofigeschrieben.
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javaToAlg "prog" 1 (siehe Java.hs) tibersetzt das JavaLight-Programm in der Datei
prog in den zugehorigen Syntaxbaum und schreibt diesen in die Datei Pix/javaterm.svg.
Mit http://cloudconvert.org kann diese in ein anderes Format konvertiert werden. 3

Sei G = (9, Z, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG und G’ = (5, Z, BT, R’) die wie oben
aus G gebildete nicht-linksrekursive CFG.

Die Faltung eines Syntaxbaums t von G in folgender ¥(G)-Algebra derec(G) liefert den ¢
entsprechenden Syntaxbaum von G':
o Fiir alle s € SU BT, derec(G), = Ty - (1)
o Fiir alle s € S\ recs(S), s — v € Rund t € Ty sypv), f?j{?‘”(t) = folt). (2

o Fiir alle s — sw € R, v € nonrecs(s), t € Tty pypv), t' € Txcr).s
und u € T(e) typ(w):

gj;rg((G)(t) — fs—ws’(ta fs’—>€)7 (3)
:1;755(63) <fs—>us’<t7 t/)a U) — fs—>"us’(ta f@’—>"zns’(u7 t/>>' (4)

Die Faltung von t € Ty q) s in derec(G) lisst sich graphisch wie folgt darstellen:

126


http://fldit-www.cs.uni-dortmund.de/~peter/Haskellprogs/Java.hs
http://cloudconvert.org

fS—)’US

A /\

tO fs '—wq s

f.H;;z
/ \ c(tg f>wf

f S—+SW to _ derec(QG) /
e B o= fold® O
clta)
ff"\_*'v 4 fs’—)wns"
Lo C(tﬂ) f s'—e

Ein Parser fiir G braucht die nicht-linkskursive Version G’, um die Sprache von G zu
entscheiden. Also erzeugt er gezwungenermaffen Syntaxbaume von G'.
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Am back end des Compilers konnen wir jedoch zu G zuriickkehren, d.h. als Zielsprachen
sind auch X(G)-Algebren erlaubt (siche Kapitel 1). Um Syntaxbdume in einer ¥(G)-Algebra
A = (A, Op) falten zu konnen, muss diese in eine 3(G')-Algebra transformiert werden, die
wir mit derec(A) = (A', Op') bezeichnen und die sich wie folgt aus A ergibt:

e Fiir alle s € SU BT, A, = A, (5)
o Fiir alle s € §'\ recs(S) und s - v € R, flerel A = fA.. (6)

o Fiiralle s' € S, s — sw € R, v € nonrecs(s), a € Ay, b € Aypw), 90 As — Ay
und x € A,

A;’ - (AS%AS), (7)

Fo ey = ida, (8)
feraa,g) = g(f24,.(a), (9)
£, g)(2) = g(fh (@ b). (10)

c— fOdeeTec(G)
Tya) = Iy

1
fOldA ) B — foldderec(.A)
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Beweis der Kommutativitdat von (11) durch Induktion iber die Anzahl der Symbole
eines X(G)-Terms.

Sei s € S\ recs(S) und t € Ty q)s. Dann gibt es 0.B.d.A. s — v € Rund v € Txq) ()
mit ¢ = fs_,(u). Daraus folgt

A(e(t)) = hlel fussw) 2" B () Z Bl foms(elw)
i D hfe(w)) 2 FA (Rle(w)) "= FA, (foldA(u)
foldA:hom. foldA(fs_w(u» _ fOZdA(t)-

Sei s € recs(S) und t € Ty Dann gibt es n € N, v € nonrecs(s), to € Txq)upv)
und fir alle 1 <4 <n s — sw; € Rund t; € Tx @) yp(w,) Mit

l= fs—>swn(' .- (fs—>sw1 (fs—w(t())) tl) SO )7 tn) (12)
Daraus folgt

12)

B(e(t)) Z Ble(fosamn (- (Foan (Fossolto)st1) - ), ta))

“E R SR (D (elt)), eft) ), elt)
D B(f2ere (IO alelto), fasd))selt) ), elta))
D (D Faa (et Lo (€lt), fomd) ) elt)
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n—1 applications of (4)

- (fs—>vs (C( )7 fs’—)wls’( (tl) c ey fs ! —swy,s' ( ( ) fs _>€) c
e elt)), S (hleltn), o F e (e, £ )

D plereet ) ((et)), f1 D Blelt), ., f27 D Rlelt,)) id) .. .)
D D he(tn)), . LA Be(t). id) ) (FA(hle(to)))
O P le(), i) - S (A0 (Ble(t0)), Ble(t1)))) =

2 D Belta)), i) - (FL gy (A (lelt0)), Ble(t))) - )
2 AR - g (R0 (Ble(t0))), B(e(t1))) - Blelta))
= [ (- (g (A (le(t0))), Ble(t) - (e(t)
LI A (e (P (P (foldA (1), foldA(11))) ..., foldA(t,)
LI 1dA(f s (Foson (Foelto) 1) ) t)) 2 fold (D).

))
)

a
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Beispiel 4.6 (Fortsetzung) Fiir G = JavaLight und G’ = JavaLight' gilt:

S" = S U{Sumsect, Prodsect},
F' = F\ {sum,plus, minus, prod, times, div}
U {sum/, plus’, minus’', nil S, prod’, times', div’, nil P}.
Damit ist die %(G)-Algebra derec(G) — neben (1) und (2) — wie folgt definiert:
Fiir alle ¢, u € Ty, proa und ¥ € Ty ¢y, Sumsect
sumre () = sum!(t,nil9),
plus® ) (sum/ (t,t'),u) = sum!(t, plus'(u,t)),
minus® U (sum!/ (t, 1), u) = sum!(t, minus'(u,t')).
Fiir alle t,u € Ty, pactor 1A ' € Txycr) prodsect:
prod®redl@(t) = prod'(t, nil P),
times® el (prod'(t,t'),u) = prod'(t,times' (u,t)),
div? D (prod' (t,t'),u) = prod(t,div'(u,t'))

131



Sei A = (A, Op) eine X(G)-Algebra. Die ¥(G')-Algebra derec(A)
(3) und (4) — wie folgt definiert:

o A

Sumsect —

ASum — ASum und AProdsect AProd — AProd-

o Fiir alle a € Aproa, 91 Asum — Agum und = € Agum,

Sum/dmec (a,g) _ g(sumA(a)),
pluslderec ( )(I) _ g(pZUS'A(ZC,Cl)),
minus'® e (a, g)(x) = g(minus?(z,a)),

nal Sderec(A)  — idag, -

e [ir alle a € Agpycior, [/ Aprog — Aprog und x € Apmd,

pro a,9) = g(prod*(a)),
times' e (q, g)(x) = g(times(x,a)),
dw/derec ( )(az) _ g(dz'vA(J:,a)),

nil Plerec A — id, o

d/der ec(A

= (A’ Op') ist — neben
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> SUM SUM fact SUM Assign

| | | / \
PROD PROD TIMES x MINUS
I I / \ /' \
Var EmbedI PROD Var SUM PROD
| | | | | |
X 1 vVar x PROD EmbedI
fact var 1

X

Syntazbaum von G, dessen G'-Version (= Faltung in derec(G)) weiter oben steht.
Die Konstruktoren von F \ F' sind hier grofSgeschrieben.
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Beispiel 4.7 Die abstrakte Syntax (.S, F') von XMLstore lautet wie folgt:

S

F:

{ Store, Orders,Order, Person, Emails, Email, Items, Item, Stock,
{ ItemS, Suppliers, Id }

{ store
storeQ
orders
embed P
person
personk
emazls
none
email
1items
embedl
stock
embedS
supplier
parts

id

: Stock — Store,

: Orders x Stock — Store,

. Person x Items x Orders — Orders,
. Person x Items — Orders,

- String — Person,

: String X Emails — Person,

. Email X Emails — Emails,

.1 — Emails,

. String — Email,

: Id x String x Items — Items,

 Id x String — Items,

 Id X Z x Supplier x Stock — Stock,
. Id X 7. x Supplier — Stock,

. Person — Suppliers,

: Stock — Swuppliers,

. String — Id }
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StoreO

EmbedP Stock
PersonE EmbedI Id~ 10 Suppller EmbedsS
Email None I18F Al Jones Emails J38H Stock
Jj.mitchell@yahoo.com Email Emails Id 10 Supplier EmbedS
| / \ | | YA IR
a.j@gmail.com Email None J38H1 PersonkE Id 20 Supplier
a.j@dot.com Richard Bird None J38H2 PersonE

Mick Taylor None

Syntaxbaum des XML-Dokumentes von Beispiel 4.3

xm1ToAlg "xmldoc" 1 (siche Compiler.hs) iibersetzt das XMLstore-Dokument in der Da-
tel xmldoc in den zugehorigen Syntaxbaum iibersetzt und schreibt diesen in die Datei
Pix/xmlterm.svg.

xm1ToAlg "xmldoc" 2 (siche Compiler.hs) tibersetzt xmldoc in eine Listen-Produkte-
Summen-Darstellung und schreibt diese in die Datei Pix/xmllist.svg. Fiir Beispiel 4.3
sicht sie folgendermaflen aus:
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/.\

(] [l

John Mitchell [] Al Jones [] []

| /()\ N / \

j.mitchell@yahoo.com I18F 100 a.jdgmail.com a.]j@dot.com () ()
J38H1 10 One J38H2 20 One

Richard Bird [] Mick Taylor []

A
Sei G = (5, Z, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG und X = ZU|J BT
4.8 Wort- und Ableitungsbaumalgebra

Neben Ty ) lassen sich auch die Menge der Worter iiber X und die Menge der Ablei-
tungsbédume von G zu X(G)-Algebren erweitern.
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Word(G), die Wortalgebra von G
o Fiir alle s € S, Word(G)s =4 X

o Fiir alle wy...w, € Z*, s1,...,8, € SUBT, r = (s = wps1wy ... S,w,) € R und
(V1,...,0,) € Word(G)s, x...xs, = (X*)",
f,WOrd(@(Ul, oy Up) =def WoULWY - . . UpWp,.

t € Ty @) heiBt G-Syntaxbaum fiir w € X~ falls fold Word(©) (1) = w gilt.

Die Sprache L(G) = (L(G)s)ses von G ist die S-sortige Menge der Worter tiber X, die
sich aus der Faltung eines Syntaxbaums in Word(G) ergeben: Fiir alle s € S,

L(G)s =aey fold "™ (Tycr)s).
G heiBt eindeutig, wenn fiir alle s € S fold" orl(G) injektiv ist.
Da die Faltung in Word(G) zur Eingabe zuriickfiihrt, nennt man sie auch Unparser.

Zwei Grammatiken mit derselben Sortenmenge heiflen dquivalent, wenn ihre Sprachen
ibereinstimmen.

Beispiel Nochmal die Regeln von SAB (siehe Beispiel 4.5):

rn=5—aB, =85 —bA, r3=5—c¢,
ri=A—>aS rs=A—bAA r¢=B —bS, ;=B — aBB.
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Alle drei Tragermengen der Wortalgebra Word(SAB) sind durch {a, b}* gegeben.
Die Konstruktoren von (SAB) werden in Word(SAB) wie folgt interpretiert:
Fiir alle v, w € {a, b}",

fll/Vord(SAB) (w) = f4Word(SAB) (w) = aw,
f2Word(SAB) (w) = f6Word(SAB) (w) = bw,
f3W0rd(SAB) _ e

f5W0rd(SAB)(U’w) y—
f7W0rd(SAB)(U’w) ~ avw.

&) T
fold Wert(@)( g g ) = aababb
&)

Mit € markierte Blatter eines Syntaxbaums werden kiinftig weglassen. EI
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Fiir eine LL-kompilierbare CFG G und die daraus gebildete nicht-linksrekursive CFG G’
ldsst sich die Kommutativitdt des folgenden Diagramms analog zu der von (11) durch
Induktion iiber die Anzahl der Symbole eines ¥(G)-Terms zeigen:

c = fOdee?"ec(G)
Ty = T an

_ Word(Q) <13> _ Word(G")
g = fold h = fold

X*

Aufgabe Aus (der Kommutativitét von) (13) und der Bijektivitéat von ¢ (1) folgt
goc'=hococt=h, (14)
Schliefen Sie L(G) = L(G") aus (13) und (14). EI

javaToAlg "prog" 2 (siehe Java.hs) tibersetzt das JavaLight-Programm in der Datei
prog in die Interpretation des zugehorigen Syntaxbaums in Word(JavaLight) und schreibt
diese in die Datei javasource. Die Inhalte von prog und javasource stimmen also mit-
einander {iberein!
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Abl(G), die Ableitungsbaumalgebra von G
o Fiir alle s € S, Abl(G), = wir(N, S U Z U BT) (siche Kapitel 2).

o I'iir alle 2, ..., Zny, Zng42s - - -5 Znp_1425 - -1 %0, € £, S1,-..,5, € SU BT,
= (8= 20... 251 %042 - - Zny_SkZn, 142 - - 2n;,) € R
und (t1, ..., tg) € Ab(G)s x..xs, = wir(N,S U Z U BT)*,
Abl(G
fr ( )<t1,---,tk) =def S{ 0— 20,...,

ny =7 Zngy, NO +1— t1,ng + 2 — Zno+2;

c ey
nk‘—l — an_p nk‘—l —|_ 1 — tk? nk’—l —|_ 2 — an_1—|—27
N = 2y )
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Sum > Sum fact = Sum ; Command

/\ /\ / N\ N

Prod Sumsect Prod Sumsect Prod Sumsect b4 Sum_;

Factor Prodsect Factor Prodsect Factor Prodsect Prod Sumsect
X 1 fact Factor Prodsect Factor Prodsect Prod Sumsect
X X Factor Prodsect

1

Ableitungsbaum von fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;}

javaToAlg "prog" 3 (siehe Java.hs) tibersetzt das JavaLight-Programm in der Datei
prog in den zugehorigen Ableitungsbaum und schreibt diesen in die Datei
Pix/javaderi.svg.
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4.9 Das Zustandsmodell von JavaLight

Sei Store = String — 7 (Menge der Speicherzustdinde; hier: Belegungen von Programm-

variablen durch ganze Zahlen).

Das Zustandsmodell von Javalight ist durch folgende Y(Javalight)-Algebra A =

gegeben (siehe Beispiel 4.6):

A Commands

ASum - AProd

ADz'sjunct — AC’onjunct — ALiteml —

— ACommand —

— AFactor -

(A, Op)

Store —o— Store (Menge der partiellen Funktionen
von Store nach Store)

Store — 7

Store — 2

Fiir alle f, g : Store —o— Store, x € String, e : Store — 7, st € Store und p : Store —

2

)

(st) )
= if p(st) then f(st)
(st) A

_ gOf,
= block*(f) =
)

stle(st) /],
if p(st) then f(st) else g(st),

[se st,

(p, f)(f(st)) else st.

iof p(st) then loop
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Offenbar konnen mit der letzten Gleichung unendliche Berechnungen erzeugt werden. In sol-
chen Fillen bleibt loop™(p, f)(st) undefiniert. Aus diesem Grund mussten wir Commands
und Command durch Mengen partieller Funktionen interpretieren.

Dariiberhinaus liefert die Gleichung fiir loop” keine Definition, sondern nur eine Anforde-
rung an eine Funktion, deren Existenz noch zu zeigen ist. Der Beweis wendet den Fixpunkt-
satz von Kleene auf den CPO Store —o— Store an (siche Abschnitt 17.1).

Fiir alle f, g : Store — Z, st € Store, x € String und i € Z,

sum™(f) = prod*(f) = f,

)
plus™(f,g) = Ast.f(st) + g(st),
minus?(f,g) = Ast.f(st) — g(st),
times™(f, g) Ast. f(st) x g(st),
divA(f,g) = Ast.f(st)/g(st),
embedIA(i)(st) i,
vard(z)(st) = st(x),
encloseSA(f) = f.
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Fiir alle f, g : Store — 2, rel € Rel, e, e’ : Store — Z und b € 2,
disjunct(f,g) = Mst.f(st)V g(st),
embedCA(f) = embedLA(f) = encloseDA(f) = f,
conjunct?(f,q) = Ast.f(st) A g(st),
not*(f) = —of,
") = Ast.rel(e(st), €'(st)),
) = b.

atom”(rel, e, e
embed BA(b)(st

In Abschnitt 9.5 wird A unter dem Namen javaState in Haskell implementiert.

Laut Abschnitt 4.4 werden die zusitzlichen Sorten bzw. Konstruktoren von Y(JavaLight')
in A" = derec(A) = (A’, Op’) wie folgt interpretiert:

Ay ori = Asum — Asum = (Store — Z) — (Store — Z),

Aot = ApProd = Aproa = (Store — Z) — (Store — Z).
Fiir alle f, g : Store — Z und h : (Store — Z) — (Store — 7Z.),

sum ™ (f,h) = h(sum?(f)) = h(f),
plus(f,h)(g) = h(plusi(g, f)) = h(Ast.g(st) + f(st)),
minus(f,h)(g) = h(minus*(g, f)) = h(Ast.g(st) — f(st)),
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nilSY = idsore sz,
prod™(f.h) = h(prod*(f)) = h(f),
times"A(f,h)(g) = h(divA(g, f)) = h(Ast.g(st)  f(st)),
div*(f,h)(g) = h(divA(g, f)) = h(Ast.g(st)/f(st)),
nilPY = idgye 7.

Alternative Interpretation der Sektionssorten

Die Faltung eines Y (JavaLight')-Terms ¢ der Sorte Sum oder Prod fiihrt zum gleichen
Ergebnis wie die Faltung von ¢ in der X(JavaLight')-Algebra A” = (A”,Op"), deren
Y.(Javaliight)-Redukt mit A ibereinstimmt und die Sumsect, ..., nilP wie folgt inter-
pretiert:

/! /!
Sumsect — AProdsect — Store — (Z — Z)

Fir alle f : Store — Z, h : Store — (Z — Z), st € Store und i € Z,

sum™ ' (f,h) = Ast.h(st)(f(st)),

plus™(f,h)(st)(i) = h(st)(i + f(st)),

minus™(f,h)(st)(i) = h(st)(i — f(st)),
nilSA = Ast.idy,
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prod ' (f,h) = Ast.h(st)(f(st)),

mnwﬁAYf,>(txw = h(st)(i* f(st)),

div' ' (f, h)(st)(i) = h(st)(i/f(st)),
nil PA" = Ast.idy.

Die S-sortige Funktion & : A” — A’ sei wie folgt definiert:
e Fiir alle h : Store — (Z — 7Z), f : Store — Z und st € Store,

D gumsect () (f)(st) = P proasect (R)(f)(st) = h(st)(f(st)).
o Fiir alle s € §'\ {Sumsect, Prodsect} und a € Ay, P4(a) = a.

Da @ ein Y(JavaLight')-Homomorphismus von A” nach A’ ist (Beweis!), gilt
fold™ = ® o fold™".
also insbesondere fold”X = fold?" fiir alle s € S\ {Sumsect, Prodsect}.
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‘ 5 Parser und Compiler fiir CFGs ‘

Sei G = (S, Z, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG, X = Z U |J BT und Ziel eine X(G)-
Algebra, in die Worter iiber X {ibersetzt werden sollen.
In Anlehnung an den klassischen Begriff eines semantisch korrekten Compilers |25, 45] ver-

langen wir, dass die Semantiken Sem und Mach seiner Quell- bzw. Zielsprache in der durch
das folgende Funktionsdiagramm ausgedriickten Weise miteinander zusammenhéngen:

ZdZiel
Te ) fo o Ziel
fold®™ (1) evaluate
Sem — Mach
encode

Hierbei sind

e Sem die ebenfalls als X(G)-Algebra gegebene Semantik der Quellsprache L(G),

e Mach ein in der Regel unabhéngig von »(G) definiertes Modell der Zielsprache, meist
in Form einer abstrakten Maschine,

e cualuate ein Interpreter, der Zielprogramme in der abstrakten Maschine Mach ausfiihrt,
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e cncode eine Funktion, die Sem auf Mach abbildet und die gewiinschte Arbeitsweise des
Compilers auf semantischer Ebene reflektiert.

Die Initialitat der Termalgebra Ty ) erlaubt es uns, den Beweis der Kommutativitét von
(1) auf die Erweiterung von encode und evaluate zu >(G)-Homomorphismen zu reduzie-
ren. Dazu muss zunichst Mach zu einer X(G)-Algebra gemacht werden, was z.B. bedeuten
kann, die elementaren Funktionen der Zielsprache so in einer Signatur ' zusammenzufassen,
dass Tyy mit Ziel tibereinstimmt, jeder Konstruktor von %(G) einem Y'-Term entspricht,
Sem eine >'-Algebra ist und evaluate ¥'-Terme in Sem faltet. Die Darstellung von X(G)-
Konstruktoren durch ¥'-Terme bestimmt dann moglicherweise eine Definition von encode,
die sowohl encode als auch evaluate ¥(G)-homomorph macht. So wurde z.B. in [45] die
Korrektheit eines Compilers gezeigt, der imperative Programme in Datenflussgraphen iiber-
setzt.

Damit sind alle vier Abbildungen in Diagramm (1), also auch und die beiden Kompositionen
evaluate o fold”*" und encode o fold"*" ¥(G)-homomorph. Da T eine initiale ¥(G)-
Algebra ist, sind beide Kompositionen gleich. Also kommutiert (1).

Wiihrend fold?" Syntaxbiume in der Zielsprache auswertet, ordnet fold " @) (siehe
Kapitel 4) einem Syntaxbaum ¢ das Wort der Quellsprache zu, aus dem ein Parser fir G
t berechnen soll.
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In der Theorie formaler Sprachen ist der Begriff Parser auf Entscheidungsalgorithmen be-
schrankt, die anstelle von Syntaxbdaumen lediglich einen Booleschen Wert liefern, der angibt,
ob ein Eingabewort zur Sprache der jeweiligen Grammatik gehort oder nicht.

Demgegeniiber definieren wir einen Parser fiir G als eine S-sortige Funktion
parseq : X* — M(Txq)),

die entweder Syntaxbdume oder, falls das Eingabewort nicht zur Sprache von G gehort,
Fehlermeldungen erzeugt. Welche Syntaxbaume bzw. Fehlermeldungen ausgegeben werden
sollen, wird durch eine Monade M festgelegt.

5.1 Funktoren und Monaden

Funktoren, natiirliche Transformationen und Monaden sind kategorientheoretische Grund-
begriffe, die heutzutage jeder Softwaredesigner kennen sollte, da sie sich in den Konstruktions-
und Transformationsmustern jedes denkbaren statischen, dynamischen oder hybriden Sy-
stemmodells wiederfinden. Die hier bendtigten kategorientheoretischen Definitionen lauten
wie folgt:

Eine Kategorie /C besteht aus
e ciner — ebenfalls mit K bezeichneten — Klasse von IC-Ob jekten,

o fiir alle A, B € K einer Menge K(A, B) von K-Morphismen,
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e ciner assoziativen Komposition
o:K(A,B) x K(B,C) — K(A,C)

(f,9) —gof,
o ciner Identitit ids € (A, A), die bzgl. o neutral ist, d.h. fiir alle B € K und
feK(A B)gilt foidy= f=1idgof.

Im Kontext einer festen Kategorie K schreibt man meist [ : A — B
anstelle von f € IC(A, B).

Wir haben hier mit vier Kategorien zu tun: Set, Set” und Set”, deren Objekte alle Mengen,
Mengenpaare bzw. S-sortigen Mengen und deren Morphismen alle Funktionen, Funktions-
paare bzw. S-sortigen Funktionen sind, sowie die Unterkategorie Algs, von Set®, deren
Objekte alle >-Algebren und deren Morphismen alle >-Homomorphismen sind.

Seien IC, L Kategorien. Ein Funktor F': JC — L ist eine Funktion, die jedem K-Objekt
ein £-Objekt und jedem KC-Morphismus f : A — B einen £-Morphismus
F(f): F(A) — F(B) zuordnet sowie folgende Gleichungen erfiillt:

o [iir alle C-Objekte A, F'(idy) = idp 4, (2)
e Fiir alle -Morphismen f: A — Bandg: B — C, F(go f)= F(g)o F(f). (3)
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Zwei Funktoren F' : K — L und G : L — M kann man wie Funktionen zu weiteren
Funktoren komponieren: Fiir alle C-Objekte A und C-Morphismen f,

(Go F)(A) =4 G(F(A)),

(Go F)(f) =ar G(F(f))
Meistens schreibt man G'F anstelle von G o F'.

Beispiele
Sei B € L. Der konstante Funktor const(B) : I — L ordnet jedem K-Objekt das
L-Objekt B zu und jedem K-Morphismus die Identitdt auf B.

Der Identitatsfunktor /d, : £ — K ordnet jedem K-Objekt und jedem K-Morphismus
sich selbst zu.

Der Diagonalfunktor Ay : JC — K? ordnet jedem K-Objekt A das Objektpaar (A, A)
und jedem K-Morphismus f das Morphismenpaar (f, f) zu.

Der Produktfunktor ~ x _: Set’ — Set ordnet jedem Mengenpaar (A, B) die Menge
A x B und jedem Funktionspaar (f : A — B,g : C — D) die Funktion f x g =gy

Ma, c).(f(a), g(c)) zu.
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Der Listenfunktor *: Set — Set ordnet jeder Menge A die Menge A* der Worter iiber
A zu und jeder Funktion f : A — B die Funktion

f*=map(f): A* — B*
€ > €

(ala---aan> = (f(al)v“'vf(an))

Der Mengenfunktor P : Set — Set ordnet jeder Menge A die Potenzmenge P(A) zu
und jeder Funktion f : A — B die Funktion

P(f):P(A) — P(B)
C — {flc)]|ceC}

Sei I/ eine Menge von Fehlermeldungen, Ausnahmewerten o.4.

Der Ausnahmefunktor + £ : Set — Set ordnet jeder Menge A die Menge A + E zu
(siehe Kapitel 2) und jeder Funktion f : A — B die Funktion

f+E:A+E — B+FE

(a,1) = (f(a),1)
(€,2) — (e,2)
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Sei .S eine Menge.

Der Potenz- oder Leserfunktor ° : Set — Set ordnet jeder Menge A die Menge
S — A zu und jeder Funktion f : A — B die Funktion

5. A% 5 B®
g foyg
Der Copotenz- oder Schreiberfunktor ~ x S : Set — Set kombiniert den Identitéts-

funktor mit einem Produktfunktor: Er ordnet jeder Menge A die Menge A x .S zu und jeder
Funktion f : A — B die Funktion

fxS:AxS — BxS
(a,s) = (fla),s)

Der Zustandsfunktor (. x S)° : Set — Set kombiniert einen Leser- mit einem Schrei-

berfunktor: Er ordnet jeder Menge A die Menge (A x S)” zu und jeder Funktion f : A — B

die Funktion
(f x 9)°: (Ax8)° — (Bx29)°

g — (Ma,s).(f(a),s))og
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Aufgabe Zeigen Sie, dass die hier definierten Funktionen tatséchlich Funktoren sind, also
(2) und (3) erfiillen, und dass sie sich von Set auf Set” fortsetzen lassen. J

Seien F, G : K — L Funktoren. Eine natiirliche Transformation 7 : /' — ( ordnet
jedem KC-Objekt A einen L-Morphismus 74 : F(A) — G(A) derart, dass fiir alle K-
Morphismen f : A — B folgendes Diagramm kommutiert:

F(A) e qA)

Ein Funktor M : K — JC heilit Monade, wenn es zwei natiirliche Transformationen
n: Idx — M (Einheit) und ;o MM — M (Multiplikation) gibt, die fiir alle A €
das folgende Diagramm kommutativ machen:
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a4y My B arcay Ay MM v a)
W |
M §)
M(id) A MGid,) (pa) (6) 1A
M(A) M(M(A)) %M(A)
HA
Beispiele

Viele der o.g. Funktoren sind Monaden. Einheit bzw. Multiplikation sind wie folgt definiert:
Seien A, F/, S Mengen.

e Identitatsfunktor: ng = pua = 1d4.

e Listenfunktor:
?7AIA—>A* /LAZ(A*)* — A*

a — a (Wi, ... wy) — Wi... Wy

e Mengenfunktor:
na: A — P(A) pa:P(P(A) — P(A)
a — {a} S — USs



e Ausnahmefunktor:

na:A — A+ E pa: (A+E)+ FE — A+ FE
a — (a,1) ((a,1),1) — (a,1)
((e,2),1) — (e,2)
(e,2) — (e,2)
e Leserfunktor:
na:A — AS g (A% — AS
a — As.a f = As.f(s)(s)

e Schreiberfunktor: Hier muss S die Tragermenge eines Monoids M = (S, %, e) sein.

na:A — AxS pa:(AxS)xS = AxS
a — (a,e) ((a,s),s) — (a,sx*s)
e Zustandsfunktor:
na:A — (Ax8)°  ps:((Ax 9P x9)% = (Ax9)°
a +— As.(a,s) f = (Ah,s).h(s))o f

Aufgabe Zeigen Sie, dass fiir diese Beispiele (4)-(6) gilt.
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Seien A und B Mengen. Der bind-Operator

>= : M(A)x (A— M(B)) - M(B)
wird wie folgt aus M und der Multiplikation von M abgeleitet:
Fir alle Ae Lund f: A — M(B),

(>=f) = ppoM(f). (7)

Intuitiv stellt man sich ein monadisches Objekt m € M(A) als Berechnung vor, die eine
— evtl. leere — Menge von Werten in A erzeugt. Ein Ausdruck der Form m >= f wird
dann wie folgt ausgewertet: Die von m berechneten Werte a € A werden als Eingabe an
die Berechnung f iibergeben und von f(a) verarbeitet.

Die Betrachtung der Elemente von M (A) als Berechnungen, die eine Ausgabe in A produ-
zieren, lasst sich besonders gut am Beispiel der Zustandsmonade begriinden.

Aus der Multiplikation der Zustandsmonade und der allgemeinen Definition des bind-
Operators ergibt sich ndamlich die folgende Charakterisierung des bind-Operators der Zu-
standsmonade:
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Firalleg: S > Ax Sund f: A— (S — B x95),
g >=[=us(M(f)(g)) = us((f x 5)*(9)) = us((A\a, 5).(f(a),s)) o g)
= (Alh,5).h(s)) o (Aa, 5).(f(a),5)) o g = (Aa, s).f(a)(s)) o g.

Die Anwendung der Funktion (¢ >= f) : S — B x S auf einen Zustand s’ besteht
demnach

e in der Anwendung von g auf s', die eine Ausgabe a und einen Folgezustand s liefert,

e und der darauffolgenden Anwendung von f(a) auf s.

Seien A, B,C Mengen, a € A, m € M(A), m" € M(M(A)), f: A— M(B),g: B —
M(C) und h: A — B. Aus (4)-(7) erhalt man die folgenden Eigenschaften von >=:

m >= N4 — m, (8)
nala) >=f = fla), (9)
(m>=f)>=g = m>=MXafla)>=yg. (10)
(2)-(4) und (7) implizieren die folgende Charakterisierung von M (h) bzw. pia:
M(h)(m) = m>=mnpgoh, (11)

MA(m/) = m >= Zd\[(A>
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Mit dem bind-Operator werden monadische Objekte sequentiell verkniipft. Plusmonaden
haben zusétzlich eine parallele Komposition, die als natiirliche Transformation

& MxM — M

definiert werden kann, wobei M X M =g4.¢ -x _o Ao M. Damit lassen sich u.a. Backtracking
und Nichtdeterminismus monadischer Compiler realisieren. Wir werden @ deshalb in die
Definition einer Compilermonade aufnehmen (s.u.).

Sei S eine Menge und M eine Plusmonade mit Einheit 1, Multiplikation g und paralleler
Komposition @. Die Einbettung von M in die Leser- oder Zustandsmonade liefert eine
weitere Plusmonade mit Einheit ', Multiplikation g/ und paralleler Komposition &’

e Lesermonade iiber (M, ®): Sei h: A — B.
M(h)%: M(A)® — M(B)®

e M(h)of
ny: A — M'(A)
a — As.nala)
Wy MOM(AP) > M(A)°
[ = As. f(s) >= Ag.g(s)
@' M(A)Y x M(A)® — M(A)®
(f;9) = As.f(s)@g(s)



e Zustandsmonade iiber (M,&): Sei h: A — B.

M(hx8)°: M(AxS)” — M(BxS)?
[ = As.f(s) >= Xa,s).n(h(a),s)
ny: A — M(AxS)°
a — As.naxs(a,s)
py: M((M(A x S)%) x S)¥ — M(AxS)?
[ = As.f(s) >= X, s).9(s)
@ M(Ax S x M(AxS)® — M(AxS)°
(f,9) = As.f(s) @ g(s)

Monadische Compiler des Typs M (_ x S)° werden in Kapitel 6 behandelt und in Kapitel
14 implementiert. Dort ist S die Menge X™* der zu verarbeitenden Worter.

Zunéchst miissen weitere Anforderungen an M gestellt werden.
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5.2 Compilermonaden

Sei M : Set® — Set” eine Monade mit Einheit 1, bind-Operator >>= und paralleler
Komposition b, set : M — P eine weitere natiirliche Transformation und

Ey = {me M(A)| Ac Set®, set(m)=0}
(“Menge der Ausnahmewerte”).

M heifit Compilermonade, wenn fiir alle Mengen A und B, m,m/,m"” € M(A), e €
Ey, f:A— M(B), h: A— Bund a € A Folgendes gilt:

(m @ m/) @ m// = m @ (m/ @ m//))

M(h)(e) = e, (CM1)
M(h)(maem') = M(h)(m)&® M(h)(m'), (CM2)
sety(m@m') C seta(m)U seta(m’), (CM3)

seta(na(a)) = {aj,
setp(m >= f) = (J{setp(f(a)) | a € seta(m)}.

Nach Definition der Einheit 7”7 und des bind-Operators >>=" der Mengenmonade P (s.0.)
machen die letzten beiden Gleichungen set zum Monadenmorphismus, d.h. set ist mit den
Einheiten und den bind-Operatoren von M bzw. P vertréaglich:
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setyong = nﬁ,
setg(m >= f) = sety(m)>=" setgo f.
AuBlerdem erhélt man fiir alle S-sortigen Mengen A, S-sortigen Funktionen h : A — B
und m € M(A):
setp(M(h)(m)) = setg(m >=mnpoh)=J{setp(np(h(a)) | a € seta(m)}

= J{{h(a)} | a € seta(m)} = h(sets(m)).

Satz 5.3 Listen-, Mengen- und Ausnahmefunktoren sind Compilermonaden.
Beweis. Seien A und E disjunkte Mengen.

Sei @ = - und set4 : A* — P(A) definiert durch set(e) = 0 und set4(s) = {ay,...,a,}
fir alle s = (ay,...,a,) € AT. Damit ist * eine Compilermonade.

Sei @ = U und sety : P(A) — P(A) definiert durch idp(4). Damit ist P eine Compiler-
monade.

Seien B4 : (A+ F)x (A+FE) > A+ E und sety : A+ E — P(A) definiert durch
®a((a,1),x2) = (a,1) und B 4((e,2),x) = x bzw. sets(a, 1) = {a} und sety(e,2) = 0 fir
allea € A, e € Fund x € A+ E. Damit ist AA.A + E eine Compilermonade. 4

162



5.4 Monadenbasierte Parser und Compiler

Sei G = (S, Z, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG, G’ die daraus gebildete nicht-linksrekur-
sive CFG, X = ZU|J BT, (G) = (S,F) und M : Set® — Set® eine Compilermonade.

Wie bereits in Kapitel 1 informell beschrieben wurde, kombiniert ein Compiler fiir GG in die
als 2(G)-Algebra A formulierten Zielsprache einen Parser fiir G mit der Faltung in A der
vom Parser erzeugten Syntaxbaume. Da der Parser der Compiler-Instanz, die Syntaxbaume
erzeugt, entsprechen soll, nennen wir
T

parsec = compiles (12)
den Parser von compile; und gelangen zur Instanz von compileq fiir eine beliebige
Zielalgebra A, indem wir parseqg mit M ( faldA) komponieren:

M (led;l)

compilesy = X* "¢ M (Tx ) M(A). (13)

Ist G linksrekursiv, dann wird die Implementierung von parseg als LL-Compiler (siehe
Kapitel 6) nicht immer terminieren. Deshalb fordern wir in diesem Fall

VAT SE oy M ( foldderec(A)
compiless = X* g M (Txcry) vl ) M(A)
anstelle von (13).
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Da T¥) eine initiale X(G)-Algebra ist, stimmt fold™=@ mit der Identitit auf Ty tiberein.
Deshalb gilt (13) fiir A = Ty

| M st Funktor .
M (fold"™@) o parseq = M(idz, ) o parseg e 1y (T3 ) © PATSEG

_ _ 7, 12(0)

= parseg = compile " .
Aus (13) und der Kommutativitdt von (1) folgt die Kommutativitat des folgenden Dia-
gramms:

e compile o M(A)
compileZ™ M (evaluate)
M(S — M(Mach
(Sem) M (encode) (Mach)
Beweis.

it

M (evaluate) o compilef ) M (evaluate) o M (fold™?) o parsec

M- ist_Funktor M(evalua,te o foldA) o parsec (2 M(encade o fOldsem) o parsec

M st Funktor  r (encode) o M ( foldsem) o parseg 1) M (encode) o COmpileg(””. d
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(13) ist ein Spezialfall folgender Bedingung: Fiir alle X(G)-Homomorphismen h : B — A,
compiles = M(h) o compile. (14)
Im Fall B =Txg) und h = fold™ Ty ) — A folgt niamlich

compiless = M(fold?) o compilegzm) 2 M (fold) o parseq

aus (14).

Wir werden compz'leél im folgenden Kapitel fiir LL-Compiler direkt definieren und nicht
als Komposition M ( fOld'A) o parseq von Parser und Baumentfaltung. Dabei wenden wir
implizit die Methode des Deforestation an (siche z.B. [1], Abschnitt 6.6.1).

(14) gilt iibrigens genau dann, wenn compile : X* — MU eine natiirliche Transformation
ist (s.0.), wobei

e X* als Funktor von Algs) nach Set jeder 3(G)-Algebra die Menge X* und jedem
>(G)-Homomorphismus die Funktion idx+ zuordnet,

o der Vergissfunktor U : Algsqy — Set jede X(G)-Algebra auf die Vereinigung ihrer
Tragermengen und jeden ¥(G)-Homomorphismus auf die ihm zugrundeliegende Funk-
tion abbildet.
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Sei W = Word(G). parseq ist korrekt, wenn fiir alle w € X* Folgendes gilt:

e sety (compilel (w)) C {w}, (15)
e compilell (w)) € Eyy = w € L(G), (16)

parseg ist vollstindig, wenn fiir alle w € L(G) compilel (w) nicht zu E); gehort.

Offenbar ist parses genau dann korrekt und vollstdndig, wenn die beiden Dreiecke des
folgenden Diagramms kommutieren, wenn also sety o compiley,

(Aw.{w}, Aw.D) ist (siehe Kapitel 2):

dle Summenextension von

mcL G) X* chX*\L (G)

L(G)

Y

X*\ L(G)

compilep,

M(*

Jsetw

)\w{w}
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Aus (17) folgt, dass parseq auf der Sprache von G rechtsinvers zur Faltung in der Wortal-
gebra von G ist:

sety o M(fold") o parseq o incrc) ) sety o compiley o incrq) = Aw.{w}.

Zusammenfassend ergibt sich folgende Definition:

Ein generischer Compiler fiir G ist eine natiirliche Transformation
compileg : X* — MU

T
derart, dass parseq = compz'leGE(G) korrekt und vollstandig ist.
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6 LL-Compiler

Der in diesem Kapitel definierte generische Compiler iibertriagt die Arbeitsweise eines klas-
sischen LL-Parsers auf Compiler mit Backtracking. Das erste L steht fiir seine Verarbeitung
des Eingabewortes von links nach rechts, das zweite L fiir seine — implizite — Konstruktion
einer Linksableitung. Da diese Arbeitsweise dem mit der Wurzel beginnenden schritt-
weisen Aufbau eines Syntaxbaums entspricht, werden LL-Parser auch top-down-Parser
genannt.

Sei G = (S,Z, BT, R) eine nicht-linksrekursive CFG, X = Z U |J BT, M cine Com-
pilermonade, errmsg : X* — Fjy; und A = (A, Op) eine X(G)-Algebra. compile heifit
LL-Compiler, wenn

(wmpileés : XT = M(Ay))ses

wie folgt definiert ist: Fiir alle s € S und w € X*,
compiled (w) = transi(w) >= Xa,v).if v = e then na(a) else errmsg(v), (1)
wobei fiir alle fiir alle s € SU Z U BT
trans? : X* — M(A, x X*)

wie folgt definiert ist:
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Fall 1: s € ZU BT Fiir alle x € X und w € X7,

trans?(xw) = if € s then naxx+(x,w) else errmsg(zw)
trans?(e) = errmsg(e)

Im Fall s € Z steht « € s fiir x = s. Im Fall s € BT erfordert die Berechenbarkeit von

transf

Fall 2: s € S. Fiir alle w € X*,
trans(w) = @ try(w). (2)

einen Erkenner fiir s (siche Bemerkung am Anfang von Kapitel 4).

r=(s—e)eR
Fﬂralle’r:(s%(el,.. e,)) € Rund w € X~
([ trans? (W) >= AMayg, wy).
t A >= A ag, ws).
by (w) = | Tans@(- wy) (ag, wo) (3)
\ transy (w,_1) >= Man, w,) naxx ([ (@i, ..., a;,),wn),

Wobe1{zl,,zk}:{lgzgn\ezESUBT}

Wiéhrend alle Summanden von (2) auf das gesamte Eingabewort w angewendet werden,

wird es von tryr Symbol fiir Symbol verarbeitet: Zunichst wird trans , auf w angewendet,

A A

dann tfrcms auf das von trans?} nicht verarbeitete Suffix w; von w, transe3 auf das von

A

trans;; nlcht verarbeitete Suffix w2 von Wi, USW.
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Gibt es 1 < 5 < n derart, dass transf} (w) scheitert, d.h. existiert kein aus e; ableitbares
Prifix von w, dann iibergibt tryA das gesamte Eingabewort zur Parsierung an den néchsten

Teilcompiler try7 der Argumentliste von & in (2) (Backtracking).

Ist transé(w) jedoch fiir alle 1 < i < n erfolgreich, dann schliet der Aufruf von try mit
der Anwendung von f auf die Zwischenergebnisse a;, , . . . ,a;, € A.

Klassische LL-Parser sind deterministisch, d.h. sie erlauben kein Backtracking, sondern
setzen voraus, dass die ersten k£ Symbole des Eingabewortes w bestimmen, welcher der
Teilcompiler try?,. aufgerufen werden muss, um zu erkennen, dass w zu L(G), gehort.
CFGs, die diese Voraussetzung erfiillen, heifen LL(k)-Grammatiken.

Im Gegensatz zur Nicht-Linksrekursivitdt lasst sich die LL(k)-Eigenschaft nicht immer
durch eine Transformation der Grammatik erzwingen, auch dann nicht, wenn sie eine von
einem deterministischen Kellerautomaten erkennbare Sprache erzeugt!

Monadische Ausdriicke werden in Haskell oft in der do-Notation wiedergegeben. Sie ver-
deutlicht die Korrespondenz zwischen monadischen Berechnungen einerseits und imperati-
ven Programmen andererseits. Die Riickiibersetzung der do-Notation in die urspriinglichen
monadischen Ausdriicke ist induktiv wie folgt definiert:
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Seim € M(A),a € Aund m' € M(B).

doa <+ m; m" = m>= \a. dom/

do m:; m/ = m > dom'

Gleichung (10) von Kapitel 5 impliziert die Assoziativitdt des Sequentialisierungsoperators
(;), d.h. do m;m’;m” ist gleichbedeutend mit do (do m;m’); m"” und do m; (do m';m").

Beispiel 6.1 SAB (siehe Beispiel 4.5)

Die Regeln
r =95 — abB, ry =S — bA, r3 =9 — €,
ry=A— al, rs = A — bAA, r¢ =B — bS,
rr =B — aBB

von SAB liefern nach obigem Schema die folgenden Transitionsfunktionen des LL-Compilers
fiir SAB:

Fiir alle SAB-Algebren alg, x, z € {a,b} und w € {a, b}",

trans_z"alg(xw) = if x = z then 7(z,w) else errmsg(xzw)

trans_z"alg(e) = errmsg(e)
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trans_S"alg(w)
trans_A"alg(w)
trans_B~alg(w)

try_ri(w)
try_r2(w)
try_r3(w)
try_r4(w)

try_r5(w)

try_r6(w)

try_r7(w)

try_rd(w) @ try_rb5(w)
try_r6(w) @ try_r7(w)

do (x,w) <- trans_a"alg(w);
(c,w) <- trans_B alg(w);
do (x,w) <- trans_b~alg(w);
(c,w) <- trans_A"alg(w);
n(f_r3~alg,w)

do (x,w) <- trans_a"alg(w);
(c,w) <- trans_S"alg(w);
do (x,w) <- trans_b~alg(w);
(c,w) <- trans_A"alg(w);
(d,w) <- trans_A"alg(w);

do (x,w) <- trans_b alg(w);
(c,w) <- trans_S"alg(w);
do (x,w) <- trans_a"alg(w);
(c,w) <- trans_B~alg(w);
(d,w) <- trans_B"alg(w);

try_ri(w) & try_r2(w) & try_r3(w)

n(f_ri~alg(c),w)

n(f_r2~alg(c) ,w)

n(f_rd~alg(c),w)

n(f_r57alg(c,d) ,w)

n(f_r6~alg(c),w)

n(f_r7"alg(c,d) ,w)
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Satz 6.4 trans? ist wohldefiniert.

Beweis durch Noethersche Induktion. Da S endlich und G nicht linksrekursiv ist, ist die
folgende Ordnung > auf S U Z U BT Noethersch, d.h., es gibt keine unendlichen Ketten
S1 >89 > 83 > -+

s>8 Sy EIwE(SUZUBT)*:Sims’w.
Wir erweitern > zu einer ebenfalls Noetherschen Ordnung - auf X* x (SU Z U BT):
(v,8) = (w,s")  <ar |v] > |w|oder (Ju| = |w| und s > ).

Nach Definition von transs(w) gibt es r = (s — e1...e,) € R mit

A A A

trans?(w) = ... transy (w) . ..trans, (wy)...trans, (w,1). ..

S

Da wy, ..., w, echte Suffixe von w sind, gilt s > e; und |w| > |wy| fiir alle 1 <@ < n,
also (w, §) > (w,ey) und (w, s) = (w;_1, €;) fir alle 1 < i < n. Die rekursiven Aufrufe von
trans? haben also bzgl. > kleinere Argumente.

Folglich terminiert jeder Aufruf von trans?, m.a.W.: trans? ist wohldefiniert. EI

Der Beweis, dass compileg Gleichung (13) von Kapitel 5 erfiillt, verwendet die folgenden
Zusammenhénge zwischen einer Monade M und ihrem bind-Operator:
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Lemma 6.5

Sei M : Set® — Set® eine Monade und h : A — B eine S-sortige Funktion. Fiir alle
me M(A), f:A— M(A)und g : B — M(B),

M(h)(m >=f) = m>= M(h)o f, (4)
M(R)(m)>=g = m>=goh. (5)
Sei X eine Signatur, my,...,m, € M(A), h: A — B Y-homomorph, fiir alle 1 <1i < n,
fi:A—-+-—>A—>MA), ¢g:B—---—B— M(B),
und t € Tx(V) mit var(t) = {x1, ..., z,},

filar) ... (ai—1) = my> fix(ar) ... (ai-1),
fari(ar) .. (an) = nalfi(2))

fir alle a = (ay,...,a,) € A und

gi(br) ... (bim1) = M(h)(mi) > gi+1(b1) - .. (bi-1),
Gnr1(b1) .- (bn) = np(g;(t))

fir alle b = (by,...,b,) € B, wobei f, : V — Aund ¢, : V — B durch f,(z;) = a; und
gp(x;) = b; fir alle 1 <4 < n definiert sind. Dann gilt

M(h)(f1) = g1 (6)
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Beweis von (4).

M(h)(m >= f) S (m>=f)>=npoh

(10) m:Kap. 5 m>>— )\a.f(CL) >=npo h
(11) m:Kap. ) mSS— AaM(h)(f(a)) = m >= M(h) o f
Beweis von (5).

M(h)(m)>=g = (m>=ngoh)>=g (10) in_Kap. 5 m >= Aa.ng(h(a)) >=g
O K3 s = Aawg(h(a)) = m >=goh.

Beweis von (6).

M(h)(f1) = M(h)(my > f2) @ my 5= M(h) o fo = my >= Aar. M (h)(fa(a1))
= my >= Aa1.M(h)(my >= f3(a1)) = my >>= Aap.mg >= M(h) o f3(a1)

= my >= Aa;.my >= Aas. M (h)(f3(a1)(as))

= =my >= ap.my >= - >= Aa,. M(h)(for1(a1) ... (an))

= my >= Aap.my >= - >= Aa,. M (h)(na(fi(t)))

= my >= Aap.my >= -+ >= Aa,.np(h(f: (1))

= my >= Aar.my >= - >= Aa,.np((ho f,)*(t))
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hofaigh(a) ) B B .
= mp >= Aa1. My >= -+ >= Aan-nB(gh@(t)) (7)

5
g1 = M(h)(my) >= g9 G my >= gs 0 h = my >= Aay.go(h(ay))
= my >= Aa;. M (h)(msg) >= g3(h(a1)) = m1 >= Aa;.ms >= g3(h(ai)) o h
= my >= Aa;.me >= Aag.g3(h(ar))(h(az))

= =my >= Aa;.my >= - >= Aap.gnr1(h(ar)) ..., (h(ay))
= my >= Aap.my >= - >= Aan.15(g5, (1)) (8)
Aus (7) und (8) folgt (6). a

Satz 6.6

Sei h : A — B = (B, 0p) ein X(G)-Homomorphismus. Der oben definierte LL-Compiler
ist mit Homomorphismen vertraglich, d.h.

compile?, = M(h) o compilef. (9)

Beweis. Sei
trans® = M(h x id) o trans™. (10)
Dann gilt (9):
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Fiir alle w € X7,

compileB(w) g trans®(w) >= \(b,w).if w = € then np(b) else errmsg(w)

(10) M(h x id)(trans?(w)) >= \(b,w).if w = € then ng(b) else errmsg(w)

) fe- 5 (trans(w) >= (npxx+ o (h X id)))
>= Ab,w).if w=¢€then np(b) else errmsg(w)
= (trans(w) >= A a, w).npxx+(h(a), w))

>= b, w).if w=¢€then np(b) else errmsg(w)
S trans(w) >= A a, w).npxx+(h(a), w)
>= b, w).if w=¢€then ng(b) else errmsg(w)

(9) in_Kap. 5 trans(w) >= M a,w).if w = € then np(h(a)) else errmsg(w)

(CM1) trans(w) >= Aa, w).if w = € then np(h(a)) else M(h)(errmsg(w))

O)(1) fn Kaop- 5 trans™(w) >= A a,w).if w = € then ny(a) >=ngoh
else errmsg(w) >=npoh
= trans(w) >= Ma,w).(if w = € then n4(a) else errmsg(w)) >=ng o h

LD (transAw) 3= Ma,w).if w = e then na(a) else errmsg(w)) 3= o h
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(1 )mKapE)

= compilef(w) >=ngoh M (h)(compilef(w)).

Beweis von (10) durch Noethersche Induktion bzgl. der im Beweis von Satz 6.4 definierten
Ordnung >:

Fall 1: se ZU BT Fiir alle x € X und w € X7,

M(h x id)(trans?(zw)) = if x € s then M(h x id)(naxx+(z,w))
else M(h x id)(errmsg(zw))

n ist nat. Transformation, (CM1) if x € sthen npxx+((h X id)(z,w)) else errmsg(zw)

(hxid)(aj,w):gl(l‘),'LU):(x,w) Zf T E S th@’n T}BXX* (x7 ’U}) 6[86 eTTmsg<33w) = transf(

M(h x id)(trans?(e)) = M (h x id)(errmsg(e)) L errmsg(e) = transb(e).

Fall 2: s € §. Sei r = (s — w') € R. Fiir alle w € X*,

Tw),

M (h x id)(try(w))

transs (w) >= Aay, wy).
D M xid)({ ')

\ transyt (wo—1) >= Man, wy) naxx-(fHa), ..., a;,), w) )
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\
( transs (w) >= Axy.

= M(h x id)({ : )

\ tranSA (wn 1) >= >\33n 77A><X*(f7:4(7-‘-1($j1)7 <. 77Tl(xjk>)7 72(:13”» )
( M(h x id)(transf(w)) >= Az1.

)
M (h x id)(trans? (w,_1))

\ >= A1), UBxX*(ﬁlem(B) (ma(jy), - - mi(zg,), ma(zn)) y
( M(h x id)(trans(w)) >= A(by, w).

M id)transi () = A wn) e 17O by by )

\

trans (w) >= A(by, wy). \
ind.:hyp < : \
B derec(B)
| transg, (wn-1) >= A(bn, wn) Npxx+(fr (Djys -+ bjp )y wn)
D tryB(w). (11)

Daraus folgt (10):
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M (B id)(trans(w)) 2 M(h x id)(@,—(eentry(w))

(cM2) | (11) )
=" B, (sse)erM (b x id)(tryf(w)) '= B, —sseertryP(w) = trans(w). Q

Lemma 6.7

Sei M : Set® — Set® eine Compilermonade, f : A" — A und my, ..., m, € M(A).

setA(my >= Aay....my >= Aa,.na(f(a,...,a,)))
= {flar,...,an) | Ni_ja; € seta(m;)}.
Beweis.
seta(my >= Aay....m, >= Aa,.na(f(ai,...,a,)))
= [ U{seta(my >= Aas....my, >= Aa,.na(fla,...,a,))) | a1 € seta(mq)}
= [J{U{seta(ms >= Xas....my, >= Aap,.na(f(a1,...,a,))) | as € seta(me)}
| a1 € seta(mq)}
= U{seta(ms >= Aas....m, >= Aa,.na(f(ai,...,a,)))

| as € seta(ms), a1 € seta(my)}
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= U{seta(na(flar, ..., an))) | Nizyai € seta(mi)}
=U{{/f(ar,.. - an)} | Nizyai € seta(mi)}

= {flay,...,a,) | Ni_ja; € seta(m;)}. d
Satz 6.8
Sei W = Word(G). Fir den oben definierten LL-Compiler und alle w € X* gilt:
sety (compileq (w)) € {w}. (12)

Beweis. Fiir allew € X* und s € S U Z U BT gelte folgende Bedingung:

V (v,0) € setya(trans! (w)) : vv' = w. (13)
Dann gilt (12):

sety (compiles (w))

& sety (trans? (w) >= \(v,v').if v/ = € then ny(v) else errmsg(v’))

= U{setw (if v' = € then ny(v) else errmsg(v')) | (v,v") € sety2(trans? (w))}
1C_3 U{setw (if v' = e then nw(v) else errmsg(v')) | vv' = w}

= | J{if V' = € then sety (nw(v)) else sety(errmsg(v’)) | vv’' = w}

= | J{if v' = e then {v} else O | vv' =w} = {w}.
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Beweis von (13) durch Noethersche Induktion bzgl. der im Beweis von Satz 6.4 defi-
nierten Ordnung > .

Fall 1: s € ZUBT. Seix € X, w € X* und (v,v') € sety2(trans! (zw)). Dann gilt

(v,v") € sety(if © € s then ny2(x,w) else errmsg(xw))
= if x € s then sety2(ny2(x,w)) else sety2(errmsg(xw))
=if © € s then {(x,w)} else ),
also vv’ = zw.
Fall 2: s € S. Sei w € X* und (v,v') € sety2(trans! (w)). Dann gilt
(0,0) € setyaftrans () 2 setua(, (o pen tryl (w)

(CM3)
C U (s—e) RsetWQ(tTyXV(w))‘

Also gibt es r = (s — e1...¢e,) € Rmit (v,v') € sety2(try! (w)). Sei wy = w. Dann gilt

(v,0") € sety2(try) (wy))

@ setwg(transgf(wo) >= /\(Uh wl)-

trans) (wy—1) >= Xvn, wy).mp2(fY (05, ..., v),), wn))
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LY g, g wn) | N (v, w) € setype(transtt (wi-)) )
= {(v1...0n,wp) | Ni_q(vi,w;) € seth(transg,/(wi_l))}. (14)

Daher existieren vy, ..., v,, Wy, ..., w, € X* mit v = vy...v,, v = w, und (v;, w;) €
Setwg(transg/(wi_l)) fiir alle 1 < ¢ < n. Nach Induktionsvoraussetzung folgt v;w; = w;_1,
also
/
VU = V1., . 0W, = Wy = W. 1

Satz 6.9 Sei W = Word(G). Fiir den oben definierten LL-Compiler und alle w € X*
gilt:
compilegy (w)) € Eyy = w € L(G). (15)

Beweis. Fiir alle s € SU Z U BT und v, w,w" € X* gelte:

(v,w') € sety(trans! (w)) = v € L(G)s,. (16)
Fiir alle w € X* erhalten wir:

setw(compilegs(w))

8 sety(trans? (w) >= \v,v').if v' = € then my(v) else errmsg(v'))
= | U{setw (if v' = € then nw(v) else errmsg(v’)) | (v,v') € sety2(trans’ (w))}
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= U{setw(nw () | (v,€) € setya(trans? (w))} U

U{setw (errmsg(v)) | (v,v') € setya(trans’ (w)), v' # €}
= J{{v} | (v,¢€) € setye(trans (w))} UULO | (v,0") € setye(trans (w)), v’ # €}
={v | (v,€) € sety(trans! (w))}. (17)

S

Beweis von (15). Sei w € X* und compilel (w)) € Ey. Dann ist sety (compileg, (w))
nichtleer. Daraus folgt

{w} 2 sety (compiley (w)) ) {v ] (v,€) € setya(trans! (w))},
also (w, €) € setya(trans? (w)). (16) impliziert w € L(G)s.

Beweis von (16) durch Noethersche Induktion bzgl. der im Beweis von Satz 6.4 defi-
nierten Ordnung .

Fall 1: s e ZU BT, x € X und w € X*. Dann gilt:

W

setya(trans. (xw)) = sety2(if © € s then ny2(x, w) else errmsg(xw))

= if x € s then sety2(ny2(x,w)) else sety2(errmsg(zw))
= if x € s then {(x,w)} else (). (18)

Sei (v, w') € setya(trans! (zw)).

S
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Aus (18) folgt (v,w') = (z,w) und x € s, also v =2 € s = L(G)s.
Fall 2: s € S und w € X*. Dann gilt

sety2(trans? (w))) 2 setya( @ try! (w)) U sety2(try) (w)). (19)

r=(s—e)eR r=(s—e)eR

(CM3)
C

Sei (v,w') € sety2(trans” (w)). Wegen (19) gibt es r = (s — (eq,...,¢e,)) € R mit

(v, w') € sety2(try) (w))

g sety(trans), (w) >= (v, wy).

transg(wn_l) >= (v, wn).nwz(ﬂv(vﬁ, L, Uj,), Wy))
Y g ) wn) | (v, w) € setya(transy (wi-1)
= {(v1...vp,wp) | Ni_y(vs,w;) € seth(tmnsgj(wi_l))}.
Also gibt es vy, ..., v,w1, ..., w, € X* mit v =v;...v, und
(vi, w;) € sety (transgg(wi_l))

fiir alle 1 < ¢ < n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt v; € L(G),,, also v = vy ... v, €
L(G)s wegen s — (e1,...,¢e,) € R. a
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Korollar 6.10

Sei G = (5, Z, BT, R) eine nicht-linksrekursive CFG und W = Word(G). Der oben defi-
nierte LL-Compiler ist ein generischer Compiler fiir GG, falls parseq ist vollstandig ist, falls
also fiir alle w € L(G) compilely (w) nicht zu E); gehort.

Beweis. Sétze 6.6, 6.8 und 6.9. l:l

Ob parseq ist vollstéandig ist oder nicht, hdngt u.a. davon ab, welche Regeln von G die
parallele Komposition & von try-Funktionsaufrufen berticksichtigt (siehe (2)). Da @ nicht
kommutativ ist, kann die Reihenfolge, in der sie ausgefiihrt werden, entscheidend sein.
Manchmal lasst sich auch durch eine andere Reihenfolge parseq nicht vollstandig machen.
Wie das folgende Beispiel zeigt, kann dann evtl. eine Anderung der Grammatik helfen:

Beispiel 6.2 Eine solche Anderung fithrt z.B. zu folgenden Regeln von JavaLight-+ (siehe
Kapitel 11):

Command —  String = ExpSemi | write EzpSemi | ...
EzpSemi —  Sum; | Disjunct;

EzpBrac  —  Sum) | Disjunct)

ExpComm —  Sum, | Disjunct,

Actuals’ —  FxpBrac | ExpComm Actuals’
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In einer dquivalenten — naheliegenderen — Grammatik GG gidbe es anstelle der Sorten FxpSems,
FxpBrac und ExpComm nur Exp und die Kommandos von JavaLight+ wéren mit folgen-
den Regeln ableitbar:

Command —  String = Fxp; | write Exp; | ... (A)
Exp —  Sum | Disjunct (B)
Sum — ... | Prod

Prod — ... | Factor

Factor —  String | String Actuals | ...

Disjunct —— | Conjunct

Conjunct — ... | Literal

Literal —  String | String Actuals | ...

Actuals  — () | (Actuals’

Actuals’ —  FExzp) | Ezp, Actuals’ (C)

Der Parser des LL-Compilers fiir G wire unvollstandig, weil er z.B. das mit obigen Regeln
ableitbare Kommando z = x<=11; nicht als solches erkennt: Der Teilcompiler fiir Exp
sucht nach einem aus Sum ableitbaren Préifix von x<=11 sucht, erkennt x als solches und
gibt deshalb die Kontrolle an den Compiler fiir Command zuriick, der als néchstes Zeichen
das Semikolon erwartet, stattdessen aber <= vorfindet.
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Vertauscht man Sum und Disjunct in Regel (B), dann wird z.B. das mit obigen Regeln
ableitbare Kommando z = x<=11; nicht als solches erkannt: Jetzt sucht der Teilcompiler
fiir Exp namlich nach einem aus Disjunct ableitbaren Préfix von x+11, erkennt wie oben
x als solches und gibt wieder die Kontrolle an den Compiler fiir Command zuriick, der als
nichstes Zeichen das Semikolon erwartet, stattdessen aber + vorfindet.

Demgegeniiber erzwingt in den Javalight+-Regeln das auf Sum oder Disjunct folgen-
de Symbol (Semikolon, schliefende Klammer bzw. Komma), dass die Teilcompiler fiir
ExpSemi, FxpBrac und ExpComm die jeweilige Resteingabe einschliefslich des abschlie-
enden Symbols verarbeiten.

Bei der Implementierung des JavaLight+-Compilers geniigt ein Teilcompiler fiir ExpSemsz,
FExpBrac und ExpComm. Er muss lediglich mit dem jeweiligen Abschlusssymbol parame-
trisiert werden (siche Java2.hs). a
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7 LR-Compiler

LR-Compiler lesen ein Wort w wie LL-Compiler von links nach rechts, konstruieren dabei
jedoch eine Rechtsreduktion von w, d.h. die Umkehrung einer Rechtsableitung. Da dies
dem schrittweisen, mit den Bldttern beginnenden Aufbau eines Syntaxbaums entspricht,
werden LR-Compiler auch bottom-up-Compiler genannt.

Im Gegensatz zum LL-Compiler ist die entsprechende Ubersetzungsfunktion eines LR-
Compilers iterativ. Die Umkehrung der Ableitungsrichtung (Reduktion statt Ableitung)
macht es moglich, die Compilation durch einen Automaten, also eine iterativ definierte
Funktion, zu steuern.

Wiéhrend LL-Compiler keine linksrekursiven CFGs verarbeiten kénnen, sind LR-Compiler
auf LR (k)-Grammatiken beschriankt (s.u.).

Sei G = (5,7, BT, R) eine CFG und X = Z U BT.

Wir setzen jetzt voraus, dass S das Symbol start enthélt und dieses nicht auf der rechten
Seite einer Regel von R auftritt.
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Ablauf der LR-Ubersetzung auf Ableitungsbiumen

start
= /[ \ —) /\
3 vw v w VW €
Ableitungsbdume Eingabe Ableitungsbdume Eingabe Ableitungsbaum Eingabe

G heifit LR (k)-Grammatik, falls das Vorauslesen von k noch nicht verarbeiteten Einga-
besymbolen geniigt, um zu entscheiden, ob ein weiteres Zeichen gelesen oder eine Reduktion
durchgefiihrt werden muss, und, wenn ja, welche.

AuBlerdem miissen die Basistypen von G' paarweise disjunkt sein.

Beispiel 7.1 Die CFG G = ({S, A}, {x,0},0,{S — A, A - Ax A, A — b}) ist fir
kein k eine LR(k)-Grammatik.

190



Z.B. liegt nach der Reduktion des Préfixes b x b des Eingabewortes bx b * b zu A x A ein
shift-reduce-Konflikt vor:

Soll zunédchst A * A mit der Regel A — A x A zu A reduziert oder erst die Resteingabe
xb eingelesen und dann b mit A — b zu A reduziert werden? Die Resteingabe liefert keine
eindeutige Antwort. EI

Mengen von Wortern iiber BS = Z U BT
Firalle k>0, a € (SUBS)" und s € S,
first,(o) = {B€ BS*|Ivy€ BS*:a 5¢ By} U{B € BS | aS¢ B}
follow,(s) = {B€ BS* |3 a,y€ BS*: start =¢ asfy} U
{ € BS* |3 aec BS*: start >¢ asf}

first(a) = firsty(«)
follow(s) = follow,(s)

Simultane induktive Definition der first-Mengen
first(e) = {e} (1)
Be BSANae (SUBS) first(Ba) = {B} (2)
(s =>a)e RANB e (SUBS)" AB € first(af) B € first(sf) (3)

44
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Sei G eine CFG. Wir definieren den LR(1)-Compiler fiir G in mehreren Schritten.
Zunéchst definieren wir einen Erkenner fiir L(G)stqr+-

Wihrend Erkenner fiir reguldre Sprachen reguldare Ausdriicke auf Funktionen des Typs
X" — 2 abbilden (siche Kapitel 2 und 3), bildet der folgende Erkenner (recognizer) Wérter
tiber den Sorten und Basismengen von G auf jene Funktionen ab:

recog, - (SU BS)* — 2%
formuliert. Sei v, a, p € (SUBS)*, x € X und w € X*.

recogi(ya)(zw) = recogi(yax)(w) falls 3s—af € R, ve(SUBS)*:
start =g ysv, B #¢€, x € first(B)N Z
shift (read)
recogi(ya)(zw) = recogi(vaB)(w) falls 3s—af € R, Be BT, ve (SUBS)*:
start g ysv, B # €, © € B € first(B)
shift (read)
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recogi(ya)(w) = recogi(vs)(w) falls 3s —>a€ R, Be BT, ve (SUBS)*:
start ¢ ysv, s # start,
w = € € follow(s) V
head(w) € follow(s) N Z V
head(w) € B € follow(s)

reduce
recogi(p)(e) =1 falls start - ¢ € R
accept
recogi(¢)(w) = 0 sonst
reject

recog, ist genau dann wohldefiniert, wenn G eine LR(1)-Grammatik ist.
recogy ist korrekt bzgl. L(G)start, d.h. fur alle w € X* gilt:
7”60091@) — X(L(G>Sm?“t)- (1)

Die Funktion recog; ist iterativ definiert. Um (1) benétigt man daher eine Invariante. Sie
lautet wie folgt: Fiir alle w € X*,

recogi(p)(w) =1 <= start —g Qw. (2)
(2) zeigt man durch Induktion tiber |w|. Aus (2) folgt sofort (1).
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Im zweiten Schritt wird das erste Argument von recog; durch den Inhalt eines Zustands-
kellers ersetzt. Die zugrundeliegende endliche (1) Zustandsmenge () ist die Bildmenge der
Funktion

state : (SU BS)* — P(Quad)
o — {(s,a,8,u) € Quad | 3 v,v : start >q ysv, @ = ya,
u=v=e¢eVu=head(v) € BS},

wobei Quad die Menge aller Quadrupel (s, a, ,u) € S x ((SU BS)*)* x (BS U 1) mit
s — af € R ist.

Die Bedingungen in der Definition von recog; werden durch Abfragen der Form
(s,a, B, x) € state(p) ersetzt:

recogi(ya)(zw) = recogi(yax)(w) falls 3 (s,a, 5, €) € state(ya) :
B#e€ x€ first(f)NZ
recogi(ya)(zxw) = recogi(yaB)(w) falls 3 (s,a, 5, ¢€) € state(ya), B € BT

B #e€ x € BE first(f)

recogi(ya)(w) = recogi(vs)(w)  falls 3 (s,a,€,u) € state(ya) : s # start,
w=¢€e=u V headw)=ue ZV
head(w) € uw € BT
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recogi(p)(e) = 1 falls (start,p,¢€,€) € state(p)
recogi(g)(w) = 0 sonst

Der LR-Automat fiir G hat die Eingabemenge S U BS, die Zustandsmenge
Qc = {state(p) | ¢ € (SUBS)"}
und die (goto-Tabelle genannte) partielle (!) Transitionsfunktion

0c : Qg —o— Q2P

state(p) > As.state(ps)

In der Definition von recog; wird jedes Wort von (S U BS)* durch eine gleichlange Liste
von Zustdnden des LR-Automaten ersetzt:

h:(SUBS)" — QF
€ > ) =des State(e)

(81,...,8,) — (state(sy...s,),state(sy...Sn_1),...,state(sy), state(e))
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Simultane induktive Definition von (); und dg
start - o € R = (start, e, a,€) € q
(s,a,8'B,u) € qNs —~v € RANvE first(fu) = (5,¢6,v,v) €
(s,a,8'6,u) € q, § € SUBS = (s,as,5,u) € dg(q)(s)

e N
Ot = W
— ~— ~—

Im Folgenden benutzen wir gelegentlich die Haskell-Funktionen (:) und (++), um auf
Woértern zu operieren (siehe Kapitel 9).

Aus recog; wird recogs : Qf — X"
Fir alle ¢, q; € Qg, ¢s € Qf, v € X und w € X7,
recogs(q - gs)(zw) = recoga(da(q)(x) - q - gs)(w)

falls 3 (s,a, 8,€) € q: B F#¢€, x € first(B)NZ

recoga(q : qs)(zw) = recoga(dc(q)(B) : q : gs)(w)
falls 3 (s,«, B,€) € q, B € BT

B#¢€, x€BE first(§)
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recoga(qi -+ o) - q 2 qs)(w) = recoga(0c(q)(s) < q : gs)(w)
falls 3 (s, a, €,u) € q1 : s # start,
w=¢€e=u V headw)=ue Z V
head(w) € u € BT
recogs(q : qs)(€) = 1 falls 3¢ : (start,p,€,¢) € q

recogs(qs)(w) = 0 sonst

Offenbar gilt recog, = recog, o h, also insbesondere

TGCOQQ(Q()) = X<L<G>8tart> (6)

wegen (1).

Um die Suche nach bestimmten Elementen eines Zustands in den Iterationsschritten von
recogo zu vermeiden, verwenden wir die — Aktionstabelle fiir G genannte — Funktion

acte - Qa X (BSU1) — RU {shift, error},

die wie folgt definiert ist:
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Fir allew € BS U1,
( shift  falls 3 (s,«,8,€) € q: 8 # €, u € first(B),
actg(q,u) = § s — a falls 3 (s,a,¢,u) € q,

error sonst.

\

Unter Verwendung von dg und actg erhélt man eine kompakte Definition von recogs:

Fir alle ¢, q; € Qg, g¢s € Qf, v € X und w € X7,

recoga(q : qs)(zw) = recoga(0c(q)(x) : q : gs)(w)

falls € Z, acta(q, z) = shift
recoga(q : qs)(zw) = recoga(0¢(q)(B) : q : gs)(w)

falls 3 B € BT : x € B, acta(q, B) = shift
recoga(qu: - qal g 1 qs)(w) = recoga(da(q)(s) : q: gs)(w)

falls 3u € BSUL :actg(qr,u) = s — «
w=¢€e=u V headw)=ue ZV
head(w) € uw € BT
recogs(q - qs)(e€) = 1 falls actg(q,€) = start — «

recogs(qs)(w) = 0 sonst
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Beispiel 7.2 SAB2

G = ({S,A, B}, {c,d,*}, R)
R={5S5—A A—AxB, A—- B, B—c¢, B-—d}

LR-Automat fir G
qo — {(S7€7A7€)7(A767A*B76)7(A7€7B76)7(A767A*B7 *)7(A7€7B7 *)7
(

(B,¢€,c,€), (B, e,d,€),(B,e,c,%), (B, e, d, %)}
qi = 5G(C]0)(A) — {(SJA7676)7(A7A7 *B,E),(A,A,*B,*)}

72 = dclq)(B) = {(A, B,ce), (A B¢ x*)}

g3 = dcla)(c) = {(B,c.€€),(B,ce,%)} = 0da(gs)(c)
@1 = dc(qo)(d) = {(B,d,e¢€),(B,d,e,*)} = 0dglgs)(d)
¢ = da(q)(x) = {(A, A%, B e), (A, Ax, B, %),

(B,€,c,€),(B,e,d,€),(B,€,c,%), (B, e, d, %)}
@6 = 0c(q)(B) = {(A,AxB,e€), (A Ax B, e x)}

Fir alle ¢ € {qo,...,q} und s € S U BS definieren wir d¢(q)(s) als leere Menge.

199



goto-Tabelle fiir G

A B ¢ d x
do |91 492 43 44
q1 ds
ds d6 43 g4

Aktionstabelle fir G

x| error shift A— B B—c¢ B—d
elerror S—A A—-B B—c¢ B—d

40 il 42 43 44 45 46
c| shift error  error  error error  shift error
d | shift error  error  error error  shift error

error A— Ax B
error A— Ax B
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Ein Erkennerlauf

o)(c* d)

= recoga(qsqo)(xd

recogs(q
( ) wegen actg(qo, ) = shift und dg(qo0)(c) = q3
= recoga(qaqo)(*xd)  wegen acta(qs, *) = (90)(
= recogs(qiqo)(*d) (q0)(
= recoga(q5q1q0)(d)  wegen aclg(qi, *) = shift und d¢(q1)(*
( (45)(
( (a5)(
( (90)(

(
(
wegen actg(qe, *) = A — B und d¢(qo)(A) = ¢1
( )=q
4195q190)(€) wegen acta(gs, d) = shift und 8¢(g5)(d) = qu
(
(
(

= Tecogs

= recogz(qsqsq190)(€) wegen actg(qy, €

) =
= recogo Q1C]0)( ) wegen acta(qs, 6) A— Ax B und dg(qo A) =41
) =

=1 wegen acta(qr,e) =5 — A l:l

Fiir den dritten und letzten Schritt zum LR/(1)-Compiler benétigen wir die abstrakte Syntax
>(G) von G (siehe Kapitel 4).

Sei A = (A, Op) eine X(G)-Algebra. Aus recogy wird der generische Compiler
compileq : Q x A* — M(A)X

*
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Er startet mit ¢, = state(e) im ansonsten leeren Zustandskeller. Die Bedeutung der Li-
ste von A-Elementen im Definitionsbereich von cmmpileél entnimmt man am besten der
folgenden Formalisierung der Korrektheit von compiles:

o [iir alle w € X* und t € Ty ) start,

compiled(qo, €)(w) = n(fold*(t)) = fold"Vr D () = w, (1)
compile(qo, €)(w) = error(w) = w &€ L(G)gar- (2)

Die Invariante von compileg, aus der (1) folgt, ist komplizierter als die des Erkenners recog;
(s.0.):

o [iir alle o = wopsjwy...sw, mit w; € Z* und s; € SU BT, gs € QF, a; € A,
w e X* und t € Tygy({z1, ..., 20}),

compileq(state(a) : gs, [ar, ..., a,))(w) =n(gh(t) = g t) = aw, (3)

wobei g4 : {z,... 2.} — Aund g {xy, .. 1, — Word(G) z; auf a; bzw. s;
abbilden.
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Aus (3) ergibt sich die folgende iterative Definition von compileé:

Firallen e N, ¢,¢; € Qg, gs € Qp,a;, € A,as € A*, v € X und w € X7,

compilef(q : qs,as)(zw) = compile(5a(q)(z) : q : gs, as)(w)
falls x € Z, acta(q, z) = shift
compilef(q : qs,as)(xw) = compileA(5a(q)(B) : q : gs,as ++[z])(w)
falls 3 B € BT : x € B, actq(q, B) = shift
compilef(qy -+ qu: q:qs,as ++a;,, . .. Laq, | )(w) =
compilep(6¢(q)(s) 1 q : gs,as ++[[May,, ... a;,)])(w)
falls 3u € BSUL :actg(qr,u) =r=(s —e1...¢e,),
{il,...,ik}:{l <i1<n ’ €¢€SUBT},
w=¢€e=u V headw)=ue ZV
head(w) € u € BT
compilef(q : qs, i, ... a;])(€) =n(fMai, ... a;))
falls acta(q,€) = r = (start — ey ... ey),
{il,...,ik}:{l <i1<n ’ €@'ESUBT}
compilef(gs, as)(w) = errmsg(w)

sonst



Im Fall A = Ty bestehen die Listen as, [a;,, ..., ;] und [f(a;, ... a; )] aus Syn-
taxbdumen. Die zweite Gleichung zeigt ihren schrittweisen Aufbau:
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Beispiel 7.3 SAB2

Hier ist der um die schrittweise Konstruktion des zugehorigen Syntaxbaums erweiterte
Erkennerlauf von Beispiel 7.2:

compilec ) ([0], ) (c + d)
= compilegz(G)([B, 0], []) (xd)
= compileg?' (2,0, [foc])(xd)
= compile?(G)([l, 0], [fa=B(fB=c)]) (xd)
= compilegE<G)([5, L, 0], [famB(fB=c)])(d)
= compilegz<G)([4, 5,1,0], [fasB(fB=c)])(€)
= compilegEEG;([fi, 5,10, [fasB(fB=e)s fB=d])(€)
|

= COmPilegz ¢ (11,0}, [fasa«B(fasB(fB=e)s [B=a)])(€)

= 77(fS—>A(fA—>A*B(fA—>B(fB—>c)7 fB—>d)))

In der graphischen Darstellung dieses Parserlaufs sind die Knoten der Syntaxbdume nicht
mit Konstruktoren, sondern mit den Regeln markiert, aus denen sie hervorgehen, wobei
der Pfeil zwischen der linken und rechten Seite einer Regel durch den Unterstrich _ ersetzt

wurde. 0
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Beispiel 7.4 Auf den folgenden Seiten steht die vom C-Compiler-Generator yacc (“yet
another compiler-compiler”) aus der folgenden LR(1)-Grammatik G erzeugte Zustands-
menge — deren Elemente hier nur aus den ersten drei Komponenten der o.g. Quadrupel
bestehen — zusammen mit der auf die einzelnen Zusténde verteilten Eintrage der goto- und
Aktionstabelle:

$accept -> prog $end

prog —-> statems exp .

statems -> statems assign ; | €

assign -> ID : = exp

exp -> exp + exp | exp * exp | (exp) | NUMBER | ID

So besteht z.B. der Zustand 0 aus den beiden Tripeln ($accept, €, Send) und (statems, e, €).
Die beim Lesen eines Punktes im Zustand 0 ausgefiihrte Aktion ist eine Reduktion mit Regel

3, also mit statems — €. Der Folgezustand von 0 ist bei Eingabe von prog bzw. statems
der Zustand 1 bzw. 2.

Link zur graphischen Darstellung des Parserlaufs auf dem Eingabewort
ID : = NUM ; ID : = ID + NUM ; NUM *x ID + ID .

Den Sonderzeichen entsprechen in der input-Spalte des Parserlaufs und den u.a. Tabellen
passende Wortsymbole. Die Knoten der Syntaxbdume sind wie in Beispiel 7.3 mit Regeln
markiert.
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state 0

state 6
$accept : prog $end exp : NUMBER_ (8)
statems : _ (3)
. reduce 8
. reduce 3
state 7
prog goto 1 assign : ID_: = exp
statems goto 2 exp : ID_ (9)
state 1 s ishife1d
$accept : prog Send . reduce 9
$end accept state 8
error prog : statems exp ._ (1)
reduce 1
state 2 state 9
prog : statems_exp . exp : exp + exp
statems : statems_assign / =
ID shift 13
ID shift 7 NUMBER shift 6
NUMBER shift 6 ((5-shifte's
( shift 5 . error
error

exp goto 15
exp goto 3

. o state 10

assign goto exp : exp *_exp
state 3 ID shift 13

prog : statems exp_. NUMBER shift 6

exp : exp_+ exp ( shift S

exp : exp_%* exp error

+ shift 9 exp goto 16

* shift 10

. shift 8 state 11

. error statems : statems assign ;_ (2)
state 4 reduce 2

statems : statems assign_;

state 12
gl S bl exp : exp_+ exp
erroxr exp : exp_* exp
exp : ( exp_)
state 5
+ shift 9
: ex

2 Cexp) * shift 10

ID shift 13 ) 22“2 17

NUMBER shift 6 : o

(- glmise state 13

. error exp : ID_ (9)

exp goto 12 . reduce 9
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state 14
assign : 1ID : = exp

= shift 18
. error

state 15
exp : exp_+ exp
exp : exp + exp_ (5)
exp : exp_* exp

* shift 10
reduce 5

state 16
exp : exp_+ exp
exp : exp_ * exp
eXp : EexXp * exp_ (6)

reduce ©
state 17
exp : ( exp )_ (7)
reduce 7

state 18
assign : ID : = exp

ID shift 13

NUMBER shift 6

(Fshiftr'5
error

exp goto 19

state 19
assign : ID : = exp_ (4)
exXp : exp_+ exp
exXp : exp_* exp
+ shift 9
xrshiftel0
. reduce 4

12/300 terminals, 4/300 nonterminals

10/600 grammar rules, 20/1000 states

0 shift/reduce, 0 reduce/reduce conflicts
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Im Folgenden sind die goto- bzw. Aktionstabelle noch einmal getrennt wiedergegeben. op
(open) und cl (close) bezeichnen eine 6ffnende bzw. schliefende Klammer. end steht fiir
das leere Wort €. Wieder wird auf den Pfeil zwischen linker und rechter Seite einer Regel

verzichtet.

prog |statems|exp|assign|op|ID |NUM |dot|add imul |semi|col| cl |eq
0| 1 2
1
2 3 4 57| 6
3 8|9 |10
4 11
5 12 5113| 6
7 14
6
8
9 15 5113| 6
10 16 5113| 6
11
12 9 (10 17
13
14 18
15 10
16
17
18 19 5113| 6
19 9 (10
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end

semi col dot op cl

0 statems statems statems statems statems statems

1 S prog error error error error error

2 error error error error shift error

3 error error error shift error error

= error shift error error error error

5 error error error error shift error

7 exp ID exp ID shift exp ID exp ID exp ID

6 exp NUM exp NUM exp NUM exp NUM exp NUM exp NUM

8 prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot
9 error error error error shift error

10 error error error error shift error

11 |staterns statems assign semi|statems statems assign semi|statems statems assign semi|statems statems assign semi |statems statems assign semi|statems statems assign semi
12 error error error error error shift

13 exp ID exp ID exp ID exp ID exp ID exp ID

14 error error error error error error
15 exp exp add exp exp exp add exp exp exp add exp exp exp add exp exp exp add exp exp exp add exp
16 exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp
17 exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl
18 error error error error shift error
19 assign ID col eq exp assign ID col eq exp assign ID col eq exp assign ID col eq exp assign ID col eq exp

assign ID col eq exp
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D NUM add mul eq
0 statems statems statems statemns statems
1 error error error error error
2 shift shift error error error
e error error shift shift error
4 error error error error error
5 shift shift error error error
7 exp ID exp ID exp ID exp ID exp ID
6 exp NUM exp NUM exp NUM exp NUM exp NUM
8 prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot prog statems exp dot
9 shift shift error error error
10 shift shift error error error
11| statems statemns assign semi|statems statems assign semi|statems statems assign semi|statems statems assign semi|statems statems assign semi
12 error error shift shift error
13 exp ID exp ID exp ID exp ID exp ID
14 error error error error shift
15 exp exp add exp exp exp add exp exp exp add exp shift exp exp add exp
16 exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp exp exp mul exp
17 exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl exp op exp cl
18 shift shift error error error
19|| assign ID col eq exp assign ID col eq exp shift shift assign ID col eq exp
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Im Folgenden werden die Regeln von G um C-Code erweitert, der eine %(G)-Algebra im-
plementiert, die dem Zustandsmodell von JavaLight (siehe 4.9) dhnelt.

- typedef struct {char name[10]; int leng} ident;
typedef struct {char name[10]; int val} decl;
decl env([30];

Int i -

$po

$start prog

$union {int num; ident id;}
$token <id> ID

$token <num> NUMBER

$type <num> exp

$left '+°

Fleft X!

%%
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prog statems exp '.' {printf("The final result £
is %d\n", $2);} =T
statems : statems assign ';' S
{}
| {}
assign IDisYs b -tmt exp {4 = 03
- wwhilerfivcie) -
{for (j = 0; j <= $l.leng; j++)
if ($1l.name[]j] != env[i] .name([]]
break; ' :
if (j > $1.leng) break;
i++;) !
for (j = 0; J. <= $l.leng; J++)
env([i] .name[j] = $l.name(j];
env[i].val = $4;
if (1 >= ¢) ct+;}
r
exp : exp '+' exp {$$ = $1 + $3;}
| exp '*' exp {$% = §1 * $3;}
| texpt Iy o {8 = $2;}
I NUMBER {$$ = $1;}
| ID {i = 0;

-

while (i < ¢)
{for (j = 0; j <= $1l.leng; jt+)

if ($1l.name[]j] != env[i].name[:
break;

if (j > $1.leng) break;

1++:)

if (1 >= c)
print£("%s is not defined\n",
$1.name) ;
else $$ = env([i].val;}
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A— aAala | nicht LR(k)

S— aBleE | LR(1),

B— Cc|Dd | nicht LALR(L

E - CdDc

C—b

D—b

S - BajaCd| LALR(1),

B - Cc|Dd | nicht SLR(K)

C—-b

D—b

S— aAbB | LL(2),
andeutlr%e Kf. A— CaDb | nicht LALR(K

B - Cc|Da

C—E
D—E
E— ¢

Hierarchie der CFG-Klassen

Zur Definition (deterministischer) LL(k)-Grammatiken verweisen wir auf die einschlédgige
Literatur. Kurz gesagt, sind das diejenigen nicht-linksrekursiven CFGs, deren LIL-Parser
ohne Backtracking auskommen.
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eindeutige kontextfreie

det. kf. Sprache
=LR(1)-Spr.
=SLR(1)-Spr.
=LALR(1)-Spr.

Sprachen
Hierarchie der entsprechenden Sprachklassen
Fiir jeden Grammatiktyp 71" bedeutet die Formulierung
L ist eine T-Sprache

lediglich, dass eine T-Grammatik existiert, die L erzeugt.
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Wiéhrend der LIL-Compiler von Kapitel 6 — nach Beseitigung von Linksrekursion — jede kon-
textfreie Grammatik verarbeitet, selbst dann, wenn sie mehrdeutig ist, zeigt die obige Grafik,
dass die Forderung, dabei ohne Backtracking auszukommen, die Klasse der kompilierbaren
Sprachen erheblich einschriinkt: Unter dieser Bedingung ist die bottom-up-Ubersetzung of-
fenbar méchtiger als die top-down-Compilation.

Umgekehrt wére es den Versuch wert (z.B. in Form einer Bachelorarbeit), in Anlehnung an
den obigen Compiler fiir LR(1)-Grammatiken einen bottom-up-Compiler mit Backtracking
zu entwickeln. Da die Determinismusforderung wegfiele, brauchten wir keinen Lookahead
beim Verarbeiten der Eingabe, womit die Zustdnde generell nur aus Tripeln bestiinden —
wie im Beispiel 7.4.
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8 Datentypen in Haskell

Zunéchst das allgemeine Schema einer Datentypdefinition:

data DT x_1 ... x.m = C_1 typ_11 ... typ_in_1 |
C_k typ_kl ... typ_kn_k

typit, - - -, tYPin,, sind beliebige Typen, die auber x1, ..., z,, keine Typvariablen enthalten.
DT heifit rekursiv, wenn DT in mindestens einem dieser Typen vorkommt.

Die durch DT implementierte Menge besteht aus allen Ausdriicken der Form
C_ie.l ... e_n_i,

wobeil 1 <7 < n und fiir alle 1 < 5 < n; e; ein Element des Typs typ;; ist. Als Funktion
hat C; den Typ

typ_il -> ... -> typ_in_i -> DT a_1 ... a_m.

Alle mit einem GrofSbuchstaben beginnenden Funktionssymbole und alle mit einem Doppel-
punkt beginnenden aus Sonderzeichen bestehenden Strings werden vom Haskell-Compiler
als Konstruktoren eines Datentyps aufgefasst und miissen deshalb irgendwo im Programm
in einer Datentypdefinition vorkommen.
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8.1 Beispiele (siehe 2.8)
T'risi(x) ist isomorph zur kleinsten und C77 ;4 x) zur groBten Losung der Gleichung
M ={]} U{a:s|lac A s M} (1)

in der Mengenvariablen M. Beide Mengen werden durch den Standard-Datentyp fiir Listen
implementiert:

data [x] =[] | x : [x]

In dieser Darstellung besteht die kleinste bzw. grofite Losung von (1) aus allen endlichen

bzw. allen endlichen oder unendlichen Listen iiber X.

T'reg(pr) 18t isomorph zur kleinsten und C'Tz. (g1 zur groften Losung der Gleichung
M = {par(t,u) | t,u e M} U {seq(t,u) | t,u € M} U {iter(t) |t € M} U

(2)
{base(B) | B € BL}

in der Mengenvariablen M. Beide Mengen werden durch folgenden Datentyp implementiert:

data RegT bs = Par (RegT bs) (RegT bs) | Seq (RegT bs) (RegT bs) |
Iter (RegT bs) | Base bs
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Datentypen mit Destruktoren

Um auf die Argumente eines Konstruktors zugreifen zu konnen, ordnet man ihnen Namen
zu, die field labels genannt werden und Destruktoren im Sinne von Kapitel 2 wiedergeben.
Dazu wird

C_i typ_il ... typ_in_i
in obiger Definition von DT’ erweitert zu:
C_i {d_il :: typ_il, ..., d_in_i :: typ_in_i}
Wie Cj, so ist auch d;; eine Funktion. Als solche hat sie den Typ
DT al ... am -> typ_1ij]

Kommt DT in typ;; nicht vor, dann wird d;; auch Attribut oder Selektor genannt.

Nicht-rekursive Datentypen mit genau einem Konstruktor entsprechen den in Kapitel 2
behandelten Produkttypen. Folglich sind alle Destruktoren eines Produkttyps Attribute.

Rekursive Datentypen mit genau einem Konstruktor liefern die Haskell-Realisierung der
aus imperativen und objektorientierten Programmiersprachen bekannten Records und
Objektklassen. Deren Destruktoren, die keine Attribute sind, werden dort Methoden
genannt.
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Semantisch entsprechen sie Zustandstransformationen, sofern man die Elemente des Da-
tentyps als Zustande auffasst. AuBlerdem notiert man in objektorientierten Sprachen in der
Regel den Aufruf d;;(z) eines Destruktors in der “qualifizierten” Form x.d,;.

Destruktoren sind invers zu Konstruktoren. Z.B. hat der folgende Ausdruck den Wert e;:
d_ij (C_i e_1 ... e_ni)
Mit Destruktoren lautet das allgemeine Schema einer Datentypdefinition also wie folgt:

data DT a_1 ... am = C_1 {d_11 :: typ_11,..., d_1n_1 :: typ_in_1} |
co |
C_k {d_k1 :: typ_ki,..., d_kn_k :: typ_kn_k}

Elemente von DT konnen mit oder ohne Destruktoren definiert werden:

obj = C_i e_il ... e_in_i 15t aquivalent zu

obj = C_i {d_il = e_il,..., d_in_i = e_in_i}
Die Werte einzelner Destruktoren von obj konnen wie folgt veréndert werden:
obj' = obj {d_ij_1 =e_1',..., d_ijm = e_m'}
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obj" unterscheidet sich von obj dadurch, dass den Destruktoren d;;,, ..., d;;,, neue Werte,
namlich eq, ..., e, zugewiesen wurden.

Destruktoren diirfen nicht rekursiv definiert werden. Folglich deutet der Haskell-Compiler
jedes Vorkommen von attr;; auf der rechten Seite einer Definitionsgleichung als eine vom
gleichnamigen Destruktor verschiedene Funktion und sucht nach deren Definition.

Dies kann man nutzen, um d;; doch rekursiv zu definieren, indem man in der zweiten
Definition von obj (s.0.) die Gleichung d;; = e; durch d;; = d;; ersetzt und die neue
Funktion auf der rechten Seite lokal definiert:

obj = C_i {d_il = e_1,..., dij = d_ij,..., d_in_i = en_i}

where d_1ij ... = ... d_1]

Ein Konstruktor darf nicht zu mehreren Datentypen gehoren.
Ein Destruktor darf nicht zu mehreren Konstruktoren unterschiedlicher Datentypen gehdren.

8.2 Beispiele (siehe 2.8)

DT, pisi(4) 1st isomorph zur grofiten Losung der Gleichung
M = {coListC(Nothing)} U {coListC(Just(a,s)) | a € A, s € M} (3)
in der Mengenvariablen A und wird durch folgenden Datentyp implementiert:
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data ColistC a = ColistC {split :: Maybe (a,ColistC a)}

Wie man leicht sieht, ist die grofite Losung von (3) isomorph zur gréfiten Losung von (1),
also zu O ).

Die Einschrankung von CT7;g4) auf unendliche Listen ist isomorph zu D7y, (4) und
wird durch folgenden Datentyp implementiert:

data StreamC a = (:<) {hd :: a, tl :: StreamC a}

Als Elemente von coList(Z) lassen sich z.B. die Folgen (0,1,0,1,...) und (1,0,1,0,...)
wie folgt implementieren:

blink,blink' :: StreamC Int
blink = 0:<blink'
blink' = 1:<blink

DTpayex,y) 18t isomorph zur grofiten Losung der Gleichung
M = {DAF)w) | F: X > M, ye v}

in der Mengenvariablen M und wird durch folgenden Datentyp implementiert:

data DAutC x y = DA {deltaC :: x -> DAutC x y, betaC :: y}
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‘ 9 Algebren in Haskell

Sei ¥ = (S, F) eine Signatur, BT = {z1,...,z;} die Menge der Basistypen von ¥, S =
{s1,--ys$mpund F={f1:e1 —e|,..., fnie,— e}

Jede Y-Algebra entspricht einem Element des folgenden polymorphen Datentyps:

data Sigma x1 ... xk sl ... sm = Sigma {f1 :: el -> el',...,
fn :: en -> en'}

Die Sorten und Operationen von > werden durch Typvariablen bzw. Destruktoren wiederge-
geben und durch die Trigermengen bzw. (kaskadierten) Funktionen der jeweiligen Algebra
instanziiert.

Um eine Signatur Y in Haskell zu implementieren, geniigt es daher, den Datentyp ihrer
Algebren nach obigem Schema zu formulieren.

Der Datentyp Sigmal(xy) ... (x)) reprasentiert im Gegensatz zu den Datentypen der Bei-

spiele 8.1 und 8.2, die Tragermengen einzelner Algebren implementieren, die Klasse aller
>.-Algebren.
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9.1 Beispiele (sieche 2.8 und 2.9)
data Nat nat = Nat {zero :: nat, succ :: nat -> nat}
natT implementiert Ty, = N:

natT :: Nat Int
natT = Nat {zero = 0, succ = (+1)}

data List x list = List {nil :: list, coms :: x -> list -> list}
listT implementiert 17 (x) = X* (siehe 8.1):

1istT :: List x [x]
1listT = List {nil = [], cons = (:)}

Die folgende Funktion implementiert die Faltung fold® - Trist(x) — alg von List(X)-
Grundtermen endlicher Tiefe in einer beliebigen List(X)-Algebra alg:

foldList :: List x list -> [x] -> list
foldList alg [] = nil alg
foldList alg (x:s) = cons alg x $ foldlList alg s
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data Reg bs reg = Reg {par,seq :: reg -> reg -> reg,

iter :: reg —-> reg,
base :: bs -> reg,}
reg’T implementiert Tgey(pr):
regT :: bs -> Reg bs (RegT bs) (siehe 8.1)

regT = Reg {par = Par, seq = Seq, iter = Iter, base = Base}
reg Word implementiert Reqword(BL) (sieche 2.9):

regWord :: Show bs => bs -> Reg bs (Int -> String)
regWord bs = Reg {par = \f g n -> enclose (n >0) $ £ 0 ++ '+':g 0,
seq = \f gn ->enclose (n>1) $ £ 1 ++ '.':g 1,
iter = \f n -> enclose (n > 2) $§ £ 2 ++ "x",
base = \b -> show . const b}
where enclose b w = if b then '(':w++")" else w

Die folgende Funktion implementiert die Faltung fold™? - TReg(pr) — alg von reguléren
Ausdriicken (= Reg(BL)-Grundtermen) in einer beliebigen Reg(BL)-Algebra alg:

foldReg :: Reg bs reg -> Regl bs -> reg
foldReg alg = \case Par t u -> par alg (f t) $ f u
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Seq t u > seq alg (f t) $§ f u
Iter t -> iter alg $ £ ¢t
Base b -> base alg b

where f = foldReg alg

\case steht fiir \x -> case x of — falls das LANGUAGE-Pragma des verwendenden

Moduls LambdaCase enthalt.

instance Show bs => Show (RegT bs) where
showsPrec = flip $§ foldReg regWord

data Stream x list = Stream {head :: list -> x, tail ::

streamC :: Stream x (StreamC x)
streamC = Stream {head = hd, tail = tl}

Implementierung der Stream/(Z)-Algebra zo (siche 2.6):

data Z0 = Blink | Blink'
zo :: Stream Int Z0O
zo = Stream {head = \case Blink -> 0; Blink' -> 1,

list -> list}

(siehe 8.3)

tail = \case Blink -> Blink'; Blink' -> Blink}
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Implementierung der finalen Stream(X)-Algebra InfSeq(X) (siche 2.6):

streamFun :: Stream x (Int -> x)
streamFun = Stream {head = ($0), tail = \s -> s . (+1)}

Die folgenden zwei Funktionen implementieren die Entfaltungen von Elementen einer be-
liebigen Stream(X)-Algebra alg zu Elementen von streamC bzw. streamFun:

unfoldStream :: Stream x list -> list -> StreamC x (siche 8.2)
unfoldStream alg s = head alg s :< unfoldStream alg $ tail alg s

unfoldStreamF :: Stream x list -> list -> Int -> x
unfoldStreamF alg s = \case 0 -> head_ alg s
n -> unfoldStreamF alg (tail_ alg s) $ n-1

Datentyp der DAut(X,Y)-Algebren:

data DAut x y state = DAut {delta :: state -> x -> state,
beta :: state -> y}

Implementierung der finalen DAut(X,Y)-Algebra DTpg(x v):

dAutC :: DAut x y (DAutC x y) (siche 8.2)
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dAutC = DAut {delta = deltaC, beta = betaC}
Implementierung der Acc(Z)-Algebra eo (siche 2.6):

data EO = Esum | Osum deriving Eq
eo :: DAut Int Bool EO
eo = DAut {delta = \case Esum -> f . even; Osum -> f . odd,
beta = (== Esum)}
where £ b = if b then Esum else Osum

Implementierung der finalen DAut(X,Y )-Algebra Beh(X,Y) (siche 2.10):

behFun :: DAut x y ([x] -> y)
behFun = DAut {delta = \f x -> f . (x:), beta = ($ [1)}

Die folgenden zwei Funktionen implementieren die Entfaltungen von Elementen einer be-
liebigen DAut(X,Y )-Algebra alg zu Elementen von Beh(X,Y) baw. DTpaux v):

unfoldDAutF :: DAut x y state -> state —> [x] >y
unfoldDAutF alg s = \case [] -> beta alg s
x:w —> unfoldDAutF alg (delta alg s x) w

unfoldDAut :: DAut x y state -> state -> StateC x y
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DA {deltaC = unfoldDAut alg . delta alg s,
betaC = beta alg s}

unfoldDAut alg s

Nach Abschnitt 2.16 realisieren die initialen Automaten (eo, Esum) und (eo, Osum) die
Verhaltensfunktion even o sum : Z* — 2 bzw. odd o sum : Z* — 2.

Da eo Acc(Z)-isomorph zur Unteralgebra von DT s..zy mit der Trégermenge {esum, osum}
ist (siche 2.8), werden even o sum und odd o sum auch von den initialen Automaten
(DT Ace(zy, esum) und (DT 4.z, osum) realisiert. Es gelten also folgende Gleichungen:

unfoldDAutF eo Esum = even . sum = unfoldDAutF dAutC esum
unfoldDAutF eo Osum = odd . sum = unfoldDAutF dAutC osum

9.2 Datentyp der JavaLight-Algebren (siche Beispiel 4.2 und Java.hs)

data JavalLight commands command sum prod factor disjunct conjunct literal =

JavaLight {seq_ :: command -> commands -> commands,
embed :: command -> commands,
block :: commands -> command,
assign :: String -> sum -> command,
cond :: disjunct -> command -> command -> command,
condl,loop :: disjunct -> command -> command,
sum_ :: prod -> sum,
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plus,minus :: sum -> prod -> sum,

prod :: factor -> prod,

times,div_ :: prod -> factor -> prod,

embedl :: Int -> factor,

var :: String -> factor,

encloseS :: sum -> factor,

disjunct :: conjunct -> disjunct -> disjunct,
embedC :: conjunct -> disjunct,

conjunct :: literal -> conjunct -> conjunct,
embedL :: literal -> conjunct,

not_ :: literal -> literal,

atom :: String -> sum -> sum -> literal,
embedB :: Bool -> literal,

encloseD  :: disjunct -> literal}

Der folgende Datentyp implementiert eine Teilsignatur der abstrakten Syntax von
derec(Javal.ight).

data SumProd sum sumsect prod prodsect factor =

SumProd {sum' :: prod -> sumsect —-> sum,
plus',minus' :: prod -> sumsect -> sumsect,
nilS :: sumsect,
prod' :: factor -> prodsect -> prod,
times',div' :: factor -> prodsect -> prodsect,
nilP :: prodsect}
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Die folgende Funktion implementiert die in Kapitel 4 definierte Erweiterung von JavalLight-
zu derec(JavaLight)-Algebren:

derec :: Javalight sl s2 sum prod factor s3 s4 sb
-> SumProd sum (sum -> sum) prod (prod -> prod) factor
derec alg = SumProd {sum' = \a g -> g $ sum_ alg a,
plus' = \a g x -> g $ plus alg x a,

minus' = \a g x -> g $ minus alg x a,
nilsS = id,

prod' = \a g -> g $ prod alg a,
times' = \a g x > g $ times alg x a,

div' = \a g x -> g $ div_ alg x a,
nilP = id}

9.3 Die Termalgebra von JavaLight

Zunichst wird die Menge der JavaLight-Terme analog zu den T7;.(x) undfthKBL)(the
8.1 bzw. 8.2) durch Datentypen implementiert und zwar jeweils einen fiir jede Sorte von
Javalight:

data Commands Seq (Command,Commands) | Embed Command deriving Show
Block Commands | Assign (String,Sum) |

Cond (Disjunct,Command,Command) | Condl (Disjunct,Command) |

data Command
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Loop (Disjunct,Command) deriving Show
data Sum = SUM Prod | PLUS (Sum,Prod) | MINUS (Sum,Prod) deriving Show
data Prod = PROD Factor | TIMES (Prod,Factor) | DIV (Prod,Factor) deriving Show
EmbedI Int | Var String | EncloseS Sum deriving Show
Disjunct (Conjunct,Disjunct) | EmbedC Conjunct deriving Show
Conjunct (Literal,Conjunct) | EmbedL Literal deriving Show
Not Literal | Atom (String,Sum,Sum) | EmbedB Bool |
EncloseD Disjunct deriving Show

data Factor

data Disjunct

data Conjunct
data Literal

javaTerm :: JavalLight Commands Command Sum Prod Factor Disjunct Conjunct Literal
javaTerm = Javalight {seq_ = curry Seq, embed = Embed, block = Block,
assign = curry Assign, cond = curry3 Cond, condl = curry Condl,
loop = curry Loop, sum_ = SUM, plus = curry PLUS,
minus = curry MINUS, prod = PROD, times = curry TIMES,
div_ = curry DIV, embedI = EmbedI, var = Var,
encloseS = EncloseS, disjunct = curry Disjunct, embedC = EmbedC,
conjunct = curry Conjunct, embedlL = EmbedL, not_ = Not,
atom = curry3 Atom, embedB = EmbedB, encloseD = EncloseD}

curry3 :: ((a,b,c) -=>d) ->a ->b ->c ->d
curry3 f a b ¢ = f(a,b,c)

9.4 Die Wortalgebra von JavaLight
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javaWord ::

javaWord =

JavalLight String Strlng String String String String String String

JavalLight {seq_
embed
block
assign
cond
condl
loop
sum_
plus
minus
prod
times
div_
embedI
var
encloseS
disjunct
embedC
conjunct
embedL
not_
atom
embedB

encloseD

= (++),

id,

\cs > " {"++cs++"}",

\x e —=> x++" = "++et++"; ",
\e ¢ ¢c' -> "if "++e++c++" else'"++c',
\e ¢ -> "if " ++et++c,

\e ¢ -> "while "++e++c,
id,

\e e' => et++'+':e',

\e e' > et++'-"':¢e,

id,

\e e' —> e++'x':e',
\e e' => e++'/':e',

show,

id,

\e > '"('ie++")",

\e e' => e++" || "++e',
id,

\e e' —> e++" && "++e',
id,

\be -> '!':be,

\rel e e' -> e++trel++e’,
show,

\e -> |(|:e++u)u}
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9.5 Das Zustandsmodell von JavaLight (siche 4.9)

type Store = String -> Int

type St a =

rel :: String ->

rel = \case "<"
Il>ll
ng="
ny=n

javaState :: JavalLight (St Store) (St Store) (St Int) (St Int) (St Int) (St Bool)

Int

Store -> a

-> Int
(<)
(>)
(<=)
(>=)
(==
(/=)

-> Bool

(St Bool) (St Bool)

javaState = Javalight {seq_

embed
block
assign

cond
condl
loop
sum_
plus
minus

flip (.),

id,

id,

\x e st -> update st x $§ e st,
cond,

\p £f -> cond p f id,

loop,

id,

1iftM2 (+),

1iftM2 (-),
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prod = id,

times = 1liftM2 (%),
div_ = 1iftM2 div,
embedl = const,
var = flip ($),
encloseS = id,
disjunct = liftM2 (||[),
embedC = 1id,
conjunct = liftM2 (&&),
embedL = 1id,
not_ = (not .),
atom = 1iftM2 . rel,
embedB = const,
encloseD = id}

where 1lift :: (a -=> b -> ¢c) -> (st -> a) -> (st -> b) -> (st -> c)

lift op f g st = f st “op™ g st

cond :: St Bool -> St Store -> St Store -> St Store
cond p f g st = 1if p st then f st else g st

loop :: St Bool -> St Store -> St Store
loop p f st = if p st then loop p f $§ f st else st
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7.B. iibersetzt compile%;‘gf;,ft das JavaLight-Programm

prog = fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;}

in die folgende Zustandstransformation:

trans : Store — Store
store +— Az.if z = x then 0 else if z = fact then store(x)! else store(z)
9.6* Die Ableitungsbaumalgebra von JavaLight

type TS = Tree String

javaDeri :: JavaLight TS TS TS TS TS TS TS TS

javaDeri = Javalight {seq_ = \c ¢' -> F "Commands" [c,c'],
embed = \¢ -> F "Commands" [c],
block = \c -> command [c],
assign = \x e -> command [leaf x,leaf "=",e,leaf ";"],
cond = \e ¢ ¢' -> command [leaf "if",e,c,leaf "else",c'],
cond1 = \e ¢ -> command [leaf "if",e,c],
loop = \e ¢ -> command [leaf "while",e,c],
sum_ = \e -> F "Sum" [e],
plus =\e e' -> F "Sum" [e,e'],
minus = \e e' -> F "Sum" [e,e'],
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prod = \e -> F "Prod" [e],

times = \e e' -> F "Prod" [e,e'],

div_ = \e e' -=> F "Prod" [e,e'],

embedI = \i -> factor [leaf $ show i],

var = \x -> factor [leaf x],

encloseS = \e -> factor [leaf "(",e,leaf ")"],
disjunct = \e e'-> F "Disjunct" [e,leaf "||",e'],
embedC = \e -> F "Disjunct" [e],

conjunct = \e e'-> F "Conjunct" [e,leaf "&&",e'l,
embedL = \e -> F "Conjunct" [e],

not_ = \be -> literal [leaf "!",bel,

atom = \rel e e' -> literal [e,leaf rel,e'],
embedB = \b -> literal [leaf $ show b],
encloseD = \e -> literal [leaf "(",e,leaf ")"]}

where command = F "Command"
factor = F "Factor"
literal = F "Literal"
leaf = flip F []
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9.7 Datentyp der XMLstore-Algebren (siehe Beispiel 4.3 und Compiler.hs)

data XMLstore store orders person emails email items stock suppliers

id =
XMLstore {store :: stock -> store,
storel :: orders -> stock -> store,
orders :: person —-> items -> orders -> orders,
embed( :: person -> items -> orders,
person :: String -> person,
personkE :: String -> emails —-> person,
emails :: emall -> emails -> emails,
none :: emalls,
email :: String -> email,
items :: id -> String -> items -> items,
embedlI :: 1d -> String -> items,
stock :: 1d -> Int -> suppliers -> stock —-> stock,
embedS :: 1d -> Int -> suppliers -> stock,
supplier :: person -> suppliers,
parts :: stock -> suppliers,
id_ :: String -> id}
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10 Attributierte Ubersetzung

Um die Operationen der Zielalgebra einer Ubersetzung induktiv definieren zu konnen,
miissen Tréagermengen oft parametrisiert werden oder die Wertebereiche bereits parametri-
sierter Triagermengen um zusétzliche Komponenten erweitert werden, die zur Berechnung
von Parametern rekursiver Aufrufe des Ubersetzers bendtigt werden. Die Zielalgebra A hat
dann die Form

Ay, X ... x Ay, — Ay X ... XA, (1)

Die Indizes vy, ..., v, und aq, ..., a, heilen vererbte Attribute (inherited attributes)
bzw. abgeleitete Attribute (derived, synthesized attributes) von s. Firalle1 <i <m
und 1 < j < nist A, baw. Ay, die Menge der moglichen Werte des Attributs v; bzw. aj.

Um

Vererbte Attribut(wert)e sind z.B. Positionen, Adressen, Schachtelungstiefen, etc. Abgelei-
tete Attribut(wert)e sind das eigentliche Zielobjekt wie auch z.B. dessen Typ, Grofle oder
Platzbedarf, das selbst einen Wert eines abgeleiteten Attributs bildet.

Gleichzeitig vererbte und abgeleitete Attribute heiflen transient. Deren Werte bilden den
Zustandsraum, der einen Compiler zur Transitionsfunktion eines Automaten macht, dessen
Ein- und Ausgaben Quell- bzw. Zielprogramme sind.
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Kurz gesagt, ergdnzen Attribute einen Syntaxbaum um Zusatzinformation, die erforderlich
ist, um ein bestimmtes Ubersetzungsproblem zu 16sen. In unserem generischen Ansatz sind
sie aber nicht — wie beim klassischen Begriff einer Attributgrammatik — Dekorationen von
Syntaxbdaumen, sondern Komponenten der jeweiligen Zielalgebra.

Nach der Ubersetzung in eine Zielfunktion vom Typ (1) werden alle vererbten Attribute
mit bestimmten Anfangswerten initialisiert. Dann werden die Zielfunktion auf die Anfangs-
werte angewendet und am Schluss das Ergebnistupel abgeleiteter Attributwerte mit m; auf
die erste Komponente, die das eigentliche Zielobjekt darstellt, projiziert.

10.1* Binirdarstellung rationaler Zahlen
(siehe auch Compiler.hs)
konkrete Syntax GG abstrakte Syntax »(G)
rat — nat. | rat0 | ratl mkRat : nat — rat
appO, appl : rat — rat

nat — 0| 1 | nat0 | natl 0,1:1— nat

appl, appl : nat — nat
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Die Zielalgebra A = (A, Op)

A, enthélt neben dem eigentlichen Zielobjekt ein weiteres abgeleitetes Attribut mit Wer-
tebereich @, welches das Inkrement liefert, um das sich der Dezimalwert einer rationalen
Zahl erhoht, wenn an die Mantisse ihrer Bindrdarstellung eine 1 angefiigt wird.

Anat:N Arat:@xQ

OA . Anat 1A . Anat

04 =0 14 =1

CLppOA : Ana,t — Anat app 1A : Anat — Anat
app0(n) = n * 2 appli(n) =n*2 +1

mkRCLt'A : Anat — A/r@t
mkRat*(val) = (val, 1)

@ppOA : Arat — Amt CLpplA : Arat — Arat
app0(val,inc) = (val,inc/2) applA(val,inc)) = (val + inc/2, inc/?2)
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10.2* Strings mit Hoch- und Tiefstellungen

konkrete Syntax G abstrakte Syntax »(G)

string — string box | app : string X box — string
string 1 box | up : string x box — string
string | box | down : string X boxr — string
box mkString : box — string

boxr — (string) | mkBox : string — box
Char embed : Char — box

Die Zielalgebra A = (A, Op)
Astring und Ay, enthalten

e cin vererbtes Attribut mit Wertebereich N2, das die Koordinaten der linken unteren
Ecke des Rechtecks liefert, in das der eingelesene String geschrieben wird,

e neben dem eigentlichen Zielobjekt ein weiteres abgeleitetes Attribut mit Wertebereich
N?, das die Linge sowie - auf eine feste Grundlinie bezogen - Hohe und Tiefe des
Rechtecks liefert.

Astring = Apox = Strings mit Hoch- und Tiefstellungen x N? - N°
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CLPPA : Astr-mg X Apor — Asm-mg
app(f, g)(z,y) = (str str', | +1',max h b/, max t t)
where (str,[, h,t) = f(z,y)
(str' I, h' 1)y =gz +1,y)
up™ - Astring X Apor = Astring
up(f, g)(z,y) = (Strml, l+Uh+h —1,maxt (t' —h+1))
where (str, [, h,t) = f(z,y)
(str’ I, h )y =glx+1L,y+h—1)
down™ = Agring X Apor = Astring
down(f, g)(z,y) = (stryy, | + 1, max h (b —t — 1)t +t —1)
where (str,l, h,t) = f(z,y)
(str',) I,y =gz + 1,y —t+1)
mkString® : Apee — Astring
mkString(f) = f

mkBox™ - Astring = Abox embed? : Char — Apyy
mkBoxA(f) = f emded?(c)(z,y) = (¢, 1,2,0)
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10.3* Ubersetzung regulirer Ausdriicke in erkennende Automaten

Die folgenden Ersetzungsregeln beschreiben die schrittweise Ubersetzung eines reguliren
Ausdrucks (= Reg(BL)-Grundterms) ¢ in einen nichtdeterministischen Automaten, der die
Sprache von t erkennt (siehe 2.12). Die Regeln basieren auf [12], Abschnitt 3.2.3.

Zunéchst wird die erste Regel auf ¢ angewendet. Es entsteht ein Graph mit zwei Knoten
und einer mit ¢ markierten Kante. Dieser wird nun mit den anderen Regeln schrittweise
verfeinert, bis an allen seinen Kanten nur noch Elemente von BL stehen. Dann stellt er den
Transitionsgraphen eines Automaten dar, der ¢ erkennt.
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eps

»a r —»eps

Mit obigen Regeln aus dem reguldren Ausdruck t = (aa* + be(be)*)*
in Wortdarstellung (siehe 2.9) konstruierter Automat,
der die Sprache von t erkennt
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Die Zielalgebra regNDA = (A, Op)

Jede Regel aufler der ersten entspricht der Interpretation einer Operation von Reg(BL) in
folgender Reg(BL)-Algebra.

Ay = (NDAxN* — NDA x N)

Hierbei ist NDA = N — (BL — N*) der Typ nichtdeterministischer erkennender
Automaten mit ganzzahligen Zustinden und Eingaben aus BL.

regNDA, ., enthélt

e den Automaten als transientes Attribut, das mit der Funktion An.\s.e (Automat ohne
Zustandsiiberginge) initialisiert wird,

e zwei vererbte Attribute mit Wertebereich N, die mit 0 bzw. 1 initialisiert werden und
den Start- bzw. Endzustand des Automaten bezeichnen,

e cin transientes Attribut mit Wertebereich N, das mit 2 initialisiert wird und die néchste
ganze Zahl liefert, die als Zustandsname vergeben werden kann.

Die Operationen von Reg(BL) werden von regNDA wie folgt interpretiert:

par’9NDA regNDA, ., x regNDA, ., — regNDA,. .,
par™ 4§, g)(5 5,/ next) = (85, . neat’)

where (§', next’) = f(4, s, ', next)
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seqNPA_ regNDA, ., x regNDA, ., — regNDA, .,
seq"NPA(f. g)(8, s, s, next) = g(0', next, s', next’)

where (', next’) = f(6, s,next, next + 1)

iter™NPA regNDA, ., — regNDA,
iter™NPA(£)(6, 5, s', next) = (addTo(d4)(s)(€)(s'), nexts)

where next; = next + 1

reg

nexty = next; + 1
(01, nexts) = f(0, next, nexty, nexts)
0y = addTo(d1)(s)(€)(next)
03 = addTo(63)(nexty)(e)(next)
04 = addTo(d3)(nexty)(e)(s)
base™NPA - BL — regNDA, .,
base™NPA(D)(8, s, s, next) = (0, next)

VY B € BL\ {0} : base™"PA(B)(6, s, ', next) = (addTo(5)(s)(B)(s'), next)

addTo(8)(s)(z)(s") fiigt die Transition s — s’ zur Transitionsfunktion ¢ hinzu.
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Der durch Auswertung eines reguldren Ausdrucks (= Reg(BL)-Grundterms) in regNDA
erzeugte Automat nda € NDA ist nichtdeterministisch und hat e-Ubergénge. Er lésst sich
wie iiblich in einen deterministischen Potenzautomaten ohne e-Ubergénge transformieren.

Da 0 der Anfangszustand, 1 der Endzustand und auch alle anderen Zustdnde von nda
ganze Zahlen sind, lassen sich alle Zustdnde des Potenzautomaten pow(nda) als Listen
ganzer Zahlen darstellen. pow(nda) ist, zusammen mit seinem Anfangszustand, der e-Hiille
des Anfangszustandes 0 von nda, eine Acc(BL)-Algebra mit Zustandsmenge Z* (siche 2.8):

accNDA :: NDA -> (Acc BL [Int], [Int])
accNDA nda = (Acc {delta = \gs -> epsHull . deltaP gs, beta = elem 1},
epsHull [0])
where deltaP :: [Int] -> BL -> [Int]
deltaP gs x = unionMap (flip nda x) gs
epsHull :: [Int] -> [Int]
epsHull gs = if gs' “subset™ gs
then gs else epsHull $ gs “union” gs'
where gs' = deltaP gs €

regNDA und accNDA sind im Haskell-Modul Compiler.hs implementiert.
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10.4* Darstellung von Termen als hierarchische Listen

Mit folgender JavaLight-Algebra javaList wird z.B. der Syntaxbaum des Programms
fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;}

in die Form einer hierarchischen Liste gebracht:

seq_ assign fact
sum prod embedI 1
nilP
nils
embed loop embedC embedL atom sum prod var x
nilP
nils

sum prod embedI 1
nilP
nils
block seq_ assign fact
sum prod var fact
prodsect =*
var x
nilP
nils
embed assign x
sum prod var x
nilP
sumsect -
prod embedI 1
nilP
nils

Die Triagermengen von javalust enthalten zwei vererbte Attribute vom Typ Bool bzw.
Int.
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Der Boolesche Wert gibt an, ob der jeweilige Teilstring str hinter oder unter den voran-

gehenden zu schreiben ist. Im zweiten Fall wird str um den Wert des zweiten Attributs

eingeriickt.

type BIS

javalList

javalList

Bool -> Int -> String

Javalight BIS BIS BIS BIS BIS BIS BIS BIS

JavalLight {seq_
embed
block
assign
cond
condl
loop
sum_
plus
minus
prod
times
div_
embedI
var
encloseS
disjunct
embedC

indent?2
indentl
indentl
indent2
indent3
indent?2
indent?2
indent1
indent2
indent?2
indentl
indent?2
indent2
indentl
indent1l
indentl
indent?2
indentl

"commands",
"embed",
"block",
"assign"
"COHd",

indentO,

"condl",
"loop",
"sum",
"plus",
"minus",
"prod",
"times",
"div",
"embedI"
"var" indentO,
"encloseS",
"disjunct",
"embedC",

indentO .

show,

2!

1



conjunct = indent2 "conjunct",
embedL = indentl "embedL",
not_ = indentl "not",
atom = indent3 "atom" . indentO,
embedB = indentl "embedB" . indentO . show,
encloseD = indentl "encloseD"}
where indentO x = blanks x []

indentl x f = blanks x [f]

indent2 x f g = blanks x [f,g]

indent3 x f g h = blanks x [f,g,h]

blanks :: String -> [BIS] -> BIS
blanks x fs b n = if b then str else '\n':replicate n ' '++str
where str = case fs of f:fs -> x++' ':g True f++
concatMap (g False) fs

_ > x
gbf=1FfD>b¢ ntlength x+1



10.5 Eine kellerbasierte Zielsprache fiir JavaLight

Der folgende Datentyp liefert die Befehle einer Assemblersprache, die auf einem Keller vom
Typ Z und einem Speicher vom Typ

Store = String — Z

operiert. Letzterer ist natiirlich nur die Abstraktion eines realen Speichers, auf dessen Inhalt
nicht iiber Strings, sondern iiber Adressen, z.B. Kellerpositionen, zugegriffen wird. Eine
solche — realistischere — Assemblersprache wird erst im néchsten Kapitel behandelt.

data StackCom = Push Int | Pop | Load String | Save String | Add |
Sub | Mul | Div | Or_ | And_ | Inv | Cmp String |
Jump Int | JumpF Int

Diese Befehle bilden die Eingaben eines endlichen Automaten, dessen Zustédnde jeweils aus
einem Kellerinhalt, einer Variablenbelegung und der Position des Befehls, den ein Interpreter
der Befehle als ndchsten ausfithrt, bestehen:

type Jstate = ([Int],Store,Int)

Die Bedeutung der einzelnen Befehle ergibt sich aus ihrer Verarbeitung durch folgenden
Interpreter:
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executeCom :: StackCom -> Jstate —-> Jstate
executeCom com (stack,store,n) =

case com of Push a -> (a:stack,store,n+1)
Pop -> (tail stack,store,n+1)
Load x -> (store x:stack,store,n+1)
Save x -> (stack,update store x $ head stack,n+l)
Add -> (atb:s,store,n+1) where a:b:s = stack
Sub -> (b-a:s,store,n+1) where a:b:s = stack
Mul -> (axb:s,store,n+1) where a:b:s = stack
Div -> (b div a:s,store,n+l) where a:b:s = stack
Or_ -> (max a b:s,store,n+l) where a:b:s = stack
And_ -> (axb:s,store,n+l) where a:b:s = stack
Inv -> ((a+1) " mod 2:s,store,n+1) where a:s = stack
Cmp str —-> (c:s,store,n+1)

where a:b:s = stack
c = 1f rel str a b then 1 else O
-—- siehe 9.5
Jump k -> (stack,store,k)
JumpF k  -> (stack,store,if a == 0 then k else n+1)
where a:_ = stack
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Offenbar wird die dritte Zustandskomponente zur Verarbeitung der Sprungbefehle benotigt.

execute :: [StackCom] -> Jstate -> Jstate
execute cs state@(_,_,n) = if n >= length cs then state
else execute cs $ executeCom (cs!!n) state

execute fiihrt Befehlsfolgen aus.

Diese erzeugt ein JavaLight-Compiler durch Interpretation des (abstrakten) Quellprogramms
in der folgenden JavaLight-Algebra javaStack. Deren Tragermengen haben neben dem je-
weiligen Zielcode code ein (vererbtes) Attribut, das die Nummer des ersten Befehls von code
wiedergibt. Dementsprechend interpretiert javaStack alle Sorten von JavalLight durch den
Funktionstyp

.LCom = Int -> [StackCom]

javaStack :: JavalLight LCom LCom LCom LCom LCom LCom LCom LCom
javaStack = JavalLight {seq_ = \c ¢c' lab -> let code = c lab
in codet++c' (lab+length code),

embed id,
block = 1id,
\x e lab -> e lab++[Save x,Pop],

assign



cond = \e c c' lab
-> let code = e lab
labl = lab+length code+l
codel = ¢ labl
lab2 = labl+length codel+1l
code2 = c¢' lab2
exit = lab2+length code2
in code++JumpF lab2:codel++Jump exit:code2,

condl = \e ¢ lab -> let code = e lab
lab' = lab+length code+1l
code' = ¢ lab'

exit = lab'+length code'
in code++JumpF exit:code',

loop = \e ¢ lab -> let code = e lab
lab' = lab+length code+l
code' = c lab'

exit = lab'+length code'+1
in code++JumpF exit:code'++[Jump lab],

sum_ = 1id,
plus = apply2 Add,
minus = apply2 Sub,
prod = id,
times = apply2 Mul,
div_ = apply2 Div,

embedI = \i -> const [Push i],
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var = \x -> const [Load x],

encloseS = id,

disjunct = apply2 Or_,

embedC = id,

conjunct = apply2 And_,

embedL = 1id,

not_ = applyl Inv,

atom = apply2 . Cmp,

embedB = \b -> const [Push $ if b then 1 else 0],
encloseD = id}

where applyl :: StackCom -> LCom -> LCom
applyl op e lab = e lab++[op]

apply2 :: StackCom -> LCom -> LCom -> LCom
apply2 op e e' lab = code++e' (lab+length code)++[op]
where code = e lab



Beispiel 10.6 (Fakultatsfunktion) Steht das JavaLight-Programm
fact = 1; while x > 1 {fact = fact*x; x = x-1;}

in der Datei prog, dann iibersetzt es javaToAlg "prog" 7 (siehe Java.hs) in ein Zielpro-
gramm vom Typ [StackCom] und schreibt dieses in die Datei javatarget ab. Es lautet
wie folgt:

O: Push 1 8: Load "x" 16: Pop

1: Save "fact" 9: Mul 17: Jump 3
2: Pop 10: Save "fact"

3: Load "x" 11: Pop

4: Push 1 12: Load "x"

5: Cmp ">" 13: Push 1

6: JumpF 18 14: Sub

7: Load "fact" 15: Save "x"
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‘ 11 JavaLight4+ = JavaLight 4+ I/O 4+ Deklarationen 4+ Prozeduren

(siehe Java2.hs)

11.1 Assemblersprache mit I/O und Kelleradressierung

Die Variablenbelegung store : String — Z im Zustandsmodell von Abschnitt Assembler-
programme als Javalight-Zielalgebra wird ersetzt durch den Keller stack € Z*, der jetzt
nicht nur der schrittweisen Auswertung von Ausdriicken dient, sondern auch der Ablage von
Variablenwerten unter vom Compiler berechneten Adressen. Weitere Zustandskomponenten
sind:

e der Inhalt des Registers BA fiir die jeweils aktuelle Basisadresse (s.u.),

e der Inhalt des Registers STP fiir die Basisadresse des statischen Vorgéangers des jeweils
zu tibersetzenden Blocks bzw. Funktionsaufrufs (s.u.),

e der schon in Abschnitt 10.5 benutzte Befehlszéhler pc (program counter),

e der Ein/Ausgabestrom io, auf den Lese- bzw. Schreibbefehle zugreifen.

Der entsprechende Datentyp lautet daher wie folgt:

data Jstate = Jstate {stack,io :: [Int], ba,stp,pc :: Int}
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Bei der Ubersetzung eines Blocks b oder Prozeduraufrufs f(es) reserviert der Compiler
Speicherplatz fiir die Werte aller lokalen Variablen des Blocks b bzw. Rumpfs (der Deklara-
tion) von f. Dieser Speicherplatz ist Teil eines b bzw. f(es) zugeordneten Kellerabschnitts
(stack frame, activation record). Dessen Anfangsadresse ist die Basisadresse ba der lo-
kalen Variablen. Die absolute Adresse einer lokalen Variablen x ist die Kellerposition,
an welcher der jeweils aktuelle Wert von x steht. Sie ist immer die Summe von ba und
dem — Relativadresse von x genannten und vom Compiler in der Symboltabelle (s.u.)
gespeicherten — Abstand zum Beginn des Kellerabschnitts.

Wird zur Laufzeit der Block b bzw. — als Teil der Ausfithrung von f(es) — der Rumpf von f
betreten, dann speichert ein vom Compiler erzeugter Befehl die néchste freie Kellerposition
als aktuelle Basisadresse im Register BA.

Der statische Vorginger von b bzw. f(es) ist der innerste Block bzw. Prozedurrumpf,
in dem b bzw. die Deklaration von f steht. Der b bzw. f(es) zugeordnete Kellerabschnitt
beginnt stets mit dem Display, das aus den — nach aufsteigender Schachtelungstiefe geord-
neten — Basisadressen der Kellerabschnitte aller umfassenden Blocke und Prozedurriimpfe
besteht.
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BA aktuelle

Basisadresse

Basisadresse des

Hauptprogramms

)
o
u])

Basisadresse des

direkt unmfassenden

Scopes

Dhsplay
(belegt depth Platze)

Der Compiler erzeugt und verwendet keine ganzzahligen, sondern nur symbolische Adres-

sen, d.h. Registernamen (BA, STP, TOP) oder mit einer ganzen Zahl indizierte (inDexed)

Adressen der Form Dex(adr) (i):

data SymAdr = BA | STP | TOP | Dex SymAdr Int | Con Int

Der Inhalt von TOP ist immer die Adresse der ersten freien Kellerposition.

Die folgende Funktion baseAdr berechnet die jeweils aktuelle (symbolische) Basisadresse:
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baseAdr :: Int -> Int -> SymAdr
baseAdr declDep dep = if declDep == dep then BA else Dex BA declDep

Der Compiler ruft baseAdr bei der Ubersetzung jeder Verwendung einer Variable z auf.
declDep und dep bezeichnen die Deklarations- bzw. Verwendungstiefe von x. Stimmen
beide Werte {iberein, dann ist x eine lokale Variable und die Basisadresse von x steht (zur
Laufzeit) im Register BA.

Andernfalls ist x eine globale Variable, d.h. x wurde in einem Block bzw. Prozedurrumpf
deklariert, der denjenigen, in dem x verwendet wird, umfasst (declDep<dep). Die Ba-
sisadresse von x ist in diesem Fall nicht im Register BA, sondern unter dem Inhalt der
declDep-ten Position des dem Block bzw. Prozedurrumpf, in dem x verwendet wird, zuge-
ordneten Kellerabschnitt zu finden (s.o.).

Die folgenden Funktionen berechnen aus symbolischen Adressen absolute Adressen bzw.
Kellerinhalte:

absAdr,contents :: Jstate -> SymAdr -> Int

absAdr _ (Con i) =1

absAdr state BA = ba state

absAdr state STP = stp state

absAdr state TOP = length $ stack state

absAdr state (Dex BA i) = ba state+i
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absAdr state (Dex STP i) = stp state+i

absAdr state (Dex TOP i) = length (stack state)+i
absAdr state (Dex adr i) = contents state adr+i
contents state (Dex adr i) = s!!(k-1i)

contents

stackPos
stackPos

updState
updState
updState
updState

where (s,k) = stackPos state adr

state adr = absAdr state adr
Jstate -> SymAdr -> ([Int],Int)
state adr = (s,length s-1-contents state adr)

where s = stack state

Jstate —-> SymAdr -> Int -> Jstate
state BA x = state {ba = x}
state STP x = state {stp = x}
state (Dex adr i) x = state {stack = updlList s (k-i) x}

where (s,k) = stackPos state adr

Mit der Anwendung von absAdr oder contents auf eine — evtl. geschachtelte — indizierte

Adresse wird eine Folge von Kelleradressen und -inhalten durchlaufen.
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absAdr liefert die letzte Adresse der Folge, contents den Kellerinhalt an der durch diese
Adresse beschriebenen Position.

Die Zielprogramme von JavaLight+ setzen sich aus folgenden Assemblerbefehlen mit sym-
bolischen Adressen zusammen:

data StackCom = PushA SymAdr | Push SymAdr | Pop | Save SymAdr |
Move SymAdr SymAdr | Add | Sub | Mul | Div | Or_ |
And_ | Inv | Cmp String | Jump SymAdr | JumpF Int |
Read SymAdr | Write

Analog zu Abschnitt 10.5 ist die Bedeutung der Befehle durch eine Transitionsfunktion
executeCom gegeben — die jetzt auch die Sprungbefehle verarbeitet:

executeCom :: StackCom —-> Jstate —-> Jstate
executeCom com state =
case com of

PushA adr -> state' {stack = absAdr state adr:stack state}
Push adr -> state' {stack = contents state adr:
stack state}
Pop -> state' {stack = tail $ stack state}
Save adr —-> updState state' adr $ head $ stack state

Move adr adr' -> updState state' adr' $ contents state adr
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Add
Sub
Mul
Div
Or_
And_
Inv

Cmp rel

Jump adr

JumpF lab

Read adr

Write

where state' =

-> applyOp state' (+)
-> applyOp state' (-)
-> applyOp state' (%)
-> applyOp state' div
-> applyOp state' max
-> applyOp state' (%)
-> state' {stack = (a+1) mod 2:s}
where a:s = stack state
-> state' {stack = mkInt (evalRel rel b a):s}
where a:b:s = stack state
-> state {pc = contents state adr}
-> state {pc = if a == 0 then lab
else pc state+l,
stack = s} where a:s = stack state
-> if null s then state'
else (updState state' adr $ head s)
{io = tail s} where s = io state
-> if null s then state'
else state' {io = io state++[head s]}
where s = stack state
state {pc = pc state+1}
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applyOp :: Jstate -> (Int -> Int -> Int) -> Jstate
applyOp state op = state {stack = op b a:s}
where a:b:s = stack state

execute wird ebenfalls an das neue Zustandsmodell angepasst:

execute :: [StackCom] -> Jstate -> Jstate

execute cs state = 1if curr >= length cs then state
else execute cs $ executeCom (cs!!curr) state
where curr = pc state

11.2 Grammatik und abstrakte Syntax von JavaLight+

JavaLight+ enthélt neben den Sorten von Javalight die Sorten Formals und Actuals
fiir Listen formaler bzw. aktueller Parameter von Prozeduren. Auch die Basismengen von
JavalLight werden iibernommen. Hinzu kommt eine fiir formale Parameter. Sie besteht aus
mit zwei Konstruktoren aus dem jeweiligen Parameternamen und einem Typdeskriptor
gebildeten Ausdruck:

data TypeDesc = INT | BOOL | UNIT | Fun TypeDesc Int | ForFun TypeDesc
data Formal = Par String TypeDesc | FunPar String [Formal] TypeDesc
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FunPar (x) (t) bezeichnet einen funktionalen formalen Parameter, also eine Prozedur-
variable. Sie hat den Typ ForFun(t). t ist hier der Typ der Prozedurergebnisse. Dem-
gegeniiber bezeichnet Fun(t,lab) den Typ einer Prozedurkonstanten mit Ergebnistyp t
und Codeadresse 1ab.

Dementsprechend enthélt JavaLight+ auch die Regeln von Javalight. Hinzu kommen die
folgenden Regeln fiir Ein/Ausgabebefehle, Deklarationen, Prozeduraufrufe und Parameter-
listen. Auflerdem sind jetzt auch Boolesche Variablen und Zuweisungen an diese zugelassen.

Command —  read String; | write EFxpSemi | {Commands} |
TypeDesc String, | TypeDesc String Formals { Commands} |
String = FExpSemi | String Actuals

Formals — () | (Formals'

Formals’ —  Formal) | Formal, Formals'
EzpSemi —  Sum; | Disjunct;

ExpBrac —  Sum) | Disjunct)

EzpComm —  Sum, | Disjunct,

Factor —  String Actuals

Literal —  String | String Actuals
Actuals  — () | (Actuals

Actuals’ —  FEzpBrac | ExpComm Actuals’
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In Beispiel 6.2 wurde begriindet, warum drei verschiedene Sorten fiir Ausdriicke (ExpSemi,
EzpBrac und ExpComm) bendtigt werden. Beim Ubergang zur abstrakten Syntax kénnen
wir die Unterscheidung zwischen den drei Sorten wieder autheben.

Erlaubt man nur JavaLight4+-Algebren A, die Formals durch Formal® und Actuals durch
(Agum + Apisjunct)” interpretieren, dann lautet der Datentyp der JavaLight+-Algebren wie

folgt (siehe Java2.hs):

data JavalLightP commands command exp sum_ prod factor disjunct conjunct literal

formals actuals

JavalightP {seq_
embed
block
assign
applyProc
cond

condl,loop ::
:: String -> command,

read_
write_
vardecl
fundecl
formals
embedS
sum

plus,minus

command -> commands -> commands,
command -> commands,
commands -> command,

11 String -> exp -> command,
:: String -> actuals -> command,
:: disjunct -> command -> command -> command,

disjunct -> command -> command,

;1 exp —> command,
:: String -> TypeDesc -> command,
:: String -> formals -> TypeDesc -> commands ->

[Formal] -> formals,
sum_ —-> exp,

:: prod -> sum,

sum -> prod -> sum,

command ,
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prod

times,div_

embedI
varInt
applyInt
encloseS
embedD
disjunct
embedC
conjunct
embedL
not_
atom
embedB
varBool
applyBool
encloseD
actuals

factor -> prod,

prod -> factor -> prod,

Int -> factor,

String -> factor,

String -> actuals -> factor,

sum_ -> factor,

disjunct -> exp,

conjunct -> disjunct -> disjunct,
conjunct -> disjunct,

literal -> conjunct -> conjunct,
literal -> conjunct,

literal -> literal,

String -> sum_ -> sum_ -> literal,
Bool -> literal,

String -> literal,

String -> actuals -> literal,
disjunct -> literal,

[exp] -> actuals}
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11.3 JavaLight+-Algebra javaStackP (siehe Java2.hs)

javaStackP hat wie javaStack nur eine Tragermenge (ComStack) fiir alle Kommandosorten
sowie eine Tragermenge (ExpStack) fiir alle Ausdruckssorten (auler denen fiir Sektionen):

type ComStack = Int -> Symtab -> Int -> Int -> ([StackCom],Symtab,Int)
type ExpStack = Int -> Symtab -> Int -> ([StackCom],TypeDesc)
type Symtab = String -> (TypeDesc,Int,Int)

Die Symboltabelle (vom Typ Symtab) ordnet jeder Variablen drei Werte zu: Typ,
Schachtelungstiefe ihrer Deklaration, also die Zahl der die Deklaration umfassenden Blocke
und Prozedurriimpfe, sowie eine Relativadresse (s.o.).

Transiente Attribute der Kommandosorten sind die Symboltabelle und die néchste freie
Relativadresse (adr; s.u.).

Weitere vererbte Attribute der Kommando- und Ausdruckssorten sind die néchste freie Be-
fehlsnummer (1ab; s.u.) und die Schachtelungstiefe (depth; s.u.) des jeweiligen Kommandos
bzw. Ausdrucks.

Weitere abgeleitete Attribute der Ausdruckssorten sind der Zielcode und der Typdeskriptor
des jeweiligen Ausdrucks. Die Symboltabelle ist bei Ausdruckssorten nur vererbt.
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Listen formaler bzw. aktueller Parameter werden von javaStackP als Elemente der folgen-
den Tragermengen interpretiert:

type FormsStack = Symtab -> Int -> Int -> ([ComStack],Symtab,Int)
type ActsStack = Int -> Symtab -> Int -> ([StackCom],Int)

Formale Parameter sind Teile von Funktionsdeklarationen. Deshalb haben Listen forma-
ler Parameter Attribute von Kommandosorten: Symboltabelle, Schachtelungstiefe, néchste
freie Relativadresse und sogar zusétzlichen Quellcode (vom Typ [ComStack]), der aus je-
dem funktionalen Parameter eine lokale Funktionsdeklaration erzeugt (siche Ubersetzung
formaler Parameter).

Aktuelle Parameter sind Ausdriicke und haben deshalb (fast) die gleichen Attribute wie
Ausdruckssorten. Anstelle eines Typdeskriptors wird die Lange der jeweiligen Parameter
berechnet. Den Platz von TypeDesc nimmt daher Int ein.

Aktuelle Parameter konnen im Gegensatz zu anderen Vorkommen von Ausdriicken Proze-
durvariablen sein. Der Einfachheit halber iiberpriift unser Compiler nicht, ob diese nur an
Parameterpositionen auftreten, so wie er auch Anwendungen arithmetischer Operationen
auf Boolesche Variablen oder Boolescher Operationen auf Variablen vom Typ Z ignoriert.
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Die Typvertréglichkeit von Deklarationen mit den Verwendungen der deklarierten Variablen
konnte aber mit Hilfe einer Variante von javaStackP iiberpriift werden, deren Tragermengen
um Fehlermeldungen angereichert sind.

Bis auf die Interpretation von Blocken und die Einbindung der o.g. Attribute gleicht die In-
terpretation der Programmkonstrukte von JavaLight in javaStackP derjenigen in javaStack.

An die Stelle der Lade- und Speicherbefehle, die javaStack erzeugt und die zur Laufzeit
Daten von einer Variablenbelegung store : String — 7Z zum Keller bzw. vom Keller nach
store transportieren, treten die oben definierten Lade- und Speicherbefehle, die Daten oder
Kelleradressen zwischen Kellerplatzen hin- und herschieben.

javaStackP :: JavaAlgP ComStack ComStack ExpStack ExpStack ExpStack ExpStack
ExpStack ExpStack ExpStack FormsStack ActsStack

javaStackP = JavalLightP {seq_ = seq_,
embed = 1id,
block = block,
assign = assign,
applyProc = applyProc,
cond = cond,
condl = condl,
loop = loop,
read_ = read_,
write_ = write_,
vardecl = vardecl,
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fundecl = fundecl,

formals = formals,
embedS = id,

sum_ = id,

plus = apply2 Add,
minus = apply2 Sub,
prod = id,

times = apply2 Mul,
div_ = apply2 Div,
embedI =\i _ _ _ -> ([Push $ Con i],INT),
varInt = var,

applyInt = applyFun,
encloseS = id,

embedD = 1id,

disjunct = apply2 Or_,
embedC = id,

conjunct = apply2 And_,
embedL = id,

not_ = applyl Inv,
atom = apply2 . Cmp,
embedB =\b _ _ _ -> ([Push $ Con $ mkInt b],BOOL),
varBool = var,
applyBool = applyFun,
encloseD = 1id,

actuals = actuals}
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where seq_ :: ComStack -> ComStack -> ComStack
seq_ ¢ c' lab st dep adr = (code++code',st2,adr2)
where (code,stl,adrl) = ¢ lab st dep adr
(code',st2,adr2) = c¢' (lab+length code) stl dep adrl

applyl :: String -> ExpStack -> ExpStack
applyl op e lab st dep = (fst (e lab st dep)++[op],INT)

apply2 :: String -> ExpStack -> ExpStack -> ExpStack
apply2 op e e' lab st dep = (codet++code'++[op],td)
where (code,td) = e lab st dep
code' = fst $ e' (lab+length code) st dep

Ubersetzung eines Blocks

block :: ComStack -> ComStack
block c lab st dep adr = (code',st,adr)
where bodylab = lab+dep+3; dep' = dep+l
(code,_,local) = c bodylab st dep' dep'
code' = Move TOP STP:pushDisplay BA dep++Move STP BA:
bodylab: codet++replicate (local-dep') Pop++Save BA:
replicate dep' Pop

pushDisplay :: Int -> SymAdr -> [StackCom]
pushDisplay dep reg = foldr push [Push reg] [0..dep-1]
where push i code = Push (Dex reg i):code
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javaStackP umschliet im Gegensatz zu javaStack bei der Zusammenfassung einer Kommandofolge cs
zu einem Block den Code von cs mit zusétzlichen Zielcode:

Move TOP STP Speichern des Stacktops im Register STP

pushDisplay dep BA Kellern des Displays des umfassenden Blocks und dessen Adresse
Move STP BA Der Inhalt von STP wird zur neuen Basisadresse

code Zielcode fir die Kommandofolge des Blocks

replicate (local-dep') Pop FEntkellern der lokalen Variablen des Blocks

Save BA Speichern der alten Basisadresse in BA

replicate dep' Pop Entkellern des Displays

Ubersetzung einer Zuweisung

assign :: String -> ExpStack -> ComStack
assign x e lab st dep adr = (fst (e lab st dep)++[Save $ Dex ba adrx,Popl],
st,adr)
where (_,declDep,adrx) = st x
ba = baseAdr declDep dep

Zielcodeerlauterung:

code Zielcode fiir den Ausdruck e, der mit einem Befehl zur Kellerung des
aktuellen Wertes von e schliefst

Save $ Dex ba adrx OSpeichern des aktuellen Wertes von e unter der Kelleradresse Dex ba adrx
von x, die sich aus der Basisadresse ba von x und der in der Symboltabelle
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gespeicherten Relativadresse adrx von x ergibt
Pop Entkellern des aktuellen Wertes von e

Ubersetzung von Konditionalen und Schleifen

cond :: ExpStack -> ComStack -> ComStack -> ComStack
cond e ¢ c¢c' lab st dep adr = (code++JumpF lab2:codel++Jump (Con exit):
code2,st2,adr2)
where (code,_) = e lab st dep

labl = lab+length code+1
(codel,stl,adrl) = c labl st dep adr
lab2 = labl+length codel+l
(code2,st2,adr2) = c¢' lab2 stl dep adrl
exit = lab2+length code2

condl :: ExpStack -> ComStack -> ComStack
condl e c lab st dep adr = (code++JumpF exit:code',st',adr')
where (code,_) = e lab st dep
lab' = lab+length code+1
(code',st',adr') = ¢ lab' st dep adr
exit = lab'+length code'

loop :: ExpStack -> ComStack -> ComStack
loop e ¢ lab st dep adr = (code++JumpF exit:code'++[Jump $ Con lab],st',adr')
where (code,_) = e lab st dep
lab' = lab+length code+1
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(code',st',adr') = c lab' st dep adr
exit = lab'+length code'+1

Ubersetzung eines Lesebefehls

read_ :: String -> ComStack
read_ x _ st dep adr = ([Read $ Dex ba adrx],st,adr)
where (_,declDep,adrx) = st x
ba = baseAdr declDep dep

Zielcodeerlauterung;:

Read $ Dex ba adrx Speichern des ersten Elementes ¢ des Fin/Ausgabestroms io unter der
Adresse Dex ba adrx, die sich aus der Basisadresse ba des
Kellerbereichs, in dem x deklariert wurde, und der in der Symboltabelle
gespeicherten Relativadresse adrx von x ergibt. ¢ wird aus io entfernt.

Ubersetzung eines Schreibbefehls

write_ :: ExpStack -> ComStack
write_ e lab st dep adr = (fst (e lab st dep)++[Write,Popl,st,adr)

Zielcodeerlauterung:

code  Zielcode fiir den Ausdruck e, der mit einem Befehl zur Kellerung des aktuellen Wertes
von e schliefst
Write Anhdngen des Wertes von e an den Fin/Ausgabestrom io
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Pop Entkellern des aktuellen Wertes von e
Ubersetzung der Deklaration einer nichtfunktionalen Variable

vardecl :: String -> TypeDesc -> ComStack
vardecl x td _ st dep adr = ([Push $ Con 0] ,update st x (td,dep,adr),adr+1)
Reservierung eines Kellerplatzes fiir Werte von x

AuBerdem triagt vardecl den zum Typ von x gehorigen Typdeskriptor sowie dep (aktuelle Schachte-
lungstiefe) und adr (né#chste freie Relativadresse) unter x in die Symboltabelle ein.

Ubersetzung einer Funktions- oder Prozedurdeklaration

fundecl :: String -> FormsStack -> TypeDesc -> ComStack -> ComStack
fundecl f pars td body lab st dep adr = (code',stl,adr+1)
where codelab = lab+2
stl = update st f (Fun td codelab,dep,adr)
dep' = dep+l
(parcode,st2,_) = pars stl dep' $ -2
coms = foldll seq_ $ parcode++[body]
bodylab = codelab+dep+2
(code,_,local) = coms bodylab st2 dep' dep'
retlab = Dex TOP $ -1
exit = bodylab+length code+local+1l
code' = Push (Con 0):Jump (Con exit):
codelab:  Move TOP BA:pushDisplay dep STP++
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Zielcodeerlauterung:

Push $ Con O
Jump $ Con exit

bodylab: ~ codet++replicate local Pop++[Jump retlab]
ertt:

Reservierung eines Kellerplatzes fiir den Wert eines Aufrufs von f
Sprung hinter den Zielcode

Der Code zwischen codelab und exit wird erst bei der Ausfithrung des Zielcodes eines Aufrufs von f
abgearbeitet (siehe applyFun):

Move TOP BA

pushDisplay dep STP
parcode++[body]
replicate local Pop
Jump retlab

Die ndchste freie Kellerposition wird zur neuen Basisadresse.

Dieser Befehl hat die von fundecl berechnete Nummer codelab

und wird angesprungen, wenn der Befehl Jump codelab

des Zielcodes eines Aufrufs von f ausgefiihrt wird (siehe applyProc).
Kellern des Displays des umfassenden Prozedurrumpfs und dessen Adresse
erweiterter Prozedurrumpf (siehe formals)

Entkellern der lokalen Variablen und des Displays des Aufrufs von f
Sprung zur Ricksprungadresse, die beir der Ausfihrung des Zielcodes

des Aufruf von f vor dem Sprung zur Adresse des Codes von f gekellert wurde,
so dass sie am Ende von dessen Ausfiihrung wieder oben im Keller steht
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Ubersetzung formaler Parameter

formals :: [Formal] -> FormsStack
formals pars st dep adr = foldl f ([],st,adr) pars
where f (cs,st,adr) (Par x td) = (cs,update st x (td,dep,adr'),adr') (1)

where adr' = adr-1
f (cs,st,adr) (FunPar x@('@':g) pars td) = (cs++[c],st',adr') (2)
where adr' = adr-3

st' = update st x (ForFun td,dep,adr')

c = fundecl g (formals pars) td $ assign g $
applyFun x $ actuals $ map act pars

act (Par x _) = var x

act (FunPar (_:g) _ _) = var g

Formale Parameter einer Prozedur g sind Variablen mit negativen Relativadressen, weil ihre aktuellen
Werte beim Aufruf von ¢ direkt vor dem fiir den Aufruf reservierten Kellerabschnitt abgelegt werden.

Eine Variable vom Typ INT (Fall 1) bendtigt einen Kellerplatz fiir ihre aktuelle Basisadresse, eine
Prozedurvariable (Fall 2) hingegen drei:

e cinen fiir die aktuelle Basisadresse, die hier die Anfangsadresse des dem aktuellen Prozeduraufruf
zugeordneten Kellerabschnitt ist,

e cinen fiir die aktuelle Codeadresse und

e cinen fiir die aktuelle Resultatadresse, das ist die Position des Kellerplatzes mit dem Wert des
aktuellen Prozeduraufrufs.
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Der Compiler formal (siehe Java2.hs) erkennt einen formalen Funktions- oder Prozedurparameter
g an dessen Parameterliste pars und speichert diesen unter dem Namen @g. formals erzeugt den
attributierten Code c¢ der Funktionsdeklaration g(pars){g = Qg(pars)} und tibergibt ihn als Teil von
parcode an die Deklaration des statischen Vorgéngers von g (s.u.).

Damit werden g feste Basis-, Code- und Resultatadressen zugeordnet, so dass nicht nur die Aufrufe
von ¢, sondern auch die Zugriffe auf g als Variable korrekt iibersetzt werden koénnen.

Ubersetzung von Variablenzugriffen

var :: String -> ExpStack
var x _ st dep = case td of Fun _ codelab -> ([Push ba,Push $ Con codelab, (1)
PushA $ Dex ba adr],td)
_ -> ([Push $ Dex ba adr],td) (2)
where (td,declDep,adr) = st x
ba = baseAdr declDep dep

Zielcodeerlauterung:

Im Fall (1) ist « ein aktueller Parameter eines Aufrufs e = g(ey, ..., e,) einer Prozedur g, d.h. es gibt
1 <7 < nmit e = x, und z ist selbst der Name einer Prozedur! Im Quellprogramm geht e eine
Deklaration von g voran, deren i-ter formaler Parameter eine Prozedurvariable f ist. f wird bei der
Ausfithrung des Codes fiir e durch z aktualisiert, indem die drei von (siche formals) fiir f reservierten
Kellerpldtze mit den o.g. drei Wertkomponenten von x belegt werden (siehe parcode in applyFun).
Beim Aufruf von  werden die drei Komponenten gekellert:

Push ba Kellern der Basisadresse ba von x
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Push $§ Con codelab  Kellern der Codeadresse codelab von x

PushA $ Dex ba adr Kellern der Resultatadresse Dex ba adr von z, die sich aus der
Basisadresse ba von x und der von fundecl bzw. formals n die
Symboltabelle eingetragenen Relativadresse adr fiir das Resultat von e

erqibt
Im Fall (2) geniigt ein Befehl:

Push $ Dex ba adr Kellern des Wertes von x, der unter der Kelleradresse Dex ba adr steht,
die sich aus der Basisadresse ba von x und der in der von vardecl bzw.
formals in die Symboltabelle eingetragenen Relativadresse adr von x ergibt

Ubersetzung von Prozeduraufrufen

applyFun :: String -> ActsStack -> ExpStack

applyFun f acts lab st dep =
case td of Fun td codelab -> (code ba (Con codelab) $ Dex ba adr, (1)

td)
ForFun td -> (code (Dex ba adr) (Dex ba $ adr+1) (2)
$ Dex (Dex ba $ adr+2) O,
td)

where (td,declDep,adr) = st f
(parcode,parLg) = acts lab st dep
retlab = lab+length parcode+4
ba = baseAdr declDep dep
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code ba codelab result = parcode++Push BA:Move ba STP:

Zielcodeerlauterung:

parcode

Push BA

Move ba STP

Push $ Con retlab
Jump codelab

Push (Con retlab):Jump codelab:
retlab: ~ Pop:Save BA:Pop:replicate parLg Pop++
[Push result]

Zielcode fiir die Aufrufparameter

Kellern der aktuellen Basisadresse

Speichern der Basisadresse von f im Register STP
Kellern der Riicksprungadresse retlab
Sprung zur Codeadresse codelab von f, die von fundecl
berechnet wurde

An dieser Stelle wird bei der Ausfithrung des Zielcodes zunéchst code( f) abgearbeitet (siehe fundecl).

Dann geht es weiter mit:

Pop

Save BA

Pop

replicate parLg Pop
Push result

Entkellern der Riicksprungadresse retlab
Speichern der alten Basisadresse in BA
Entkellern der alten Basisadresse
Entkellern der Aufrufparameter

Kellern des Aufrufwertes

Der Zielcode der Parameterliste acts setzt sich aus dem Zielcode der einzelnen Ausdriicke von acts
zusammen, wobei acts von hinten nach vorn abgearbeitet wird, weil in dieser Reihenfolge Speicherplatz
fiir die entsprechenden formalen Parameter reserviert wurde (siche formals).
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Im Fall (1) geht dem Aufruf von f im Quellprogramm eine Deklaration von f voran, deren Uber-
setzung die Symboltabelle um Eintriage fiir f erweitert hat, aus denen applyFun die Adressen bzw.
Befehlsnummern ba, codelab und result berechnet und in obigen Zielcode einsetzt.

Im Fall (2) ist f eine Prozedurvariable, d.h. im Quellprogramm kommt der Aufruf von f im Rumpf
der Deklaration einer Prozedur g vor, die f als formalen Parameter enthélt.

Der Zielcode wird hier erst bei einem Aufruf von ¢ ausgefiihrt, d.h. nachdem f durch eine Prozedur
h aktualisiert und die von formals fiir f reservierten Kellerplidtze belegt wurden. Der Zielcode des
Aufrufs von f ist also in Wirklichkeit Zielcode fiir einen Aufruf von h. Dementsprechend sind ba die
Anfangsadresse des dem Aufruf zugeordneten Kellerabschnitts und damit

Dex ba adr, Dex ba $ adr+l und Dex ba $ adr+2

die Positionen der Kellerplédtze mit der Basisadresse, der Codeadresse bzw. der Resultatadresse von h.

Folglich kommt applyFun durch Zugriff auf diese Plédtze an die aktuellen Werte von ba, codelab und
result heran und kann sie wie im Fall (1) in den Zielcode des Aufrufs einsetzen.

Damit Push result analog zum Fall (1) nicht die Resultatadresse von h, sondern den dort abgelegten
Wert kellert, muss sie vorher derefenziert werden. Deshalb wird result im Fall (2) auf

Dex (Dex ba $ adr+2) O
gesetzt.

Den Aufruf einer Prozedur p ohne Riickgabewert (genauer gesagt: mit Riickgabewert vom Typ UNIT)
betten wir in eine Zuweisung an p ein:

applyProc :: String -> ActsStack -> ComStack
applyProc f p = assign p . applyFun p
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A

TOP
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Ubersetzung aktueller Parameter

actuals :: [ExpStack] -> ActsStack
actuals pars lab st dep = foldr f ([],0) pars
where f e (code,parLg) = (code++code',parLg+ case td of Fun _ _ -> 3

> 1
where (code',td) = e (lab+length code) st dep

In [30], Kapitel 5, wird auch die Ubersetzung von Feldern und Records behandelt.
Grundlagen der Kompilation funktionaler Sprachen liefert [30], Kapitel 7.
Die Ubersetzung objektorientierter Sprachen ist Thema von 48], Kapitel 5.
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Beispiel 11.4 (Vier JavaLight+-Programme fiir die Fakultédtsfunktion aus Java2.hs)

Int x; read x; Int fact; fact=1;
while x>1 {fact=xxfact; x=x-1;} write fact;

Int f(Int x) {if x<2 f=1; else f=xxf(x-1);}
Int x; read x; write f(x);

f(Int x,Int fact) {if x<2 write fact; else f(x-1,fact*x)}
Int x; read x; f(x,1)

Int f(Int x,Int g(Int x,Int y)) {if x<2 f=1; else f=g(x,f(x-1,8));}
Int g(Int x,Int y) {g=x*y;}
Int x; read x; write f(x,g);

javaToStack "prog" [n] iibersetzt jedes der obigen Programme in eine Befehlsfolge vom

Typ [StackCom], legt diese in der Datei javacode ab und transformiert die Eingabeliste
[n] in die Ausgabeliste [n!].

Der Zielcode des vierten Programms lautet wie folgt:

0: Push (Con 0)
1: Jump (Con 68)
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: Move
: Push
: Push
: Jump
: Move
: Push
: Push
: Push
: Push
: Push
: Move
: Push
: Jump
: Pop

. Save
: Pop

: Pop

: Pop

: Push
: Save
: Pop

: Pop

: Pop

: Jump
: Push

TOP BA begin f
STP

(Con 0)

(Con 26)

TOP BA begin g
(Dex STP 0)

STP

(Dex BA (-4)) Yy

(Dex BA (-3)) T

BA

(Dex (Dex BA 1) (-6)) STP
(Con 15)

(Dex (Dex BA 1) (-5))

BA

(Dex (Dex (Dex BA 1) (-4)) 0)
(Dex (Dex BA 1) 1) g=Qq(z,y)

(Dex TOP (-1)) end g
(Dex BA (-3)) T
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27 :
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44 .
45:
46
47 .
48:
49:
50:
51:

Push (Con 2)

Cmp "<"

JumpF 34

Push (Con 1)

Save (Dex (Dex BA 0) 0)
Pop

Jump (Con 65)

Push BA

Push (Con 6)

PushA (Dex BA 1)
Push (Dex BA (-3))
Push (Con 1)

Sub

Push BA

Move (Dex BA 0) STP
Push (Con 44)

Jump (Con 2)

Pop

Save BA

Pop

Pop

Pop

Pop

Pop

Push (Dex (Dex BA 0) 0)

<2

=1

8 @ @ «

Jgump to f

f(x'Lg)
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52:
53:
54
55:
56:
57:
58:
59:
60:
61:
62:
63:
64 :
65:
66:
67 :
68:
69:
70:
71:
72:
73:
T4 :
75:
76:

Push
Push
Move
Push
Jump
Pop
Save
Pop
Pop
Pop
Push
Save
Pop
Pop
Pop
Jump
Push
Jump
Move
Push
Push
Push
Mul
Save
Pop

(Dex BA (-3))
BA

BA STP

(Con 57)

(Con 6)

BA

(Dex BA 1)
(Dex (Dex BA 0) 0)

(Dex TOP (-1))
(Con 0)

(Con 79)

TOP BA

STP

(Dex BA (-3))
(Dex BA (-4))

(Dex (Dex BA 0) 1)

Jump to g

g([l?,f(ﬁﬁ-],g))
f:g($,f($-],g))

end f

begin g

¥y
g=x"y
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7T
78:
79:
80:
81:
82:
83:
84:
85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:
92:
93:
94
95:
96:
97:
98:

Pop

Jump (Dex TOP (-1))
Push (Con 0)
Read (Dex BA 2)
Push BA

Push (Con 70)
PushA (Dex BA 1)
Push (Dex BA 2)
Push BA

Move BA STP
Push (Con 89)
Jump (Con 2)
Pop

Save BA

Pop

Pop

Pop

Pop

Pop

Push (Dex BA 0)
Write

Pop

end g

read x

8 Q@ @

Jump to f

flz.g)
write f(x,g)
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‘ 12 * Mehrpéissige Compiler

Sei G = (S, Z, BT, R) eine CFG und A = (A, Op) eine ¥(G)-Algebra.
Wir kommen zuriick auf die in Kapitel 12 behandelte Form

Ay X ... x A, — Ay X... XA,

Um

der Tragermengen von A und sehen uns das Schema der Definition einer Operation von A
mal etwas genauer an. O.B.d.A. setzen wir fiir die allgemeine Betrachtung voraus, dass alle
Tragermengen von A miteinander {ibereinstimmen.

Sei ¢ : 8§71 X ... X s — s ein Konstruktor von %(G). Das Schema einer Interpretation
¢t AF — A von ¢ in A offenbar wie folgt:

CA(fb < ey fk?)(xla <. 733771/) — (tla <. 7tn> where (Illa <. 7x1'n,> — f1<t117 S 7t1'm)
: (1)

(p1y oy Tkn) = fr(ter, - o tem)

Hier sind f1,..., fe,Z1,. .., T, Tit, -+ - s Tiny - - Ti1, - - - , Tip PA@rweise verschiedene Va-
riablen und ey, ..., €n, Ti1, - -« s timy - 5 ity - -+ Ll 2(G)-Terme.
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Ist s — wgsiwy ... spw, die Grammatikregel, aus der ¢ hervorgeht, dann wird (1) oft als

Liste von Zuweisungen an die Attribute der Sorten s, s1, ..., s; geschrieben:
S.ay1 ‘= tl ol Sy = tn S1.U1 ‘= tll o S1.U0y = tlm
Sg.U1 =11 .. SpUp = gy
¢ ist genau dann wohldefiniert, wenn fiir alle fi,..., fr, @1,..., 2, (1) eine Losung in A
hat, d.h., wenn es eine Belegung g der Variablen x;1,...,2Z1,, ..., Tkt ..., Ty i A gibt
mit

(9(xi1), -y 9(xim)) = frlg"(Ea)s -, g (Eim))
fiir alle 1 < ¢ < k. Hinreichend fiir die Losbarkeit ist die Zyklenfreiheit der Benutzt-Relation
zwischen den Termen und Variablen von (1). Enthélt sie einen Zyklus, dann versucht man,
die parallele Berechnung und Verwendung von Attributwerten in 7 hintereinander aus-
gefithrte Schritte (“Pésse”) zu zerlegen, so dass in jedem Schritt zwar nur einige Attribute
berechnet bzw. benutzt werden, die Komposition der Schritte jedoch eine dquivalente Defi-
nition von ¢ liefert.

Notwendig wird die Zerlegung der Ubersetzung zum Beispiel dann, wenn die Quellsprache
Deklarationen von Variablen verlangt, diese aber im Text des Quellprogramms bereits vor
ihrer Deklaration benutzt werden diirfen.
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Zerlegt werden miissen die Menge At = {vy, ..., v, a1, ..., a,} aller Attribute in r Teil-
mengen Aty ..., At, sowic jedes (funktionale) Argument f; von ¢, 1 < i < k, in r
Teilfunktionen f1, ..., fI derart, dass die Benutzt-Relation in jedem Pass azyklisch ist.

Um die Benutzt-Relation zu bestimmen, erweitern wir die Indizierung der &ufieren Variablen

bzw. Terme von (1) wie folgt:

CA<f17 ceey fk)(x()la S 737()”[) - (t(k'+1)17 R 7t(k‘+1)n>
Where (33'11, .. ,azln) = fl(t117 .. ,tlm)
‘ (2)

(ks -y Thn) = fe(trrs o tem)

Fiir jeden Konstruktor ¢ und jedes Attributpaar (at, at’) ist der Abhéngigkeitsgraph
depgraph(c)(at,at’) € {0,...,k} x{1,..., k+1}

fir ¢ und (at, at’) wie folgt definiert:
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11<i<m, 1<j<n:at=v; Aat =aq, (at vererbt,at’ abgeleitet)

= depgraph(c)(at, at’) = { é(ov k+1)} falls zo; in t(k+1); vorkommt,

sonst,
1 <i,7<m:at=uv Aat' =v, (at und at’ vererbt)
= depgraph(c)(at,at’) = {(0,s) | 0 < s <k, xp; kommt in ¢,; vor},
11<i<n, 1<j<m:at=a; Nat' = (at abgeleitet, at’ vererbt)
= depgraph(c)(at,at’) ={(r,s) | 0 <r,s <k, x,; kommt in ¢,; vor},
d1<4,5<n:at=a;\al' = aq, (at und at’ abgeleitet)

= depgraph(c)(at,at’) = {(r,k+1) | 0 <r <k, x,; kommt in #4); vor}.
(2) hat genau dann eine Losung in A (die durch Auswertung der Terme von (2) berechnet

werden kann), wenn

o fiir alle Konstruktoren ¢ von 3(G), at, at’ € At und (i, j) € depgraph(c)(at,at’) i < j
gilt.

Ist diese Bedingung verletzt, dann wird At so in Teilmengen Atq, ..., At, zerlegt, dass fiir
alle at,at’ € At entweder at in einem fritheren Pass als at’ berechnet wird oder beide
Attribute in demselben Pass berechnet werden und die Bedingung erfiillen.
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Fir alle 1 < p,q <r, at € At, und at’ € At, muss also Folgendes gelten:
p<qV (p=qAV (i,j) € depgraph(c)(at,at’) : i < j). (3)
Firallel <p<rund1l <i<Eksei

{vig, .- ,vipmp} ={v1,...,om}p N AL, {aj,, ..., ajpnp} ={ay,...,a,} N AL,

T Ay X XA, — Avip1 X .. XAvipmp
(155 Tm) = (T, ,a:ipmp),
I .
T, Ay X X Ay, — Aajp1 X ... anjpnp
(@15 mn) = (@ Thpn)
und f7: AW1 X XAy, —— Aajl X ... x A, die eindeutige Funktion, die das folgende
/ 'p p

Diagramm kommutativ macht:

s
p
Ay X ... XA, —~ A%1 X X Avipmp
f /
t 1
™
Ay X oo X Ay, — Aajp1 X Ay,
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A

Die zu (2) dquivalente Definition von ¢ mit r Péssen lautet wie folgt:

Afr o fe)(@ors - - o, Tom) = a5 - L)

where (z15,,..., 1, ) = Ji(Eriys - Dy, )
' Pass 1
(xkjn’ e 7:Ukj1n1) — fk%(tkiuv e 7tki1m1)
(@115 Ty ) = ST (25 -+ o5 i)
: Pass r
@kjm ceey xkjrnr) = fg(t]ﬂ'rl, R 7tkirmT)

Der LAG-Algorithmus ( Left-to-right- Attributed- Grammar) berechnet die kleinste Zer-
legung von At, die (3) erfiillt, sofern eine solche existiert.

Sei ats = At und constrs die Menge aller Konstruktoren von ¥(G). Ausgehend von der ein-
elementigen Zerlegung [ats| verdndert check_partition die letzten beiden Elemente (curr
und next) der jeweils aktuellen Zerlegung, bis entweder next leer und damit eine Zerlegung
gefunden ist, die (3) erfiillt, oder curr leer ist, was bedeutet, dass keine solche Zerlegung
existiert.

297



least_partition ats = reverse . check_partition [] [ats]

check_partition next (curr:partition) =
if changed

then check_partition next' (curr':partition)
else case (next',curr') of
([J,.) -> curr':partition Zerlegung von ats, die (3) erfiillt

_, 1) >[I FEs gibt keine Zerlequng, die (3) erfiillt.
_ —> check_partition [] (next':curr':partition)

Die aktuelle Zerlegung wird um das Element nextfl erweitert.
where (next',curr',changed) = foldl check_constr (next,curr,False)

constrs

check_constr state ¢ = foldl (check_atpair deps) state
[(at,at') | at <- ats, at' <- ats,

not $§ null $§ deps (at,at')]
where deps = depgraph c

check_atpair deps state atpair = foldl (check_dep atpair) state $

deps atpair
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check_dep (at,at') state@(next,curr,changed) (i,j) =
if at' “elem” curr && ((at “elem”™ curr && i>=j) || at “elem” next)
Die aktuelle Zerlegung next:curr:... verletzt (3).
then (at':next,curr minus’ [at'],True)
atfl wird vom vorletzten Zerlegungselement (curr) zum letzten (next) verschoben.
else state
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13 Funktoren und Monaden in Haskell

Typen und Typvariablen h6herer Ordnung

Wiéhrend bisher nur Typvariablen erster Ordnung vorkamen, sind Funktoren und Mona-
den Instanzen der Typklasse Functor bzw. Monad, die eine Typvariable zweiter Ordnung
enthalt. Typvariablen erster Ordnung werden durch Typen erster Ordnung instanziiert wie
z.B. Int oder Bool. Typvariablen zweiter Ordnung werden durch Typen zweiter Ordnung
instanziiert wie z.B. durch den folgenden:

data Tree a = F a [Tree a] | V a

Demnach ist ein Typ erster Ordnung eine Menge und ein Typ zweiter Ordnung eine Funk-
tion von einer Menge von Mengen in eine — i.d.R. andere — Menge von Mengen: Tree bildet
jede Menge A auf eine Menge von Baumen ab, deren Knoteneintrage Elemente von A sind.

Funktoren

Die meisten der in Abschnitt 5.1 definierten Funktoren sind in Haskell standardmafig als
Instanzen der Typklasse Functor implementiert:
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class Functor f where fmap :: (a ->b) > f a ->fb
newtype Id a = Id {run :: a} Identitatsfunktor
instance Functor Id where fmap h (Id a) = Id $ h a
instance Functor [ ] where fmap = map Listenfunktor
data Maybe a = Just a | Nothing Ausnahmefunktoren
instance Functor Maybe where

fmap £ (Just a) = Just $§ f a

fmap _ _ = Nothing
data Either e a = Left e | Right a
instance Functor Either e where

fmap f (Right a) = Right $ f a
fmap _ e = e
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instance Functor ((->) state) where Leserfunktor
fmap f h=f . h

instance Functor ((,) state) where Schreiberfunktor
fmap f (st,a) = (st,f a)

newtype State state a = State {runS :: state -> (a,state)}
newtype StateT state m a = StateT {runST :: state -> m (a,state)}

instance Functor (State state) where Zustandsfunktoren
fmap f (State h) = State $§ (\(a,st) -> (f a,st)) . h

instance Monad m => Functor (StateT state m) where
fmap f (StateT h) = StateT $§ (>>= \(a,st) -> return (f a,st))

Anforderungen an die Instanzen der Typklasse Functor:

Fiir alle Mengen a,b,c, f :a— bund g : b — c,

fmap 1id = 1id
fmap (f . g) = fmap f . fmap g
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Monaden

Monad ist eine Unterklasse von Functor:

class Functor m => Monad m where

return :: a -> m a Einheit n
(>>=) ::ma->(a->mb) ->mb bind-Operatoren
(>>) ::ma->mb->mb
fail :: String -> m a Wert @m Fall eines Matchfehlers
m > m' = m >>= const m'
instance Monad Id where return = Id Identitdtsmonade

Id a >>=f = f a

instance Monad [ ] where return a = [al Listenmonade
(>>=) = flip concatMap
fail _ = []
instance Monad Maybe where return = Just Ausnahmemonaden
Just a >>=f = f a
e >>= _ = e
fail _ = Nothing
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instance Monad (Either e) where return = Right
Right a >>=f = f a
e >>= _ = e

instance Monad ((->) state) where return = const Lesermonade
(h >= f) st = f (h st) st

class Monoid a where Schreibermonade
mempty :: a; mappend :: a -> a -> a

Anforderungen an die Instanzen von Monoid:

(a “mappend™ b) “mappend” ¢ = a “mappend’ (b “mappend” c)
mempty “mappend’ a = a
a “mappend  mempty = a

instance Monoid state => Monad ((,) state) where
return a = (mempty,a)
(st,a) >>= f = (st “mappend” st',b) where (st',b) = f a
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instance Monad (State state) where Zustandsmonaden
return a = State $ \st -> (a,st)
State h >>= f = State $ (\(a,st) -=> runS (f a) st) . h

instance Monad m => Monad (StateT state m) where
return a = StateT $ \st -> return (a,st)
StateT h >>= f = StateT $ (>>= \(a,st) -> runST (f a) st) . h

Hier komponiert der bind-Operator >>= zwei Zustandstransformationen (h und dann f)
sequentiell. Dabei liefert die von der ersten erzeugte Ausgabe die Eingabe der zweiten.

Monaden-Kombinatoren

sequence :: Monad m => [m a] -> m [a]
sequence (m:ms) = do a <- m; as <- sequence ms; return $ a:as
sequence _ = return []

sequence(ms) fithrt die Prozeduren der Liste ms hintereinander aus. Wie bei some(m)
und many(m) werden die dabei erzeugten Ausgaben aufgesammelt.

Die do-Notation fiir monadische Ausdriicke wurde in Kapitel 6 eingefiihrt.
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sequence_ :: Monad m => [m a] ->m ()
sequence_ = foldr (>>) $ return ()

sequence_(ms) arbeitet wie sequence(ms), vergisst aber die erzeugten Ausgaben.

Die folgenden Funktionen fiithren die Elemente mit map bzw. zipWith erzeugter Prozedur-
listen hintereinander aus:

mapM :: Monad m => (a -> m b) -> [a] -> m [b]
mapM f = sequence . map f

mapM_ :: Monad m => (a -=>m b) -> [a] > m (O
mapM_ f = sequence_ . map f

lift M2 liftet eine zweistellige Funktion f : A — (B — C) zu einer Funktion des Typs
M(A) — (M(B) — M(C)):

1iftM2 :: Monad m => (a -> b ->c) ->ma->mb->mc
1iftM2 f ma mb = do a <- ma; b <- mb; return $ f a b

lift M2 gehort zum ghe-Modul Control . Monad.
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Wir werden im folgenden Kapitel eine auf die Implementierung von Compilern zugeschnit-
tene Unterklasse von Monad einfiithren, die Bedingungen nicht nur an die Menge state der

Zustande (die dort den moglichen Compiler-Eingaben entsprechen), sondern auch an die
eingebettete Monade m stellt.
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14 Monadische Compiler

State state a
state -> (a,state)

state = internal

system states
‘\\\SW‘IIIIHI’

total
functions

StateT state m a
state -> m (a,state)

Maybe IT =

m

m= 1 ]
part_|al multivalued
functions ﬂ functions
type Input (Either String) _
= (Pos,String) type Input [ ] = String

compilers
returning a target
object or an error
message

compilers
returning
a list of target
objects

StateT (Input m) m a
Input m -> m (a,Input m)
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Sei G = (5,7, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG, X = Z U BT und M eine Compi-
lermonade (siche Kapitel 5). Ein LL-Compiler

compileq = (compiles : X* — M<A>>A€Algz((;)7

genauer gesagt: die von compileq verwendeten Transitionsfunktionen
trans? : X* — M(A, x X*), se€ SUZUBT, A € Algs g

(siehe Kapitel 5) lielen sich als Zustandsmonaden vom Typ TransM(String)(M) implemen-
tieren. Oft erfordern die Ubersetzung oder auch die Ausgabe differenzierter Fehlermeldungen
zuséatzliche Informationen iiber die Eingabe wie z.B. Zeilen- und Spaltenpositionen von Zei-
chen des Eingabetextes, um Syntaxfehler den Textstellen, an denen sie auftreten konnen,
zuzuordnen. Den Eingabetyp auf String zu beschrinken ist dann nicht mehr adaquat.

Deshalb implementieren wir M als Instanz folgender Unterklasse von Monad:

class Monad m => Compiler m where

type Input m :: *
errmsg :: Input m -> m a
empty :: Input m -> m Bool
ht :: Input m -> m (Char, Input m)
(erstes Eingabezeichen, Resteingabe)
plus rrma->ma->ma
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Compiler verlangt einen von der Monade m abhéngigen Eingabetyp erster Ordnung.
Eine Typklasse mit Typkomponenten wird auch Typfamilie genannt.

errmsg behandelt fehlerhafte Eingaben. empty priift, ob die Eingabe leer ist. Wenn nicht,
dann liefert ht das erste Zeichen der Eingabe und die Resteingabe. plus wir durch die
parallele Komposition & von M instanziiert (siehe Kapitel 5).

Die Compiler selbst werden dann als Bilder von
type Trans m = StateT (Input m) m

implementiert.

Zwei Instanzen der Typklasse Compiler

Fiir mehrere korrekte Ausgaben, aber nur eine mogliche Fehlermeldung:

instance Compiler [ ] where
type Input [ ] = String
errmsg _ = []
empty = return . null
ht (c:str) = [(c,str)]
plus = (++)
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Fiir hochstens eine korrekte Ausgabe, aber mehrere mdogliche Fehlermeldungen:

type Pos = (Int,Int)

instance Compiler (Either String) where
type Input (Either String) = (Pos,String)
errmsg (pos,_) = Left $ "error at position "++show pos
empty = return . null . snd
ht ((i,j),c:str) = Right (c, (pos,str)) where
pos = if ¢ == '\n' then (i+1,1)
else (i,j+1)

Left "plus™ m

m
m “plus” _ = m

Hier sind die Eingaben vom Typ (Pos,String). Am Argument ((4,j),c:str) von ht erkennt
man, dass, bezogen auf die gesamte Eingabe, ¢ in der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht.
Folglich ist pos im Wert Right (c,(pos,str)) von ht((i,j),c:str) die Anfangsposition des
Reststrings str.

Scheitert ein Compiler dieses Typs, dann ruft er errmsg mit der Eingabeposition auf, an
der er den Fehler erkannt hat, der ihn scheitern lief3.
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14.1 Compilerkombinatoren

runC :: Compiler m => Trans m a -> Input m -> m a
runC comp input = do (a,input) <- runST comp input
b <- empty input
if b then return a else errmsg input

runC(comp)(input) fithrt den Compiler comp auf der Eingabe input aus und scheitert,
falls comp eine nichtleere Resteingabe zuriicklasst.

cplus :: Compiler m => Trans m a -> Trans m a -> Trans m a
StateT f “cplus™ StateT g = StateT $§ 1iftM2 plus f g

csum :: Compiler m => [Trans m a] -> Trans m a
csum = foldrl cplus

some, many :: Compiler m => Trans m a -> Trans m [a]
some comp = do a <- comp; as <- many comp; return $ a:as
many comp = csum [some comp, return []]

some(comp) und many(comp) wenden den Compiler comp auf die Eingabe an.
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Akzeptiert comp ein Prifix der Eingabe, dann wird comp auf die Resteingabe angewendet
und dieser Vorgang wiederholt, bis comp scheitert.

Die Ausgabe beider Compiler ist die Liste der Ausgaben der einzelnen Iterationen von comp.

some(comp) scheitert, wenn bereits die erste Iteration von comp scheitert. many(comp)
scheitert in diesem Fall nicht, sondern liefert die leere Liste von Ausgaben.

cguard :: Compiler m => Bool -> Trans m ()
cguard b = if b then return () else StateT errmsg

Sind (1), (4) und (5) erfiillt, dann gelten die folgenden semantischen Aquivalenzen:

do cguard True; ml; ...; mn st dquivalent zu do ml; ...; mn
do cguard False; ml; ...; mn st dquivalent zu mzero

14.2 Monadische Scanner

Scanner sind Compiler, die einzelne Symbole erkennen. Der folgende Scanner sat(f) erwar-
tet, dass das Zeichen am Anfang des Eingabestrings die Bedingung f erfiillt:

sat :: Compiler m => (Char -> Bool) -> Trans m Char
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sat f = StateT $ \input -> do b <- empty input
let err = errmsg input
p@(c,_) <- if b then err else ht input
1if £ ¢ then return p else err

char :: Compiler m => Char -> Trans m Char
char chr = sat (== chr)

nchar :: Compiler m => String -> Trans m Char
nchar chrs = sat ("notElem” chrs)

Darauf aufbauend, erwarten die folgenden Scanner eine Ziffer, einen Buchstaben bzw. einen
Begrenzer am Anfang des Eingabestrings:

digit,letter,delim :: Compiler m => Trans m Char
digit = csum $ map char ['0'..'9"']

letter = csum $ map char $§ ['a'..'z']J++['A'..'2"]
delim = csum $ map char " \n\t"
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Der folgende Scanner string(str) erwartet den String str am Anfang des Eingabestrings:

string :: Compiler m => String -> Trans m String
string = mapM char

Die folgenden Scanner erkennen Elemente von Standardtypen und iibersetzen sie in ent-

sprechende Haskell-Typen:

bool :: Compiler m => Trans m Bool
bool = csum [do string "True"; return True,
do string "False"; return False]

nat,int :: Compiler m => Trans m Int
nat = do ds <- some digit; return $ read ds
int = csum [nat,
do char '-'; n <- nat; return $ -n]

Kommas trennen die Argumente von csum.

identifier :: Compiler m => Trans m String
identifier = 1iftM2 (:) letter $ many
$ nchar "Q{}<>=1&|+-*/"

., \n\t"
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relation :: Compiler m => Trans m String
relation = csum $ map string $ words "<= >= < > == [|="

token(comp) erlaubt vor und hinter dem von comp erkannten String Leerzeichen, Zeilen-
umbriiche oder Tabulatoren:

token :: Compiler m => Trans m a -> Trans m a
token comp = do many delim; a <- comp; many delim; return a

tchar = token . char
tstring = token . string
tbool = token bool
tint = token int

tidentifier = token identifier
trelation = token relation

14.3 Monadische LL-Compiler

Sei G = (S, Z, BT, R) eine LL-kompilierbare CFG, X = ZU|J BT, G' = (5", Z, BT, R')
die daraus gebildete nicht-linksrekursive CFG, M eine Compilermonade, A = (A, Op) eine
Y (G)-Algebra und s € SU Z U BT.
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Wir implementieren
compileéljs c X — M(Ay)
(siehe Kapitel 6) wie folgt: Sei S = {s1,..., sk}

compile_G :: Compiler m => Alg sl...sk -> Input m -> m s
compile_G = runC . trans_s

Compiler fiir B € Z U BT werden vorausgesetzt:
trans_B :: Compiler m => Alg sl1...sk -> Trans m B

Seien s € S’ und 11, ..., 7, die Regeln von R’ mit linker Seite s, r1 = (s — e1...¢€,) und
{il,...,ik}:{l <i1<n | GZ'ES/UBT}.

trans_s :: Compiler m => Alg sl...sk -> Trans m s
trans_s alg = csum [try_rl,...,try_rm] where
try_rl = do al <- trans_el alg

an <- trans_en alg
return $ f_r1 (derec alg) a_il ... a_ik
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Beispiel

Aus der abstrakten Syntax der Grammatik SAB von Beispiel 4.5 ergibt sich die folgende
Haskell-Implementierung der Klasse aller %(SAB)-Algebren:

data SAB s ab=S8AB {f_1 :: b ->s, £2 :: a->s, £.3 :: s,
f4 :: s->a, £f.5 :: a->a-> a,
f6::s->b, £7 :: b ->b ->D,}

Nach obigem Schema liefern die Regeln

rn=8—>aB, =5 —bA, 1r3=5 —c¢,
ri=A—>aS rs=A—bAA r¢=B —bS, r=B — aBB

von SAB die folgende Haskell-Version der Transitionsfunktionen des LL-Compilers von Bei-
spiel 6.1 fiir die Sorten von SAB:

transS :: Compiler m => SAB s a b -> Trans m s

transS alg = csum [do char 'a'; c <- transB alg; return $ f_1 alg c,
do char 'b'; c <- transA alg; return $ f_2 alg c,
return $ £_3 alg]
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transA :: Compiler m => SAB s a b -> Trans m a
transA alg = csum [do char 'a'; c <- transS alg; return $ f_4 alg c,
do char 'b'; c <- transA alg; d <- transA alg
return $§ £_5 alg c d]

transB :: Compiler m => SAB s a b -> Trans m b
transB alg = csum [do char 'b'; ¢ <- transS alg; return $ f_6 alg c,
do char 'a'; ¢ <- transB alg; d <- transB alg
return $ £_7 alg c d]

char'a' und char'b' sind die Transitionsfunktionen fiir das Terminal a bzw. b.

In Compiler.hs steht dieser Compiler zusammen mit der Zielalgebra SA Bcount von Beispiel
4.5. Fiir m = Maybe und alle w € {a,b}* und i, j € N gilt

compilesap(SABcount)(w) = Just(i, j)

genau dann, wenn ¢ und j die Anzahl der Vorkommen von a bzw. b in w ist. EI
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14.4 Generischer JavaLight-Compiler (sieche Abschnitt 9.2 und Java.hs)

compJava :: Compiler m => Javalight sl s2 s3 s4 sb s6 s7 s8 -> Trans m sl
compJava alg = commands where
alg' = derec alg
commands = do ¢ <- command
csum [do cs <- commands; return $ seq_ alg c cs,
return $ embed alg c]
command = csum [do tstring "if"; e <- disjunctC; c¢ <- command
csum [do tstring "else"; c¢' <- command
return $ cond alg e c c',
return $ condl alg e c],
do tstring "while"; e <- disjunctC; c <- command
return $ loop alg e c,
do tchar '{'; cs <- commandsC; tchar '}'
return $ block alg cs,

do x <- tidentifier; tchar '='; e <- sum_
tchar ';'; return $ assign alg x e]
sum_ = do e <- prod; f <- sumsect; return $ sum' alg' e f

sumsect = csum [do op <- csum $ map tchar "+-"
e <- prod; f <- sumsect
return $§ if op == '+' then plus' alg' e £
else minus' alg' e f,
return $ nilS alg']
prod = do e <- factor; f <- prodsect; return $ prod' alg' e f
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prodsect = csum [do op <- csum $ map tchar "x/"
e <- factor; f <- prodsect
return $§ if op == '*' then times' alg' e f
else div' alg' e f,
return $ nilP alg']
factor = csum [do i <- tint; return $ embedI alg i,
do x <- tidentifier; return $ var alg x,
do tchar '('; e <- sum_; tchar ')'
return $ encloseS alg e]
do e <- conjunctC
csum [do tstring "||"; e' <- disjunctC
return $ disjunct alg e e',
return $ embedC alg el
conjunctC = do e <- literal
csum [do tstring "&&"; e' <- conjunctC
return $§ conjunct alg e e',
return $ embedL alg el
literal = csum [do b <- tbool; return $ embedB alg b,
do tchar '!'; e <- literal; return $ not_ alg e,
do e <- sum_; rel <- trelation; e' <- sum_
return $§ atom alg rel e e',
do tchar '('; e <- disjunctC; tchar ')'
return $ encloseD alg el

disjunctC

Der ensprechende Compiler fiir Javalight+ (siehe Kapitel 13) steht hier.
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14.5 Korrektheit und Testumgebung des JavaLight-Compilers
Sei Store = String — 7, State = Z* x Store,

comS = {Commands, Command},
expS = {Sum, Prod, Factor},
bexpS = {Disjunct, Conjunct, Literal},

und javaState = (A,Op) und javaStack = (B,Op’) wie im Abschnitt 9.5 bzw. 10.5
definiert. Dann gilt fiir alle Sorten s (der linksrekursiven Version) von JavaLight:

Store —o— Store falls s € comsS,
A, = Store — 7 falls s € exps,

Store — 2 falls s € bexpS,
B, = 7Z — StackCom™.

Formal ist die semantische Korrektheit von compJava durch die Kommutativitéit folgender
Instanz des Diagramm (1) am Anfang von Kapitel 5 gegeben:

OldjavaStack
TE(JavaLight) f %jCLUCLStCLCk
folg/wvastate (2) evaluate
javaState y — Mach = State —— State
encode
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Folgende Definitionen von encode bzw. evaluate machen (2) kommutiativ:

Fiir alle f € As, g € By, stack € Z* und store € Store,

encode,( f)(stack, store)

evaluatey(g)(stack, store) =

( (stack, f(store))

(f(store) : stack, store)

undefiniert

falls s € comS

und f(store) definiert ist,
falls s € expS U bexpS
und f(store) definiert ist,
sonst,

<;T1, 7o) (execute(g(0))(stack, store, 0))

(2) beschreibt u.a. folgende Zusammenhénge zwischen compJava(javaStack) und dem In-

terpreter evaluate der Zielsprache:

e Sei com ein JavaLight-Programm einer Sorte von com.S. Wird com von comp.Java(Ziel)

in die Befehlsfolge cs iibersetzt und beginnt die Ausfiithrung von cs im Zustand state,

dann endet sie in einem Zustand, dessen Speicherkomponente mit der Speicherkompo-
nente von encode(compJava(Sem)(com))(state) iibereinstimmt.

e Sei exp ein JavaLight-Programm einer Sorte von expS U bexpS. Wird exp von
compJava(Ziel) in die Befehlsliste ¢s iibersetzt und beginnt die Ausfithrung von ¢s im
Zustand state, dann endet sie in einem Zustand, dessen oberstes Kellerelement mit dem
obersten Kellerelement von encode(compJava(Sem)(exp))(state) iibereinstimmt.
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Laut Kapitel kommutiert (2), wenn Mach eine Javalight-Algebra ist und encode und
evaluate JavaLight-homomorph sind. Dieses Ziel wird in Abschnitt 17.2 verfolgt.

Eine Testumgebung fiir Ubersetzungen des JavaLight-Compilers in die JavaLight-Algebren
der Kapitel 9 und 10 liefert die Funktion javaToAlg(file) von Java.hs, die ein Quellpro-
gramm vom Typ commands aus der Datei file und in die jeweilige Zielalgebra tiberfiihrt.

javaToAlg(file)(5) und javaToAlg(file)(6) starten nach jeder Ubersetzung eine Schleife,
die in jeder Iteration eine Variablenbelegung einliest und die sich aus dem jeweiligen Zielcode
entsprechenden Zustandstransformation darauf anwendet.

Eine Testumgebung fiir Ubersetzungen des JavaLight+-Compilers in die JavaLight+-Algebra
javaStackP von Kapitel 11 liefert die Funktion javaToStack(file) von Java2.hs, die ein
Quellprogramm vom Typ commands aus der Datei file und nach javaStackP iiberfiihrt.
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14.6 Generischer XMLstore-Compiler (siche Compiler.hs)

compXML :: Compiler m => XMLstore sl s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 -> Trans m sl

compXML alg = storeC where

storeC

stock'

ordersC

order

personC

emailsC

emailC

do

do

do

do

do

tstring "<store>"
csum [do stck <- stock'; return $ store alg stck,
do ords <- ordersC; stck <- stock'
return $ store0 alg ords stck]
tstring "<stock>"; stck <- stockC
tstring "</stock>"; tstring "</store>"; return stck
(p,is) <- order
csum [do os <- ordersC
return $§ orders alg p is os,
return $ embed0 alg p is]
tstring "<order>"; tstring '"<customer>"
p <- personC; tstring "</customer>"
is <- itemsC; tstring "</order>"; return (p,is)
tstring "<name>"; name <- text; tstring "</name>"
csum [do ems <- emailsC
return $ personE alg name ems,
return $ person alg name]

csum [do em <- emailC; ems <- emailsC

do

return $ emails alg em ems,
return $ none alg]
tstring "<email>"; em <- text; tstring "</email>"
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return $§ email alg em
do (id,price) <- item
csum [do is <- itemsC; return $ items alg id price is,

itemsC

return $ embedI alg id price]
item = do tstring "<item>"; id <- idC; tstring "<price>"
price <- text; tstring "</price>"
tstring "</item>"; return (id,price)

stockC do (id,qty,supps) <- igs
csum [do is <- stockC
return $ stock alg id qty supps is,
return $ embedS alg id qty supps]

igs = do tstring "<item>"; id <- idC; tstring "<quantity>"
gty <- tint; tstring "</quantity>"
supps <- suppliers; tstring "</item>"
return (id,qty,supps)

suppliers = csum [do tstring "<supplier>"; p <- personC
tstring "</supplier>"; return $ supplier alg p,
do stck <- stockC; return $ parts alg stck]
idC = do tstring "<id>"; t <- text; tstring "</id>"
return $ id_ alg t
text :: Compiler m => Trans m String

text = do strs <- some $ token $ some $ nchar "< \n\t"
return $ unwords strs
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15 * Rekursive Gleichungen

Rekursive Gleichungssysteme

Sei O = (5,C) eine konstruktive und DY = (S, D) eine destruktive Signatur. Dann
nennen wir U = (C3, DY) eine Bisignatur. Eine Menge

E = {dc(xy,...,x,,) =tic|cier X ---xe,, »s€C,d:s—eec D}

von Y-Gleichungen (siehe Kapitel 3) mit folgenden Eigenschaften heifit rekursives W-
Gleichungssystem:

o Fiiralled € D und ¢ € C, free(tq.) C {x1,..., 2.}
e (' ist die Vereinigung disjunkter Mengen C4 und C.

o ['iir alle d € D, ¢ € ('} und Teilterme du von 24, ist u eine Variable und ¢4, ein Term
ohne Elemente von C5.

o Fiir alle d € D, ¢ € (Y, Teilterme du und Pfade p (der Baumdarstellung) von ¢4,
besteht © aus Destruktoren und einer Variable und kommt auf p héchstens einmal ein
Element von C5 vor.
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Induktive Losungen

Sei O = (S5, C) eine konstruktive Signatur, F ein rekursives W-Gleichungssystem und A
eine CY-Algebra.

Eine induktive Losung von F in A ist eine X-Algebra, deren CY-Redukt mit A iiber-
einstimmt und die E erfiillt.

Lambeks Lemma Seis € S.

(1) Sei{ci:e1—=8,...,cpn:e,—= st ={c:e—= s €C|s =s} Die Summenextension
[, ..., 2] ist bijektiv. Es gibt also eine Funktion

At Ay = A+ Al

€En

LA Ao JA _ & A o[ A Al
mit [cf', ..., ] 0 df = ida, und d o e, ... cp| = ida, 4ot a,,-

’n n

(2) Sei{d;:s1 —e1,...,d1:s, > e} ={d:s —ee D]|s =s} DieProduktexten-
sion (d{!, ..., d?) ist bijektiv. Es gibt also eine Funktion

Al XX A, — A,

mit ¢t o (di, ..., dY) =ida, und (df},... d3) oct = (A, % x Ag, -
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Satz 15.1 Sei Cs leer und A eine initiale CY-Algebra. Dann hat E genau eine induktive
Losung in A.

Beweis. Siehe [35], Theorem INDSOL. a

Beispiel 15.2 (C'Y = Reg(BL); siche 2.4 und 2.5) Sei X = J BL,

DY, = ({reg}, {2, X}, {max,*x:2x2—>2}u{ € B: X —-2| Be€ BL},
{6 :reg — reg™, B :reg — 2})

und VU = (Reg(BL), D). Dann bildet die Menge BRE der Brzozowski-Gleichungen von
Abschnitt 3.6 ein rekursives W-Gleichungssystem, das in der initialen Reg(BL)-Algebra
T'reg(pr) die in Abschnitt 2.10 durch Bro(BL) definierte induktive Losung A hat.

Nach Satz 15.1 ist A die einzige induktive Losung von BRE in Trey(pr)- EI

Weitere Induktionsverfahren, mit denen Eigenschaften kleinster Relationen bewiesen werden
und die nicht nur auf initiale Algebren anwendbar sind, werden in meinen LVs iiber Logisch-
Algebraischen Systementwurf behandelt.
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Coinduktive Losungen

Sei F ein rekursives W-Gleichungssystem und A eine DY-Algebra.

Eine coinduktive Losung von F in A ist eine Y-Algebra, deren DY-Redukt mit A
ibereinstimmt und die £ erfiillt.

Satz 15.3 Sei A eine finale D3-Algebra. Dann hat E genau eine coinduktive Losung in
A, die zur Y-Algebra erweiterte Termalgebra Tey, erfiillt £ und es gilt

unfolde> = fold*.

Beweis. Siehe [36], Theorem COINDSOL or [35], Theorem RECFUNS3, EI

Beispiel 15.4

Sei U = (Reg(BL), DY) die Bisignatur von Beispiel 15.2, > = Reg(BL) U DY und A die
Y-Algebra mit A|peqpr) = Lang(X) und A|jqx) = P(X).

A erfiillt das rekursive W-Gleichungssystem BRE von Abschnitt 3.6 und ist daher nach
Satz 15.3 die einzige coinduktive Lésung von BRE in P(X).
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Da y : P(X*) — 2% (siehe 2.10) S-homomorph ist, wird BRE auch von der Bildal-
gebra y(A) erfiillt. Nach Satz 15.3 ist x(A) die einzige coinduktive Losung von BRE in
X(P(X)) = Beh(X,2) und gelten die Gleichungen

fold* 9 X) — yunfold®°BY) . Bro(BL) — P(X),

fold™? = unfold®*PL) . Bro(BL) — Beh(X,2).

Sei t € Tregpr) und v = fold Reqword(B L)(t). Im Haskell-Modul Compiler.hs entspricht der
Erkenner fold 2 (t) baw. unfold®*PL)(t) dem Aufruf regToAlg "" v n mit n = 1 baw.
n = 3. Er startet eine Schleife, die nach der Eingabe von Wortern w fragt, auf die der Er-
kenner angewendet werden soll, um zu priifen, ob w zur Sprache von ¢ gehort oder nicht. [

Entscheidende Argumente im Beweis von Satz 15.3 entstammen dem Beweis von [41], Thm.
3.1, und [42], Thm. A.1, wo rekursive Stream(X)-Gleichungen fiir Stromkonstruktoren
untersucht werden (siehe auch [10], Anhdnge A.5 and A.6).

Analoge Ergebnisse erhilt man fiir weitere destruktive Signaturen wie z.B. unendliche
Bindrbaume ([43], Thm. 2), nichtdeterministische Transitionssysteme [3], Mealy-Automaten
9], nebenléufige Prozesse [13, 39, 14] und formale Potenzreihen (|41], Kapitel 9).

Hierbei wird oft von der traditionellen Darstellung rekursiver Gleichungssysteme als struktu-
rell-operationelle Semantikregeln (SOS) ausgegangen, wobei “strukturell” und “operatio-
nell” fiir die jeweiligen Konstruktoren bzw. Destruktoren steht.
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2.B. lauten die Gleichungen von BRE als SOS-Regeln wie folgt:

base(B) LI Az.ite(x € B,base({e}), base(D))

5 5 5 5
t—t, u—u t—t, u—u

par(t,u) LN Ax.par(t'(x), o (x)) seq(t,u) LN Azx.par(seq(t'(x),u),
ite(B(t), u'(x), base(()))

t st
iter(t) LN \x.seq(t'(z),iter(t))  base(B) 7, ite(B=1,1,0)

th,u&n th,uLn

par(t, u) SN max{m,n}  seq(t,u) e msn iter(t) 50

Im Gegensatz zur operationellen Semantik besteht eine denotationelle Semantik nicht aus
Regeln, sondern aus der Interpretation von Konstruktoren und Destruktoren in einer Alge-
bra.
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In der Kategorientheorie werden rekursive Gleichungssysteme und die Beziehungen zwischen
ihren Komponenten mit Hilfe von distributive laws und Bialgebren verallgemeinert
(siehe z.B. [44, 16, 11, 14]).

15.5 Cotermbasierte Erkenner reguliarer Sprachen

Unter Verwendung der Haskell-Darstellung von Cotermen als Elemente des rekursiven Da-
tentyps StateC(x)(y) (siche 8.2) machen wir DTy (x) zur Reg(BL)-Algebra regA und
zwar so, dass regA mit £(x(Lang(X)) tibereinstimmt, wobei £ : Beh(X,Y) — DTy, den
DAut(X,Y )-Isomorphismus von Beh(X,Y') nach DTy, bezeichnet (siche Beispiel 2.15).

Fir alle B € BL, f,g: X — DT sc(x), b,c € 2und t € DT y..(x),

base™(B) = StateC(\z.if x € B then base™(1) else base™(())
(if B=1then 1 else0),
par"4(StateC(f)(b), StateC(g)(c)) = StateC'(Az.par™(f(x), g(x)))(max{b, c}),
seq"(StateC(f)(1), StateC(g)(c)) = StateC(Ax.parTegA(36((]7";1‘)1%]”)(:5), StateC'(g)(c)),
g(z)))(c),
seq"(StateC(f)(0),t) = StateC(A\x.seq™(f(x),1))(0),
iter™4(StateC(f)(b)) = StateC(Ax.seq"(f(z),iter™(StateC(f)(b))))(1).

Sei U = (Reg(BL), DZ) die Bisignatur von Beispiel 15.2, ¥ = Reg(BL)U DY und A die
Y-Algebra mit A|peqpry = Lang(X) und A|acx) = DT ace(x).-
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Da das rekursive U-Gleichungssystem BRFE (siehe Abschnitt 3.6) von A erfiillt wird und y
P(X*) — 2% (siehe 2.10) und € X-homomorph sind, wird das rekursive W-Gleichungssystem
BRE von Abschnitt 3.6 BRE auch von der Bildalgebra £(x(A)) erfiillt.

Nach Satz 15.3 ist £(x(A)) die einzige coinduktive Losung von BRE in
f(X(P(X))) = g(Beh(Xa 2)) - DTACC(X))
und gilt die Gleichung
fold™ = unfold?PL) . Bro(BL) — DT gcc(x)-
Aus der Eindeutigkeit von unfold®PL) der Ace(X)-Homomorphie von y und € (s.o.) und
(1) in Abschnitt 2.6 erhalten wir
unfold P PL) = ¢ o y o unfold?*PY) = ¢ o y o fold X, (3)

Sei t € Tregpr)- Wegen (3) realisiert der initiale Automat (Bro(BL),t) den Ace(X)-
Coterm &(x(fold* ™) (1)),

Sei t € Thegpry und v = fold Regwerd(B L>(t). Im Haskell-Modul Compiler.hs entspricht der
Erkenner unfold? 4« (fold™4(t)) dem Aufruf regToAlg "" v 2. Dieser startet eine
Schleife, die nach der Eingabe von Wortern w fragt, auf die der Erkenner angewendet
werden soll, um zu priifen, ob w zur Sprache von t gehort oder nicht.
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‘ 16 * Iterative Gleichungen

Sei ¥ = (9, F) eine konstruktive Signatur und V' eine endliche S-sortige Menge von “Va-
riablen”. Eine S-sortige Funktion

E: V= T2<V)
heifit iteratives Y-(zleichungssystem, falls das Bild von £ keine Variablen enthéilt.

Sei A = (A, Op) eine Y-Algebra und AV die Menge der S-sortigen Funktionen von V' nach
A.

g:V—=Alést F in A, wenn g* o F/ = g gilt.

Lemma 16.1 ([35], Lemma ITER (iii).)
Sei reduce : Ts,(V') — Tx(V') eine Funktion mit
g* oreduce = g* (1)
fiir alle g : V — A. Dann gilt
g* o (reduce o E*)" = ¢* (2)

fiir alle Losungen g : V — A von E in A und n € N.
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16.2 Das iterative Gleichungssystem einer CFG
Sei G = (S, Z, BT, R) eine CFG und fiir alle s € S sei
rights ={w € (SUZUBT)" | s > w € R}.
G induziert das iterative Reg(BL)-Gleichungssystem
Eq S = Tregsr)(S),

das jede Sorte s € S auf den reguldaren Ausdruck abbildet, der sich wie folgt aus right;
ergibt:

Eols) = w falls right, = {w},
G\ par(wy, ..., wy) falls rights = {wq, ..., wi}, k> 1,
wobei fiir alle n > 1, e, eq,...,e, € SUZUBT und ty,...,t, € Theyr)(S).
e = e,
er...e, = seqler, ... e,),

par(ty, ..., t,) fur par(ty,par(te,...,par(t,_1,t,)...)) steht,
seq(ty, ... t,) fir seq(ti,seq(ts,...,seq(t,_1,t,)...)) steht.

Wir nennen Eq das Gleichungssystem von G.
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Satz 16.3 (Fixpunktsatz fiir CFGs) Sei X = ZU|JBT.

(i) Die Funktion sol : S — Lang(X) mit solg(s) = L(G), fur alle s € S 16st Eg in
Lang(X).

Sei g S — P(X7) eine Losung von Eg in Lang(X).

(ii) Die S-sortige Menge Sol mit Sol, = g(s) fiir alle s € S ist Tragermenge einer
>.(G)-Unteralgebra von Word(G).

(iii) Firalle s € S, solg(s) C g(s), m.a.W.: die Sprache von G ist die kleinste Losung
von Eg in Lang(X).

Beweis. Sei g : V' — Lang(X), s € S, {ry,...,r} =rights, 1 <i <k, r, = (s = w;)
und
dom(fri) =€i1 X ... X Ejp,.

Dann gibt es s1,...,s, € SUZU BT mite;...e, = w,; und

g* (@) = g*(er &) = g*(seq(er, . . ., &) = seq”™ X (g*(e1), . . ., g*(&n))
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Beweis von (i).
solg(s) = L(G)s = fold "™ (T )
= Ui {fold W”d(G)(fn( B) | € To()enxcen }
= UL A fold 705 () € Ty s, }
= UL £ <fodeZO£??§lmi (To(@y i xean)) = Uiy £ LGy woxen,)
= UL 1f7~5V”d<G>< L(G)ey -+ L(G)e,, )
~ UZ L E N (solg (@) - - - ol (@)
L Ui:1 solg,(w;) = par

= sol}(par(wy, ..., wg)) = sol/(Eq(s)).

Also ist solg = sol}, o Eg und damit eine Losung von Eg in Lang(X).

Beweis von (ii). Zu zeigen: Fiir alle 1 < ¢ < k,
FrE) (8ol - Sol,,, ) € Sols. (2)
Nach Definition von Sol gilt Sol.,; = g*(e;;) fiir alle 1 < j < n;.

el
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Beweis von (2).

fWord (S leﬂ - SOlemi) _ frljford(G)<g*(€—i1) o g*(emi))

1 — * (7 * — —
Y g+ € UL, ¢* (@) = parkmX) (g*(w1), . .., ¢* (W) = g*(par(wy, . .., W)
Def. Eq

g*(Ea(s)) = g(s) = Sol..

Beweis von (iii). Nach Satz 3.2 (3) ist L(G) = foldWOTd(G)(TZ(G)) die kleinste ¥(G)-

Unteralgebra von Word(G). Wegen (ii) gilt demnach L(G)s C Sol, fiir alle s € S, also
solg(s) = L(G)s C Sols = g(s). -

16.4 Beispiele Sei X = {a, b}.

1. Sei G = ({A, B}, X,0,{A — BA, A — a, B— b}). Eg ist wie folgt definiert:

Eq(A) = par(seq(A, B),a),
Eq(B) = b.

Die einzige Losung g von Eg in Lang(X) lautet:

g9(A) ={b;"-{a},  g(B)={b}.
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2. Sei G = SAB (siche Beispiel 4.5). E¢ ist wie folgt definiert:
Eq(S) = par(seq(a, B), seq(b, A), eps)
Eq(A) = par(seq(a,S), seq(g, A, A)),
Eq(B) = par(seq(b,S), seq(a, B, B)).

Die einzige Losung g von Eg in Lang(X) lautet:

9(8) = {w e X* | #a(w) = #b(w)},
9(A) = {w e X* | #a(w) = #b(w) + 1},
9(B) = {w e X" | #a(w) = #b(w) — 1},
Andererseits ist g mit g(5) = g(A) = g(B) = X keine Losung von F¢ in Lang(X), weil

a einerseits zu g(S) gehort, aber nicht zu

9" (Ec(S)) = g*(par(seq(a, B), seq(b, A))) = ({a} - g(B)) U ({b} - g(A)).

Beide Grammatiken sind nicht linksrekursiv. Deshalb haben ihre Gleichungssysteme nach
Satz 16.8 (s.u.) jeweils genau eine Losung in Lang(X). EI
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16.5 Von Erkennern regulirer Sprachen zu Erkennern kontextfreier Spra-
chen

Sei X2 = (S, F) eine konstruktive Signatur und V' eine S-sortige Menge.
Yy =ae (S, FU{ing: Vs —s|seS}).

Lemma 16.6
oy V' — Ty, bezeichnet die Substitution mit oy (z) = inx fiir alle . € Vy und s € S.
Fiir alle Xy -Algebren A gilt
(inh)* = fold* o ot - T5(V) — A,

wobei in? = (inl 1 V, = A,).es.
Beweis. Wir zeigen zunéchst

fold™* o oy = in™. (3)
Beweis von (3). Sei s € S und z € X,. Da fold" - Ty, — A mit in, vertréglich ist, gilt

fold*(oy(z)) = foZdA(inS ) = in’(x).

Aus (3) folgt (in?)* = (fold* o oy)* stz 2101 f 1d4 o o EI
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Sei G = (5,7, BT, R) eine nicht-linksrekursive CFG und reduce die in Abschnitt 3.5
beschriebene Reduktionsfunktion fiir regulére Ausdriicke.

Dann gibt es fiir alle s € S kg,ng > 0, Bs1,...,Bspn, € ZU BT und Reg(BL)-Terme
ts1y. .., tsn, Uber S mit

(reduce O Eéy)ks(S) = paT(SeQ(Bs,la ts,l)a SRR SeQ(BS,TLSJ ts,ns)) (4)

oder

(reduce o E5)"(s) = par(seq(Bs1,ts1), - - -, 5€q(Bsp,, ton,), €DS). (5)

Seps bezeichne die Menge aller Sorten von .S, die (5) erfiillen.

Sei Reg(BL) die Erweiterung von Reg(BL) um die Menge S der Sorten von G als weitere
Basismenge und den Konstruktor in =g i,y 1 S — reg als weiteres Operationssymbol.

Sei DY wie in Beispiel 15.2 definiert, Vg = (Reg(BL)', DY) und ¥ = Reg(BL) U DY,
Mit den Notationen von (4) und (5) erhalten wir das folgende rekursive W g-Gleichungssystem:
rec(Eq) = {0(in(s)) = A\x.cé(par(ite(x € By 1,ts1,base(D)), ...,
ite(x € By p,,tsn,,base(())))) | s € S} U
{B(in(s)) = 1| s € Seps} U
{Blin(s) = 0 | s € S\ Supe}.
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Satz 16.7

Sei X = ZUUUBT, g : S — Lang(X) eine Losung von Eg in Lang(X) und A, die

Y-Algebra mit Ag|peqpr) = Lang(X), Ayl acx) = P(X) und infg = g, fur alle s € S.

A, erfiillt das rekursive Ug-Gleichungssystem rec(Eq).
Bewess.
Zu zeigen ist, dass fiir alle t =t' € rec(Eg) und h: V. — A, h*(t) = h*(t) gilt.
Seih:V = A, Firalles € S,

B (in(s)) = in9(s) = g(s) = g"(s) “""= " g"((reduce o E5)"(s))
Lemma 16.6 liefert

g* = (in)* = fold" o 0% : Tregr)(S) — A.

Gehort s nicht zu Seps, dann gilt

g*((reduce o E¢,)*(s)) = g*(par(seq(Bs 1, tsa), - - - s€q( B, tsn,)))

= par's(seq's(Bo ", g (b)) - seq (B, g (ta,)

= U2y (Bsi - 0" (t54),
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also
B (8(in(s))) = §49(h*(in(s))) < 64 (g*((reduce o Eg)¥(s)))
= (U (Bus - " () = AUy (Bu - 9" (002)) @)
P \rfw € X | aw € UL (B - ¢*(t)))
= r{w e X* |z € By, we g*(ts;), 1 <i<n}
= \e. U {w € X* |z € By;, w € g*(ts)}
= r. U2 {w € X* | if x € By, then w € g*(ts;) else w € O}
= \x. U2, (if x € By, then g*(ts;) else )
= . U, (if © € By, then g*(ts;) else base (D))
= \x.|U:?,(if x € By, then g*(ts;) else g*(base(()))
= \x.J*, g*(ite(x € By, s, base()))
= Az.g*(par(ite(x € Bs1,ts1,base(D)),. .. ite(x € By, tsn,, base(D))))
= g “(Az.par(ite(x € Bga,ts1,base(D)),. .. ite(x € By, tsn,, base(D))))
= f 1% (o5 (Ax.par(ite(x € Byy, ey, base((Z))) ..yite(x € By, tsn,, base(0)))))
= h*(ot(Ax.par(ite(x € Bs1,ts1,base(D)),. .. ite(x € By, tsn,, base(D)))))
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und
B*(B(in(s))) = B (h*(in(s))) L BA9(g* ((reduce o E)¥(s)))
D g, (Bus - g* (1)) 2L 0 = o(0).

Gehort s zu Sgps, dann gilt
g*((reduce o E%)s(s)) = g*(par(seq(Bsa, ts1), - - - 5€q(Bsn,, tsn,), €PS))
= pars(seqs (EAg,g*(ts 1)), Squg(mAg,g*(t&ns), eps?s)) (9)
= U2 (Bsi - g (ts4)) U {e},
also
h*(5(’m( ) = 64 (B (in(s))) 2 6% (g*((reduce o E)*(s)))
5AA(U 1(Bgi - g*(ts0)) U {e}) = Ae.6% (Ui (Bsi - g7(ts0) U {e}) (@)
P N {w e X [ aw € U (B - 0° (1) U{e})
—)x {we X* | 2w € Uzzl( i 9 (tsi))}
wie_gben h*(oé&(Ax.par(ite(x € Bga,ts1,base(D)),. .., ite(x € Bsp,, tsn,, base(()))))
und
B*(Blin(s))) = B A(h*(in(s))) 2 5’49519*((7“6@060 Eg)*(s)))
D (U (B g () U {ed) "= 1= o), 2
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Satz 16.8 Ay, ist die einzige coinduktive Losung von £/ = BRE U rec(Eq) in P(X).

Proof. Nach Satz 16.3 (i) ist solg eine Losung von Eg in Lang(X). Also wird rec( E¢g) nach
Satz 16.7 von Ay, erfiillt. Nach Beispiel 15.4 wird auch BRE von A, erfiillt. Folglich
ist Ao, nach Satz 15.3 die einzige Losung von F in P(X). -

Da y : P(X*) — 2% (siehe 2.10) und die Bijektion & : 2% — DT,y von Beispiel 2.15
>-homomorph sind, wird £ auch von den Bildalgebren x(Asq,) und £(x(Asa,,)) erfiillt.

Folglich ist x(Aso,) bzw. £(X(Asol,)) nach Satz 15.3 die einzige coinduktive Lésung von E
in X(P(X)) = Beh(X,2) baw. £(x(P(X))) = &(Beh(X,2)) = DTax)

Satz 16.9 solg ist die einzige Losung von Eg in Lang(X).

Beweis. Sei sol eine weitere Losung von Eg in Lang(X). Dann sind nach Satz 16.7 sind
Ago, und Ay coinduktive Losungen von E in P(X). Nach Satz 16.8 stimmen sie mitein-
ander iberein. Also sind auch solgs und sol gleich. 4

rec(Eq) legt folgende Erweiterung des Brzozowski-Automaten Bro(BL) zur Reg(BL)-
Algebra Bro(BL)" nahe:
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Fir alle s € S,

5P BL) (in(s)) = Ax.o%(par(ite(z € By, t,y, base(D)),. .. ite(x € By, ton,, base(D)))).
5BTO(BL)/<Z'H<S>) = if s € Seps then 1 else 0.

Sei Lang (X )/ = AsolG\Reg(BL)’; regB = X(Asolg)|Reg(BL)’a r 6914’ =& (X(Asolg))|Reg(BL)’ und
>, = Reg(BL)" U DX

Bro(BL)" stimmt mit der zur 3-Algebra erweiterten Termalgebra Tr.qpry liberein (siche
Satz 15.3). Demnach gelten die Gleichungen

foldLang(X): = unfoldBm(BL): . Bro(BL) — P(X), (10)
fold™? = unfold®*PL)" . Bro(BL) — Beh(X,?2), (11)
foldregA/ = unfoldBm(BLy : Bro(BL)" — DT a(x), (12)

}_l

was die Acc(X)-Homomorphie der drei Faltungen impliziert.

Bro(BL)', regB’ und regA’ sind in Compiler.hs durch accT rules, regB rules bzw. regh
rules implementiert. Hierbei ist rules eine Liste der Regeln von G. Alle drei Algebren-
Implementierungen verwenden die Funktion eqs rules, die o o Eg berechnet.
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Sei s € S. Die obigen Definitionen von 65°BL) (in(s)) baw. SEBL) (in(s)) sind in der
Implementierung von accT rules von Bro(BL)" durch die Gleichungen
EIBLY (in(s)) = 6BV (03 Ee(s))

, , ’ 13
BIBE (in(s)) = BPPH (o (Eg(s))) "

realisiert. Wegen der Nicht-Linksrekursivitdt von G garantiert Haskells lazy evaluation,
dass fiir jeden Reg(BL)Y-Grundterm ¢ die Reduktionen von §5BL) (¢) und gBoBLY (¢)
mit Hilfe von BRE und (13) terminieren und die gewiinschten Ergebnisse liefern.

Wie ldsst sich die zugrundeliegende Eindeutigkeit der Losung von (13) in den “Variablen”
§B(BL) o im und BB”’(BLV o 1n nachweisen?

Aus (10), der Eindeutigkeit von unfold” o(BL) ynd unfold®rB D" yund der Acc(X)-Homo-
morphie von y und & folgt

unfOZdBTO(BL)’ _ X o ’U,’ﬂ,fOldBrO(BL)/ _ X o fOldLang(X)/7

also auch
unfoldBro(BL) _ € oy o UﬂfOldBm(BL) _ 5 oy OfOZchmg(X) .
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Also erkennt fiir alle Reg(BL)-Grundterme ¢ der initiale Automat (Bro(BL)',t) die Spra-
che fold™ ™)' (¢) von ¢ (im Sinne von Abschnitt 2.6) und realisiert den Ace(X)-Coterm
f(x(foldLang(X)/(t))) (im Sinne von Kapitel 20). Fiir Reg(BL)-Grundterme ¢ haben wir das
bereits in Beispiel 15.4 bzw. Abschnitt 15.5 gezeigt.

Zuséatzlich erhalten wir fur alle s € S:
unfold®* L) (in(s)) 2 foldbams) (in(s)) = infms(X) () = sola(s) = L(Q),.  (14)

Also erkennt der initiale Automat (Bro(B L)', in(s)) die Sprache von G, realisiert also deren
charakteristische Funktion:

unfold """ (in(s)) = x(unfold”" P (in(s))) = X(L(G),). (15)
und den entsprechenden Ace(X )-Coterm:
unfold®™ B (in(s)) = €(x (unfold™ Y (in(s)))) ‘2 €(X(L(G)).  (16)
Daraus folgt
in™B'(s) = fold™*s" (in(s)) & unfoldBm(BLY('n(s)) @ V(L(G),), (17)

i (s) = fold Y (in(s)) 2 unfold®* BV (in(s)) "2 (W(L(G).).  (18)
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regB’ regA’

Die durch (17) und (18) gegebenen Definitionen von in"™"” bzw. in"™*" sind in den Imple-

mentierungen regB rules von regB’ und regA rules von regA’ durch die Gleichungen

/ /
in"98" = fold"™" o o5 o Eg,

/ 19
anggA fOldT(igA o O-:g' o EG ( )

realisiert.

Wieder garantiert Haskells lazy evaluation wegen der Nicht-Linksrekursivitdt von G, dass
fir jeden Reg(BL)-Grundterm ¢ die Reduktionen von fold™? (t) und fold @ (t) mit
Hilfe der induktiven Definition von fold"? bzw. fold™* und (19) terminieren und die

gewiinschten Ergebnisse liefern.

Wie lédsst sich die zugrundeliegende Eindeutigkeit der Losung von (19) in den “Variablen”

regB’ regA’

m und in nachweisen?

Seit € Thregpry und v = foldTegword(BL) (). Im Haskell-Modul Compiler.hs entspricht der
Erkenner fold"” /(t), unfold” 4c(x) (foldregA,(t)) bzw. unfold?*? L)/(t) dem Aufruf

regToAlg file v n

mit n =1, n = 2 bzw. n = 3, wobei die Datei file die Regeln von G enthélt. Der Aufruf
startet eine Schleife, die nach der Eingabe von Wortern w fragt, auf die er angewendet
werden soll, um zu priifen, ob w zu L(G); gehort oder nicht.
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17 * Interpretation in stetigen Algebren ‘

Eine Menge A ist halbgeordnet, wenn es eine Halbordnung, also eine reflexive, tran-
sitive und antisymmetrische bindre Relation auf A gibt. Eine Teilmenge {a; | ¢ € N} von
A heifit w-Kette, wenn fir alle 2 € N a; < a;,1 gilt.

Fine halbgeordnete Menge A heifit w-CPO (w-complete partially ordered set), wenn A
ein bzgl. < kleinstes Element | und Suprema | |,_ a; aller w-Ketten {a; | i € N} von A
enthéalt.

Fiir jede Menge A liefert die flache Erweiterung, A, =;4; A+ {L}, einen w-CPO: Die
zugrundeliegende Halbordnung < ist

{(a,b) € A |a= 1 Va=D>}.

Der w-CPO der partiellen Funktionen von A nach B
Fiir alle f,g: A —— B,

f<g <a def(f) S def(g) NV acdef(f): fla)=gla)

Die nirgends definierte Funktion ) : A —o— B mit def(Q2) =4 0 ist das kleinste
Element von A —— B bzgl. <.
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Jede w-Kette fo < f1 < fo < ... von A —— B hat das folgende Supremum: Fiir alle
a € A,

(L] )@ =a

€N

{ fila) falls 3i € N : a € def(f,),

undefiniert sonst.

Ein Produkt A; x - - - x A,, von n w-CPOs wie auch die Menge A” aller Funktionen von einer
Menge B in einen w-CPO A bilden selbst w-CPOs: Die Halbordnungen auf Ay, ..., A, bzw.
A werden — wie im Abschnitt Kongruenzen und Quotienten beschrieben — zur Halbordnung
auf A; x --- x A, bzw. AP geliftet.

Das kleinste Element von A; x --- x A, ist das n-Tupel der kleinsten Elemente von
Ay, ..., A, Mr.L ist das kleinste Element von A”, wobei L das kleinste Element von
B ist.
Suprema sind komponenten- bzw. argumentweise definiert: Fiir alle w-Ketten
apg = (Cloyl,...,ao,n) S a; = (a171,...,a1’n) S as S ... von A1 X o X An,
|_| Qi =def (|_| Ai0y .-y |_| ai,n)- (2)
ieN ieN ieN

Fiir alle w-Ketten fo < f1 < fo < ... von B4 und a € A,

(L] £i)@) =aer | ] fila). (3)

1€N €N



Seien A, B halbgeordnete Mengen. Eine Funktion f : A — B ist monoton, wenn fiir alle
a,b e A gilt:
a<b = fla) < f(b).

f ist strikt, wenn f das kleinste Element 1 4 von A auf das kleinste Element 1 5 von B
abbildet. Ist A ein Produkt, dann bildet eine strikte Funktion f nicht nur 1 4, sondern jedes
Tupel von A, das ein kleinstes Element enthélt, auf L g ab.

Seien A, B w-CPOs. f ist w-stetig (w-continuous), wenn f(| |, ai) = [ |,y f(a;) fiir alle
w-Ketten {a; | i € N} von A gilt.

w-stetige Funktionen sind monoton.

Die Menge A —. B aller w-stetigen Funktionen von A nach B ist ein w-CPO, weil €2 und
die Suprema w-Ketten w-stetiger Funktionen (siche (2)) selbst w-stetig sind.

Sei ¥ = (S, F) eine konstruktive Signatur und A = (A, Op) eine X-Algebra.

A ist monoton, wenn es fiir alle s € S eine Halbordnung <4, C Ag und ein bzgl. <4
kleinstes Element | 4, gibt und fiir alle f € F' f* monoton ist.

A ist w-stetig, wenn A monoton ist, fiir alle s € S Ay ein w-CPO ist und fiir alle f € F
A w-stetig ist.
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Fixpunktsatz von Kleene

Sei A ein w-CPO und f : A — A w-stetig. Da f monoton ist, erhalten wir die w-Kette
L<f) <AL <.

Deren Supremum

Pp(f) =ar | | (L)

neN

ist der (bzgl. <) kleinste Fixpunkt von f (siehe [35]). a

Anwendung auf iterative Gleichungssysteme

Sei [/ 0V — T (V) ein iteratives Y-Gleichungssystem (siehe Kapitel 16) und A = (A, Op)
eine w-stetige Y-Algebra. Dann kénnen die Halbordnungen, kleinsten Elemente und Supre-
ma von A, wie in Kapitel 2 beschrieben, nach AV geliftet werden, d.h. A" ist ein w-CPO.

Die Funktion F 4 : AV — A" mit

Exlg) =g oFE

fiir alle g € AV nennen wir Schrittfunktion von E. Offenbar wird E von g genau dann
in A gelost, wenn ¢ ein Fixpunkt von FE 4 ist.
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Nach [8], Proposition 4.13, ist E 4 w-stetig. Also folgt aus dem Fixpunktsatz von Kleene,
dass

fp(Ex) = | | E4dx.Ly) (1)
neN
der kleinste Fixpunkt von E 4 in A ist.

Fiir alle strikten und w-stetigen >-Homomorphismen h : A — B gilt:

holfp(Ea) = lfp(Es(h)) (2)
(siehe [35], Lemma ITER (ii).)

Iterative Gleichungssysteme dienen u.a. der Spezifikation partieller Funktionen. Sind z.B.
zwei partielle Funktionen f, g gegeben, dann ist die Gleichung 7 = g o h o f zunéchst nur
eine Bedingung an eine dritte Funktion hA. Die aus der Gleichung gebildete Schrittfunktion

M.(goho f):(A—— B) = (A —— B)

ist w-stetig und hat deshalb nach dem Fixpunktsatz von Kleene einen kleinsten Fixpunkt,
der als denotationelle Semantik von h bezeichnet wird.



17.1 Schleifensemantik

Sei 3 die abstrakte Syntax von Javalight (siche Beispiel 4.6) zusammen mit zwei Kon-
stanten e : 1 — Disjunct und ¢ : 1 — Command. Sei Sem das Zustandsmodell von
JavaLight (siche 4.9) zusammen mit festen Interpretationen p € javaState p,y,.; und
f € javaState rpmang VO € bzw. C.

Sem ist w-stetig.
Sei V = {x: Command}, E das iterative ¥-Gleichungssystem
E:V — Tx(V)
x — cond(e,block(seq(c,x)),id)

und Eg,,, die Schrittfunktion von F (s.0.). Der kleinste Fixpunkt von Eg.,, liefert uns die
Interpretation von loop(e, ¢) in Sem:

loopsm(p, I) =def Up(Egen)(x) : Store —o— Store.
Die Haskell-Funktion

loop :: St Bool -> St Store -> St Store
loop p £ = cond p (loop p £ . f) id

von Abschnitt 9.5 implementiert loop®™. Fiir alle st € Store terminiert loop(p)(f)(st)
genau dann, wenn loop®®™(p, f)(st) definiert ist. a



17.2 Semantik der Assemblersprache StackCom®

Auch jede Befehlsfolge cs € StackCom™ lasst sich als iteratives Gleichungssystem eqs(cs)
darstellen.

Die konstruktive Signatur Y(StackCom), aus deren Operationen die Terme von eqs(cs)
gebildet sind, lautet wie folgt:
Y(StackCom) = ( {com},{Z, String}, F ),
F = { push:Z — com,
load, save, cmp : String — com,
pop, add, sub, mul, div, or, and, inv,nix : 1 — com,
cons, fork : com X com — com }.

push, load, save, cmp, pop, add, sub, mul, div, or, and, inv entsprechen den Konstrukto-
ren von StackCom. nix, cons, fork ersetzen die Sprungbefehle von StackCom (s.u.).

Sei Fgs die Menge der iterativen Y(StackCom)-Gleichungssysteme mit Variablen aus N.
Die folgendermafen definierte Funktion egs : StackCom™ — Eqgs iibersetzt. Assemblerpro-
gramme in solche Gleichungssysteme:
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Sei cs € StackCom™ und V' (cs) die Menge der Nummern der Sprungziele von cs, also

Vies) = {0}U{n < les| | Jump(n) € cs V JumpF(n) € cs}.

eqs(cs) 1 Vies) — Tx(stackcom)(V (c8))
n — mkTerm(drop(n)(cs))

mkTerm : StackCom™ — T stackcom)(V (c5))

€ — nix
(7 falls c = Jump(n) An < |cs|
nix falls ¢ = Jump(n) An > |cs|
c:cs' = < fork(n,mkTerm(cs')) falls c = JumpF(n) An < |cs|
fork(nix, mkTerm(cs')) falls ¢ = JumpF(n) An > |cs]|
\ cons(c, mkTerm(cs’))  sonst
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Beispiel

Das Assemblerprogramm von Beispiel 10.6 zur Berechnung der Fakultétsfunktion lautet als
iteratives X(StackCom)-Gleichungssystem wie folgt:

E 40,3} — Tx(stackcom)(10,3})
0 +— cons(push(1), cons(save(fact), cons(pop, 3)))
3+ cons(load(x), cons(push(1), cons(cmp(>), fork(niz,
cons(load(fact), cons(load(x), cons(mul, cons(save(fact),

(
(

cons(pop, cons(load(x), cons(push(1), cons(sub, cons(save(x),
(

cons(pop, 3))))))))))))))

In Abschnitt 14.5 haben wir informell gezeigt, dass compJava(javaStack) semantisch kor-
rekt ist, dass also folgendes Diagramm kommutiert:

f ld]cwaStack

TZ(JavaLight) r]CLU(LStCLC[{
fold/*>tate evaluate
javaState > Mach = State —o— State

encode



Mach kann zu einer w-stetigen Y(StackCom)-Algebra erweitert werden:

Fiir alle f, g : State —o— State, ® € {add, sub, mul, div, or, and},
(stack, store) € State, a € Z und x € String,

push™®(i)(stack, store) = (a : stack, store),

load™*"(x)(stack, store) = (store(w) : stack, store),

saveih(z)(stack, store) = (stack, update(store)(z)(a)),

(1:s,store) falls a,b,s: stack=a:b:s

A eval Rel(x)(a)(b),
(0: s, store) falls Ja,b,s: stack=a:b:s

N —eval Rel(z)(a)(b),

cmp™eh(x)(stack, store) = {

undefiniert  sonst,
\

s, store) fallsda,s: stack =a: s,
pop™e(stack, store) = ( _ )
undefiniert sonst,

M0ch(stack, store) = (op(@)(b,a) : s, store) falls da,b,s: stack=a:b: s,
undefiniert sonst,

C Maeh |} ((a+1) mod 2 : stack, store) falls 3 a,s: stack =a : s,
inv" " (stack, store) = '
undefiniert sonst,
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Hecl(stack, store) = (stack, store), cons"*"(f, g) = g o f,

( f(s, store) falls 3 s : stack =0 : s,
fork™ " (f, g)(stack, store) = | g(s, store) falls Ja,s: stack =a:sNa#0,

undefiniert sonst,

nwxT

wobei op(add) = (+), op(sub) = (=), op(mul) = op(and) = (x), op(div) = (/) und
op(or) = sign o (+).

Sei cs € StackCom™. Nach dem Fixpunktsatz von Kleene hat das iterative % (StackCom)-
Gleichungssystem egs(cs) (s.0.) eine kleinste Losung in Mach. Sie liefert uns die Funktion
execute von Abschnitt 10.5: Fiir alle ¢s € StackCom™ und n € V(cs),

erecute(cs) = Ifp(eqs(cs)mpach) @ V (cs) — Mach. (4)

Im Folgenden wird Mach so zu einer Javalight-Algebra erweitert, dass execute und encode
JavaLight-homomorph werden und aus der Initialitat von Tx( jquazigns) die Kommutativitét
von (1) folgt (siehe Kapitel 5).

Fiir alle op € {seq, sum, prod, disjunct, conjunct} und f, g : State —o— State,

]\f{)(h(f g> _ gOf
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Fiir alle op € {embed, block, encloseS, embedC, embedL, encloseD},

Mach .
op — ZdState—HState .

nil SMN = il PMOM = jd gy,
Fiir alle x € String und f : State —— State,
assign™™(z, f) = pop™*" o saveM*"(z) o f.
Fir alle f, g, h : State —— State, cond™*"(f, g, h) = fork™*"(h,g) o f.
Fir alle f, g : State —o— State, cond1M“"(f, ) = fork™ " (idyaen, g) © f
Fiir alle f, g : State —— State, loop™*"(f, g) = lfp(E e ) (), wobei
E Az} = Tyiswercom){7, f19})
r — cons(f, fork(nix,cons(g,x)))

Fiir alle f, g : State —o— State,

sumsect (4 f, g) = g o addM*" o f,
sumsect*"(—, f.q) = g o subM*h o f,
(
(

h % ) =go mulMach o f;

Mach o f

prodsectMh (x, f.
prodsect™eh(/ f

embed V" = pyshMech,

9) = godiv

362



UCL”/’MaCh _ lO&dMaCh.
Fiir alle f : State —o— State, not™*"(f) = inv™M*h o f.

Fiir alle x € String und f, g : State —— State,

atom™ " (f,z, g) = emp™*“(x) 0 go f.

Fiir alle b € 2, embed BM"(b) = pushMah(b),

17.3 Nochmal iterative Gleichungen

Sei 2 = (5, F) eine konstruktive Signatur. Eine monotone bzw. w-stetige X-Algebra A ist
initial in der Klasse PAlgy, bzw. C'Algy, aller monotonen bzw. w-stetigen >-Algebren,
wenn es zu jeder monotonen bzw. w-stetigen >-Algebra B genau einen strikten (!) und
monotonen bzw. w-stetigen Y-Homomorphismus von A nach B gibt.

Seien B, X, ST, C' und V wie in Abschnitt 2.7.

Mengen C'T (V) geordneter Y-Term iiber V und 7+ (V) sind ebenso definiert wie
CTx(V) bzw. Tx,(V), aufler dass fiir alle s € S U ST V; durch Vi U {2} ersetzt ist.

Die Elemente von CTs =45 CTs (As.0) und 7% =45 Ts (As.0) heiffen geordnete Y-
Grundterme.
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Satz 17.3 CTy ist initial in PAlgy,. CTs ist initial in CAlgy, (siche Abschnitt Continuous
algebras in [35], Kapitel 14).

Satz 17.4 Jedes iterative >-Gleichungssystem £ : V' — T (V) hat genau eine Lésung in
CTs (siehe [35], Kapitel 15).

Beispiel loop  Sei X = X(JavaLight). Die eindeutige Losung sol : {z} — CTx({b, c})
des iterativen Y-Gleichungssystems £ : {x} — Tx({z, b, c}) von Abschnitt 17.1 hat folgen-
de Graphdarstellung: Fiir alle w € N*,

sol(x)(w)

9

\

cond falls w € (212)
b falls w € (212)
block falls w € (212)*
id  falls w € (212)
seq falls w € (212)

(212)

c falls w €
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Beispiel StackCom

Sei ¥ = X(StackCom) und cs das Assemblerprogramm von Beispiel 10.6. Die eindeutige
Losung sol : {0,3} — CT% des iterativen Y-Gleichungssystems

eqs(cs) - {0,3} — T%({0,3})
von Abschnitt 17.2 hat folgende Graphdarstellung:
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cons cons

¥ N

push cons load
v XN\ v
1 save cons X push
v /N v
fact pop cons 1

Iigd pusﬁ(// \\\\

sol(3) =

load cons
sol(0) = * / \
fact load cons
v /N
X mul cons
¥\
save cons

vAN

fact pop cons

N\
load cons
v ¥\
X push
Y
1 sub
save cons
v
X pop

none

load cons

cons

¥ N
Y N\

fact load cons
X mul cons
save cons

v AN

fact pop cons

load cons
v XN\
X push cons
v /N
1 sub cons
Y\
save cons
4
X pop
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Offenbar reprisentiert jeder Pfad des ¥-Baums sol(0) eine — moglicherweise unendliche —
Kommandofolge, die einer Ausfithrungssequenz von cs entspricht. EI

Beispiel

Sei X = X(StackCom). Die eindeutige Losung sol : {z} — CTx({b,c}) des iterativen
>-Gleichungssystems

E :{x} — Tx({x,b,c}),
dessen kleinste Losung in Mach den Konstruktor loop von X (StackCom) in Mach inter-
pretiert (siche 17.2), hat folgende Graphdarstellung:

cons

R

fork

sol(x) = / \

none cons

/

g
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Sei ¢s € StackCom*. Da fold™*" strikt, w-stetig und S-homomorph ist, folgt
execute'(cs) = fold"*" o Ifp(eqs(cs)or,) : Vies) — Mach (7)

aus (2) und (4). Die Ausfithrung von ¢s im Zustand state € State liefert also dasselbe —

moglicherweise undefinierte — Ergebnis wie die Faltung des >-Baums Ifp(eqs(cs)cr.)(state)
in Mach. 3

Die eindeutige Losung eines iterativen X-Gleichungssystems E in C'Tx, ldsst sich nicht nur als
kleinsten Fixpunkt von Eeory, darstellen, sondern auch als Entfaltung einer Coalgebra. Dies
folgt aus der Tatsache, dass C'Tx; eine finale coX-Algebra ist, wobei coX. die folgendermafien
aus (der konstruktiven Signatur) ¥ = (S, F') gebildete destruktive Signatur ist:

coX = (S7 {dS R Hf:(’,*)SGFe ‘ s € S})

Satz 17.5

C'Ty, ist eine finale coX-Algebra (sieche Abschnitt From constructors to destructors in [35],
Kapitel 14).
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Sei £V — Tx (V) ein iteratives 3-Gleichungssystem.
F induziert die folgende coX-algebra T'(E):

e Firalles e S, T(E), =Tx(V)..
o Fiirallec: [[..;e; — s € Cund (t)ies € Xie/To(V)e,, di " (c{i — t.}) = ((£)ser ©).
o [iir alle s € S und z € V, dST(E)(x) = dsT(E)(E(:E))

ey, unfoldT(E

)
8) V. — Tx(V) C'Ty, 16st E in C'Ty, (siehe [35], Kapitel 15).

(9) gV — CTyx lost E genau dann in C'Ty, wenn ¢* - T'(FE) — CTy, coX-homomorph
ist (siehe [35], Kapitel 15).

Satz 17.6 Jedes iterative ¥-Gleichungssystem £ : V' — Tx(V') hat genau eine Losung in
C'Ts.

Beweis. Wegen (8) hat E eine Losung in CTs,. Angenommen, g,h : V — CTy losen E
in C'Tx. Dann sind g*, h* : T(E) — CTx, wegen (9) coX-homomorph. Da C'Ty, eine finale
cox-Algebra ist, gilt ¢g* = h*, also g = ¢g* o incy = h* owncy = h. l:l
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Beispiel

Sei cs € StackCom™. Aus (7), (8) und Satz 17.4 (oder 17.6) folgt, dass execute’ die Ent-
faltung von V(cs) in C'Ty, mit der Faltung der entstandenen >-Terme in Mach verkniipft:

execute

V(es) >~ Mcich
J
incy = foldMach
T — C'T
(&) unfoldT(E)
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E-Normalform, 101 abstrakte Syntax, 119

E-Reduktionsrelation, 101 Aktion eines Monoids, 76
E-Aquivalenz, 98 akzeptierte Sprache, 70
DAut(X,Y), 34 Attribut, 218

Y-Algebra, 35 Ausnahmefunktor, 151

>-Homomorphismus, 35 Basisadresse, 259

Y-Isomorphismus, 35 Baumautomat, 79
Y:-Kongruenz, 88
X(G), 119

w-CPO, 350

w-stetig, 352

w-stetige Funktion, 352
(a), T7

T,(S), 2

state(yp), 194

Baumsprache, 79
Befehlszéhler, 258

Bild, 14

Bildalgebra, 36
bind-Operator, 156
bottom-up-Compiler, 188
Brzozowski-Automat, 58
Brzozowski-Gleichungen, 103
abgeleitetes Attribut, 238
Abl(G), 139
Ableitungsbaum, 139
Ableitungsrelation, 115
absolute Adresse, 259

Calculus of Communicating Systems, 32
CCS(Act), 32

CFG, 109

charakteristische Funktion, 14
Coalgebra, 35
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Coextension, 63

cofreie Algebra, 64
Coinduktionsprinzip, 91
Compiler, 7
Compilermonade, 160
Copotenzfunktor, 152
Coprodukt, 23

Coterm, 43

denotationelle Semantik, 331, 354
destruktive Signatur, 28
Destruktor, 28, 218

Diagonale, 14

Diagonalfunktor, 150

Display, 259

Domain, 28

Domain-Tuplung, 23

eindeutig, 136

erkannte Sprache, 70
Erreichbarkeitsfunktion, 59
execute, 254, 265

executeCom, 253
Extension, 60

Farbung, 63

fail, 302

field label, 218

finale Algebra, 65
Fixpunktsatz fiir CFGs, 336

Fixpunktsatz fiir nicht-linksrekursive CFGs,

345
Fixpunktsatz von Kleene, 353
flache Erweiterung von A, 350
flacher Typ, 29
fold, 61
freie Algebra, 61
Functor, 300
Funktionseinschrankung, 14
Funktionslifting, 21, 24
Funktionsprodukt, 22
Funktionssumme, 25
Funktionsupdate, 14
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Funktor, 149

generischer Compiler, 166
Gleichungssystem einer CFG, 335
goto-Tabelle, 194

Graph, 14

Grundcoterm, 44

Grundinstanz, 96

Grundterm, 42

halbgeordnete Menge, 350
Halbordnung, 350

Identitét, 13
Identitatsfunktor, 150
Induktionsprinzip, 87
initiale Algebra, 62, 362
initialer Automat, 70
Injektion, 23

Inklusion, 13

Instanz eines Terms, 96
Instanzen von E, 98
Interpreter, 7

Invariante, 83
isomorph, 15, 35
iteratives Gleichungssystem, 334

Javalight, 111
JavaLightP, 267
javaStackP, 271

Kategorie, 148

Kern, 14, 88

Konkatenation, 17
konstanter Funktor, 150
konstruktive Signatur, 28
Konstruktor, 28

kontextfreie Grammatik, 109

Losung eines iterativen Gleichungssystems, 334
LAG-Algorithmus, 296

Lambeks Lemma, 327

leere Wort, 17

Leserfunktor, 152

linksrekursiv, 115
Liste, 17
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Listenfunktor, 151
LL-Compiler, 315
LR(k)-Grammatik, 189
LR-Automat fiir G, 194

mapM, 305

markierter Baum, 18
Medvedev-Automat, 75
Mengenfunktor, 151
Methode, 218

Monad, 302

Monade, 153

Monoid, 38

monotone Algebra, 352
monotone Funktion, 352

natiirliche Abbildung, 88
Nerode-Relation, 81

Objektklasse, 218
Operation, 28, 35

Parser, 7, 148

Parser eines Compilers, 162
Paull-Unger-Verfahren, 92

Plusmonade, 158
Potenzfunktor, 152
prafixabgeschlossen, 18
Produkt, 19
Produktextension, 19
Produktfunktor, 150
Projektion, 19

Quotientenalgebra, 88

Range, 28
Range-Tuplung, 19
rationaler Term, 47
Realisierung, 81

Realisierung einer Verhaltensfunktion, 70
Realisierung eines Coterms, 70

Rechtsreduktion, 188
Record, 218

Redukt, 35
Reduktionsfunktion, 101
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Reg(BL), 31

Regel, 109

regulére Sprache, 62

reguldrer Ausdruck, 31

rekursives W-Gleichungssystem, 326
Relativadresse, 259
Resultatadresse, 279

return, 302

SAB, 121

Scanner, 6
Schreiberfunktor, 152
Selektor, 218

sequence, 304

Signatur, 28

Sprache iiber A, 17
Sprache einer CFG, 136
Sprache eines reguldren Ausdrucks, 62
StackCom, 252
statischer Vorganger, 259
strikt, 352

strukturell-operationelle Semantik, 330
Substitution, 95

Summe, 23

Summenextension, 23

symbolische Adressen, 260
Symboltabelle, 269

syntaktische Kongruenz, 94
syntaktisches Monoid, 94
Syntaxbaum, 119, 136

Term, 41

Termfaltung, 61
top-down-Parser, 167
Tragermenge, 35
transientes Attribut, 238
Transitionsmonoid, 93
Typ, 27

typ, 26

Typdeskriptor, 265
Typfamilie, 309

unfold, 64
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universelle Eigenschaft, 19
Unparser, 136
Unteralgebra, 83

Urbild, 14

Variablenbelegung, 60
vererbtes Attribut, 238

Verhaltensfunktion, 56, 79
Verhaltenskongruenz, 89

wohlfundierter Baum, 18
Word(G), 136

Wort, 17

Wortalgebra, 136

Zustandsentfaltung, 64
Zustandsfunktor, 152
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